
           25

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2017. № 2
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2017. № 2

МАТЕМАТИЧНЕ
ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ
И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

MATHEMATICAL
AND COMPUTER MODELLING

© Бердник М. Г., 2017
DOI 10.15588/1607-3274-2017-2-3

УДК 536.24

Бердник М. Г.
Канд. фіз.-мат. наук, доцент, доцент кафедри програмного забезпечення комп’ютерних систем  державного вищого

навчального закладу «Національний гірничий університет», Дніпро, Україна

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ І МЕТОД РІШЕННЯ ПРОСТОРОВОЇ
УЗАГАЛЬНЕНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ТЕПЛООБМІНУ ПОРОЖНЬОГО

КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО ЦИЛІНДРА, ЯКИЙ ОБЕРТАЄТЬСЯ
Актуальність. У феноменологічній теорії теплопровідності передбачається, що швидкість поширення тепла є нескінченно

великою. Однак при високих інтенсивних нестаціонарних процесах, що спостерігаються, наприклад, при вибухах, надзвукових
потоках, великих швидкостях обертання використання цього припущення приводить до помилок, тому необхідно враховувати, що
розповсюдження теплоти  проходить з кінцевою швидкістю.

Мета.  Розробка нової узагальненої  математичної моделі температурних розподілів у порожньому  кусково-однорідному
циліндрі у вигляді крайової задачі математичної фізики для рівняння теплопровідності, та розв’язання  отриманої крайової задачі.

Метод.  Застосовування відомих інтегральніх перетворень  Лапласа, Фур’є, а також  розробленого нового інтегрального
перетворення для  кусково-однорідного  простору.

Результати. Знайдено нестаціонарне температурне поле порожнього кругового циліндра   в циліндричній системи координат,
кусково-однорідного в напрямку полярного радіуса, який обертається  з постійною кутовою швидкістю навколо осі OZ, з урахуванням
кінцевої швидкості поширення тепла. Теплофізичні  властивості в кожному шарі не залежать від температури за умови ідеального
теплового контакту між шарами, а внутрішні джерела тепла відсутні.

Висновки. Вперше розроблена математична модель температурних розподілів у порожньому кусково-однорідному циліндрі,
який обертається з постійною кутовою швидкістю навколо осі OZ з урахуванням кінцевої швидкості поширення тепла,  у вигляді
крайової задачі математичної фізики для гіперболічних диференціальних рівнянь теплопровідності з граничними умовами першого
роду. Теплофізичні властивості якого  в кожному шарі не залежать від температури за умови ідеального теплового контакту між
шарами, а внутрішні джерела тепла відсутні.

Розроблено нове інтегральне перетворення для кусково-однорідного простору, за допомогою якого знайдено температурне поле
порожнього кусково-однорідного кругового циліндра у вигляді збіжних ортогональних рядів по функціям Бесселя і Фур’є. Знайдений
аналітичний розв’язок узагальненої крайової задачі  теплообміну  циліндра, який обертається, з урахуванням скінченності величини
швидкості поширення тепла може знайти застосування при модулюванні температурних полів, які виникають у багатьох технічних
системах (в супутниках, прокатних валках, турбінах і т.ін.).

Ключові слова: крайова задача, узагальнене рівняння переносу енергії, інтегральні перетворення Лапласа, Фур’є, час релаксації.

НОМЕНКЛАТУРА

sa  – коефіцієнт температуропровідності s-го шара
циліндра;

Bi – критерій Біо;
с – питома теплоємність;

sc  – питома теплоємність s-го шара циліндра;
0F  – критерій Фур’є;

I – уявна одиниця;
( ) xJn  – функція Бесселя го1  роду гоn  порядку;

( )xYn  – функція Бесселя го2  роду  порядку;
Pd  – критерій Предводітелева;

0R  – внутрішній радіус циліндра;

1R  – радіус межі шарів;
( )tzT ,,,ϕρ  – температура середовища;

maxT  – максимальна температура циліндра;

( )tzTs ,,,ϕρ  – температури s-го шара циліндра;
t – час;
γ – щільність середовища;

sγ  – щільність s-го шара циліндра;
λ  – коефіцієнт теплопровідності;

sλ  – коефіцієнт теплопровідності s-го шара циліндра;
rτ  – час релаксації.
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ВСТУП
У феноменологічній теорії теплопровідності перед-

бачається, що швидкість поширення тепла є нескінчен-
но великою [1, 2]. Однак при високих інтенсивних неста-
ціонарних процесах, що спостерігаються, наприклад, при
вибухах, надзвукових потоках, великих швидкостях обер-
тання вплив скінченності величини швидкості поширен-
ня тепла на теплообмін стає помітним [1–6].

В [1] отримано узагальнене рівняння переносу енергії
для рушійного елемента суцільного середовища, з ура-
хуванням скінченності величини швидкості поширення
тепла.

Метою роботи є розробка нової узагальненої  мате-
матичної моделі температурних розподілів у кусково-
однорідному циліндрі у вигляді крайової задачі матема-
тичної фізики для рівняння теплопровідності, та розв’я-
зання отриманої крайової  задачі,  розв’язки якої
використовуються  під час керування температурними
полями.

1 ПОСТАНОВА ЗАДАЧІ
Розглянемо розрахунок нестаціонарного температур-

ного поля порожнього кругового циліндра  скінченної
довжини L, зовнішнього радіуса R в циліндричній систе-
ми координат ( )zr ,,ϕ , кусково-однорідного в напрямкуу
полярного радіуса r, який обертається з постійною куто-
вою швидкістю ω навколо осі OZ, з урахуванням кінце-
вої швидкості поширення тепла. Теплофізичні властивості
якого в кожному шарі не залежать від температури за
умови ідеального теплового контакту між шарами, а
внутрішні джерела тепла відсутні. У початковий момент
часу температура циліндра постійна 0G , а на зовнішній і
внутрішній поверхні циліндра температура відома і не
залежить від часу ( ) ( )zGzG , і , 1 ϕϕ  відповідно.

Відносну температуру циліндра ( )tz,,,ϕρθ  можна
представити у вигляді:

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

ρρ∈ρϕρθ
ρρ∈ρϕρθ

=ϕρθ
  .,   якщо,,,
 ;,  якщо,,,

,,,
212

101
tz
tz

tz (1)

Відносні температури ( )tzs ,,,ϕρθ  s-го шара цилінд-
ра  обчислюються по формулам:

( ) ( )
0max

0,,,,,,
GT

GtzTtz s
s −

−ϕρ
=ϕρθ ,

де 
R
r

=ρ , s=1,2.

2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ
Як показує огляд літератури теплообмін в циліндрах,

які обертаються, вивчений в даний час ще недостатньо
[1, 7]. Показано, що чисельні методи дослідження неста-
ціонарних неосесиметричних задач теплообміну
циліндрів, які обертаються, є не завжди ефективними,
якщо мова йде про обчислення при великих швидкостях
обертання. Так доводиться [8], що умови стійкості об-
числень в методі кінцевих елементів і методі кінцевих
різниць, що застосовуються до розрахунку нестаціонар-

них неосесиметричних температурних полів циліндрів,
які обертаються, визначаються аналогічними характери-
стиками. Ці умови мають вигляд:

01 2
0 ≥

ϕΔ

Δ
−

F та 0
2

1
≥−

ϕΔ
Pd .

Якщо 510=Pd , що відповідає кутовій швидкості обер-
тання металевого циліндра 1сек 671,1 −=ω  радіусом
100 мм, змінні ϕΔ  и oFΔ  повинні бути підпорядковані
таким умовам:

 10 2 5−⋅≤ϕΔ  та 1010 2 −⋅≤Δ oF .
Для рівномірно охолоджуваного циліндра за умови

Bi = 5 час необхідний для того, щоб температура досягла
90% стаціонарного стану, дорівнює 0,025 ≈Fo  [8]. Це
означає, що потрібно принаймні здійснити 8103,1 ⋅  опе-
рацій по часу для того, щоб було досягнуто стаціонар-
ний розподіл температури.

Більше того, потрібно відзначити, що протягом одно-
го циклу обчислень потрібно здійснити 510 3,14 ⋅  обчис-
лень, так як внутрішній стан у кільці характеризується

510 3,14 ⋅  точками. У результаті видно, що число обчис-
лень, необхідних для отримання чисельного результату
видається нереальним.

Тому для вирішення крайової задачі, яка виникають
при математичному моделюванні  нестаціонарних про-
цесів теплообміну в циліндрах, які обертаються, будемо
застосовувати інтегральні перетворення.

3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ
В [1] отримано узагальнене рівняння переносу енергії

для рушійного елемента суцільного середовища, з ура-
хуванням скінченності величини швидкості поширення
тепла. Згідно [1] узагальнене рівняння балансу енергії
твердого тіла, який обертається, з постійною кутовою
швидкістю ω навколо осі OZ, теплофізичні  властивості
якого не залежать від температури, а внутрішні джерела
тепла відсутні приймає вигляд:
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Математично задача визначення відносної температу-
ри циліндра ( )tz,,,ϕρθ  складається в інтегруванні гіпер-
болічних диференціальних рівнянь  теплопровідності (2) в
області ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0,,0,1 ,0,2 ,, ,,, 1 ∞∈∈π∈ϕρρ∈ρϕρ= − tztzD sss , що з
урахуванням прийнятих допущень запишеться у виді:

=
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з початковими умовами

( ) ( ) 0
 

0,,,    ,00,,, =
∂

ϕρθ∂
=ϕρθ

t
zz s

s , (4)

граничними умовами

( ) ( ) ( ) ( ),,,,,1    ,,,,, 201 zVtzzWtz ϕ=ϕθϕ=ϕρθ (5)

( ) 0,0,, =ϕρθ ts , ( ) 0,1,, =ϕρθ ts , (6)

умовами ідеального теплового контакту

( )tz,,,11 ϕρθ = ( )tz,,,12 ϕρθ , (7)

( ) ( )
ρ∂
ϕρθ∂

λ=
ρ∂
ϕρθ∂

λ
tztz ,,,,,, 12

2
11

1 , (8)

де R
R1

1 =ρ ; 
R
R0

0 =ρ ; 12 =ρ ; 
ss

s
s c

a
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λ
= ; 

2
⎟
⎠
⎞
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⎝
⎛=χ
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R
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2
2  

R
as

s =α ; L
zz = ; s=1,2; ( ) ( ) ( )DCVW  , ∈ϕϕ .

Тоді рішення крайової задачі (3)–(8) ( )tzs ,,,ϕρθ  є двічі
неперервно диференційованим по ρ , ϕ, z, t в області D і
неперервним на D  [9], тобто

( ) ( ) ( )DCDCtzs ∩1,2,,, ∈ϕρθ , а функції ( ) ( )zVzW ,,, ϕϕ ,

( )tzs ,,,ϕρθ  можуть бути розкладені в комплексний ряд
Фур’є [9]:
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З огляду на те, що ( )tzs ,,,ϕρθ  функції дійсні, обме-

жимося надалі розглядом ( )tzns ,,, ρθ  для n=0,1,2,…, тому

що ( )tzns ,,, ρθ  і ( )tzns ,,, ρθ −  будуть комплексно спряже-е-
ними [9]. Підставляючи значення функцій з (9) у (3)–(8) у
результаті одержимо систему диференціальних рівнянь:
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з початковими умовами
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граничними умовами
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умовами ідеального теплового контакту
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де ( )   1;   2,  ;    ; 21
21 ==ω=ϑω−=ϑ mmnn nn  i, s=1,2.

Застосовуємо до системи диференціальних рівнянь
(10) інтегральне перетворення  Фур’є [10]:

( ) ( ) ( ) dxxmxff m     sin 
1

0
∫ ⋅⋅π=λ ,

де mm ⋅π=λ  ; m=1,2,…, а формула оберненого перетво-
рення має вигляд:
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∞

=
   sin2

1
. (16)

В результаті одержуємо систему  звичайних дифе-
ренціальних рівнянь:
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з початковими умовами
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Для розв’язання крайової задачі (17)–(21) побудуємо
інтегральне перетворення:
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ходяться із розв’язку задачі Штурма-Ліувілля:
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Розв’язавши задачу Штурма-Ліувілля (23)–(25) одер-
жуємо:
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Власні значення kn,μ  знаходяться із розв’язку транс-
цендентного рівняння:
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Формула оберненого перетворення має вигляд:
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Де квадрат норми власної функції ( ) 2
,0 ρμ knQ  дорів-
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Застосовуємо до системи диференціальних рівнянь
(17) інтегральне перетворення (22) і враховуючи позна-
чення (1), в результаті одержуємо систему звичайних
диференціальних рівнянь:
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Застосовуємо до системи диференціальних рівнянь
(27) с початковими умовами (28) інтегральне перетво-
рення Лапласа [10]:
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де i=1,2; 22
,,   mknknq χλ+μ= .

Розв’язавши систему рівнянь (29) одержуємо:
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Застосовуючи до зображення функцій (30) формули

оберненого перетворення Лапласа [10] одержуємо ори-
гінали функцій:
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Таким чином, з урахуванням формул обернених пе-
ретворень (9),(16) і (26) одержуємо температурне поле
кусково-однорідного кругового циліндра в напрямку
полярного радіуса, який обертається з постійною куто-
вою швидкістю ω  навколо осі OZ, з урахуванням кінце-
вої швидкості поширення тепла:
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де значення ( )( ) ( )( )tt nn
21  і  θθ

��
  визначаються по формулам

(31), (32).
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ

Для розрахунку температурних полів ( )tz,,,ϕρθ  в
кусково-однорідному  циліндра  по  отриманій формули
(33) було розроблено  програмне забезпечення. При чи-
сельних розрахунках знаходження суми рядів вони були
замінені на часткові суми з точністью 410− .

Програмне забезпечення написане на мові об’єктно-
орієнтованого програмування C#, реалізоване у середо-
вищі розробки Microsoft Visual Studio 2010 та функціо-
нує на будь-якій операційній системі, на котрій встанов-
лено Microsoft .NET Framework версії 4.0 або вище.

5 РЕЗУЛЬТАТИ
Для перевірки математичної моделі проведені розра-

хунки, за допомогою розробленого програмного забез-
печення, температурного поля в порожньому кусково-
однорідному циліндрі.

Температура на поверхні циліндра задавалась у виг-
ляді:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ zlzltz η−−−η⋅ϕΘ+−η⋅ϕΘ=ϕθ 2211 1,,,1

( )] ( ) ( ) ( )[ ]zlzzl −−η−−η⋅ϕΘ+−η− 231 11 ,

( ) ( ) ( ) ( )+ϕ−πη−ϕ−πη+ϕ−πη⋅ϕ⋅π⋅=ϕΘ − 5,05,15,02 1
2

( )[ ] ( ) ( )[ ]ϕ−πη−ϕ−π⋅η⋅ϕ−πη⋅π⋅++ − 5,125,121 1 ,
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де ( )ϕΘ1 = ( )ϕΘ3 =0,03; 5,00 =ρ ; 75,01 =ρ  21 ll = =0,25;

( )
⎩
⎨
⎧

≥
≥

=η
   0,          кщо         я1

0;         кщо         я1
z
z

z

( ) ( )tt ,1,,,0,, ϕρθ=ϕρθ =0,1,  ( )tz,,,0 ϕρθ =0,05.
Необхідні для розрахунку властивості  матеріала ци-

ліндра наступні:

=λ1 34,8 Вт/(м·К); сек10 11−=τr ; 5601 =c  Дж/(кг⋅К);

5602 =c  Дж/(кг⋅К); 78001 =γ  кг/м3; 5,1=σ .

На рис. 1 представлені результати чисельних експе-
риментів у вигляді кривих розподілу температури при
наступних значеннях параметрів: z=0,5, Pd =100

(
1

2

a
RPd ω

= ), де 2
10

−⋅= RtaF .

а

б

Рисунок 1 – Розподіл температурного поля в циліндрі при різних значеннях критерія Фурьє:

 а  – =0F 04; б – =0F 1

6 ОБГОВОРЕННЯ

Як видно з рис. 1 температурне поле при 0,54,  <ρ  є
осесиметричне, а амплітуда коливань температурі з ча-
сом зменшується.

Історично склалося, що в Україні розвинута мережа
металургійних підприємств, на яких виробляють значну
частину світового випуску сталі. На високопродуктивні
слябові машини безперервного лиття заготовок (МБЛЗ)
припадає приблизно 2/3 об’єму безперервного лиття за-
готовок [7]. Ролик МБЛЗ – це пустотілий циліндр діамет-
ром від 140 до 600 мм, залежно від відстані до кристаліза-
тора, довжина робочої частини 1900–2300 мм при за-
гальній довжині 2400–4320 мм [1]. На МБЛЗ встановлено
кілька сотень (500–800 штук) роликів, які підтримують
сляб. Температура на його поверхні роликів 1300°С [7].
Через внутрішню порожнину ролика прокачують техні-
чну воду для його охолодження. Швидкість обертання
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ролика залежить від його діаметра та швидкості переміщен-
ня сляба. Ролики, які працюють у складних умовах термо-
механічного навантаження, визначають ресурс МБЛЗ.

Таким чином знайдений аналітичний вираз (33) для
розрахунку нестаціонарного  неосесиметричного тем-
пературного температурного поля  порожнього круго-
вого циліндра  циліндра скінченної довжини L, зовніш-
нього радіуса R в циліндричній системи координат
( )zr ,,ϕ , кусково-однорідного в напрямку полярного ра-
діуса r, який обертається з постійною кутовою швидкі-
стю ω навколо осі OZ, з урахуванням кінцевої швидкості
поширення тепла можна використовувати для моделю-
вання температурніх станів прокатних валків.

ВИСНОВКИ
Вперше розроблена математична модель темпера-

турних розподілів у порожньому кусково-однорідному
циліндрі, який обертається з постійною кутовою швид-
кістю навколо осі OZ з урахуванням кінцевої швидкості
поширення тепла, у вигляді крайової задачі математич-
ної фізики для рівняння теплопровідності.

Розроблено нове інтегральне перетворення для  кус-
ково-однорідного  простору, за допомогою якого знай-
дено температурне поле у порожньому кусково-одно-
рідного циліндра у вигляді збіжних ортогональних рядів
по функціям Бесселя і Фур’є.

Знайдений аналітичний розв’язок узагальненої край-
ової задачі теплообміну  циліндра, який обертається, з
урахуванням скінченності величини швидкості поширен-
ня тепла може знайти застосування при модулюванні
температурних полів, які виникають у багатьох технічних
системах (в супутниках, прокатних валках, турбінах і т.ін.).
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И МЕТОД РЕШЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ОБОБЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТЕП-

ЛООБМЕНА ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ПОЛОГО КУСОЧНО-ОДНОРОДНОГО ЦИЛИНДРА
Актуальность. В феноменологической теории теплопроводности предполагается скорость распространения тепла бесконечно

большой. Однако при высоких интенсивных нестационарных процессах  наблюдаемых, например, при взрывах, сверхзвуковых пото-
ках, больших скоростях вращения использования этого предположения приводит к ошибкам, поэтому необходимо учитывать, что
распространение теплоты проходит с конечной скоростью.

Цель. Разработка новой обобщенной математической модели температурных распределений в полом кусочно-однородном ци-
линдре в виде краевой задачи математиче-ской физики для уравнения теплопроводности, и решение полученной краевой задачи.

Метод. Применение известных интегральных преобразований Лапласа, Фурье, а также разработанного нового интегрального
преобразования для кусочно-однородного пространства.

Результаты. Найдено нестационарное температурное поле полого кругового цилиндра в цилиндрической системы координат,
кусочно-однородного в направлении полярного радиуса, который вращается с постоянной угловой скоростью вокруг оси OZ, с учетом
конечной скорости распространения тепла. Теплофизические свойства в каждом слое не зависят от температуры при идеальном
тепловом контакте между слоями, а внутренние источники тепла отсутствуют.

Выводы. Впервые разработана математическая модель температурных распределений в полом кусочно-однородном цилиндре,
который вращается с постоянной угловой скоростью вокруг оси OZ с учетом конечной скорости распространения тепла в виде краевой
задачи математической физики для гиперболических дифференциальных уравнений теплопроводности с граничными условиями пер-
вого рода. Теплофизические свойства которого в каждом слое не зависят от температуры при идеальном тепловом контакте между
слоями, а внутренние источники тепла отсутствуют.
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МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

Разработано новое интегральное преобразование для кусочно-однородного пространства, с помощью которого найдено темпера-
турное поле полого кусочно-однородного кругового цилиндра в виде сходящихся ортогональных рядов по функциям Бесселя и Фурье.
Найденное  аналитическое решение обобщенной краевой задачи теплообмена цилиндра, который вращается, с учетом конечности
величины скорости распространения тепла, может найти применение при моделировании температурных полей, которые возникают во
многих технических системах (в спутниках, прокатных валках, турбинах и т.д.).

Ключевые слова: краевая задача, обобщенное уравнение переноса энергии, интегральные преобразования Лапласа, Фурье,
время релаксации.
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MATHEMATICAL MODELS AND METHODS OF SOLVING SPATIAL GENERALIZED BOUNDARY VALUE PROBLEM HEAT

ROTATING HOLLOW PIECEWISE HOMOGENEOUS CYLINDER
Context. The phenomenological theory of heat conduction speed of heat propagation is assumed infinitely large. However, the high

intensity of the observed transient processes such as explosions, supersonic flow, high speeds of rotation of the use of this assumption leads to
errors, so it is necessary to take into account that the distribution of heat takes place at a finite rate.

Objective. Development of a new generalized mathematical model of the temperature distribution in the hollow piecewise uniform
cylinder in the form of a boundary value problem of mathematical physics for the heat equation and the solution of the resulting boundary value
problem.

Method. The use of known integral Laplace transforms, Fourier series, and developed a new integral transformation for piecewise
homogeneous space.

Results. Found Polga transient temperature field of a circular cylinder in a cylindrical coordinate system, a piecewise homogeneous polar
radius direction, which rotates at a constant angular velocity about the axis OZ, with the ultimate heat propagation speed. Thermal properties
of each layer does not depend on the temperature at an ideal thermal contact between the layers, and there are no internal sources of heat.

Conclusions. For the first time developed a mathematical model of the temperature distribution in the empty piecewise uniform cylinder,
which rotates at a constant angular velocity about the axis OZ, taking into account the finite speed of propagation of heat in the form of
mathematical physics boundary value problem for hyperbolic partial differential equations of heat conduction with boundary conditions of the
first kind. Thermal properties are in each layer does not depend on the temperature at an ideal thermal contact between the layers, and there are
no internal sources of heat.Created a new integral transform of a piecewise-homogeneous space, with which found the temperature field of the
hollow piecewise homogeneous circular cylinder in the form of convergent orthogonal series of Bessel functions and of Fourier. The obtained
analytical solution of a generalized boundary value problem of heat transfer cylinder, which rotates, given a finite amount of heat propagation
velocity can be used for modeling of temperature fields, which occur in many technical systems (satellites, forming rolls, turbines, etc.).

Keywords: boundary value problem, generalized equation of energy transfer, integrated Laplace, Fourier, relaxation time.
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