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ПРИНЦИПИ РОЗРАХУНКУ ЕЛЕКТРИЧНОГО ІМПЕДАНСУ
КОЛИВАЛЬНОГО П’ЄЗОКЕРАМІЧНОГО ДИСКА В ОБЛАСТІ

СЕРЕДНІХ ЧАСТОТ
Актуальність. Актуальність застосування різних функціональних елементів п’єзоелектроніки в силових і інформаційних системах

пояснюється, перш за все, їх високою надійністю. Кінцевою метою математичного моделювання фізичного стану коливальних
п’єзокерамічних елементів є якісний і кількісний опис характеристик і параметрів існуючих в них електричних та еластичних полів.

Мета роботи – розрахунок електричного імпедансу коливального п’єзоелектричного диска в області середніх частот.
Метод. При досить загальних початкових припущеннях отримана математична характеристика електричного імпедансу

п’єзокерамічного тонкого диска з суцільним електродуванням торцевих поверхонь, який коливається у вакуумі. Показано, що
електричний імпеданс визначається усередненими значеннями компонентів вектора зміщення матеріальних частинок п’єзокераміки.

Результати. Побудовано вираз для розрахунку електричного імпедансу п’єзокерамічного диска, який коливається в області
середніх частот, де вектор зсуву матеріальних частинок диска практично повністю визначається радіальним компонентом.

Висновки. В результаті дослідження математичної моделі реального пристрою можна визначити той набір геометричних,
фізико-механічних та електричних параметрів реального об’єкта, який забезпечує реалізацію технічних показників функціонального
елемента п’єзоелектроніки, обумовлених в технічному завданні. Це істотно скорочує час і вартість розробки нових функціональних
елементів п’єзоелектроніки. Перспективи подальших досліджень можуть полягати в побудові методики обчислення коефіцієнтів
трансформації в п’єзоелектричному трансформаторі з декількома вторинними електричними колами.
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НОМЕНКЛАТУРА

0U  – амплітудне значення електричного потенціалу;
ω  – колова частота зміни знака потенціалу;
t  – час;

0ρ  – густина п’єзокераміки;

kD  – амплітудне значення k-го компонента вектора
електричної індукції;

knme  – компонент тензора п’єзоелектричних модулів;
nmε  – амплітудне значення компонента тензора не-

скінченно малих деформацій;

kj
εχ  – компонент тензора діелектричної проникності,

який експериментально визначається в режимі сталості
(рівності нулю) пружних деформацій (верхній символ ε );

jE  – амплітудне значення j -го компонента вектора
напруженості електричного поля в об’ємі деформова-
ного п’єзоелектрика;

ijσ  – амплітудне значення компонента тензора меха-
нічних напружень;

E
ijkc A  – компонент тензора модулів пружності, який

експериментально визначається в режимі  сталості
(рівності нулю) напруженості електричного поля (верхній
символ E ) в об’ємі п’єзоелектрика, який деформується.

ВСТУП
Актуальність застосування різних функціональних

елементів п’єзоелектроніки в силових і інформаційних
системах пояснюється, перш за все, їх високою над-
ійністю. Одним із основних елементів таких систем є
п’єзокерамічний трансформатор [1], який є альтернати-
вою електромагнітним трансформаторам в тих сферах їх
застосування, де необхідна  висока надійність,
стабільність, автономність, максимальна тривалість без-

відмовної роботи [2]. Об’єктами, де необхідне застосу-
вання таких наднадійних трансформаторів напруги є:
автоматичні міжпланетні станції; автономні глибоководні
плаваючі об’єкти; будь-які інші об’єкти, доступ до яких
сильно утруднений, неможливий або надзвичайно не-
безпечний для людини (ядерні реактори; хімічно небез-
печні об’єкти, станції в Антарктиді і Арктиці, підземні
об’єкти, орбітальні супутники тощо).

П’єзоелектричний трансформатор має ряд переваг в
порівнянні з електромагнітним, а саме [3, 4]: високу пи-
тому потужність; відсутність електромагнітних завад;
високу ефективність; можливість мініатюризації; широ-
кий частотний діапазон; вогнестійкість; проста техноло-
гія виготовлення. Надзвичайно широкі можливості
п’єзотрансформаторів дозволяють використовувати їх
при створенні різноманітних аналогових і дискретних
пристроїв перетворення сигналів.

В даний час п’єзотрансформатори знаходять все
більше застосування в областях, де потрібне отримання
високих напруг. Практика застосування п’єзотрансфор-
маторів показує, що вони досить ефективно працюють
на першій або на другій моді коливань в області частот
від декількох десятків до сотень кілогерц [5].

П’єзотрансформатори знаходять широке застосуван-
ня в сучасній світлотехнічній апаратурі і приладах. Вони
дозволяють мінімізувати габарити пристроїв запалення і
живлення різного класу газорозрядних ламп, створювати
високоефективні високочастотні джерела живлення з ККД
до 95%, що забезпечують підвищення довговічності ламп
в 5–10 разів і світловіддачу більш ніж в 1,4 рази [6–8].

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Використання п’єзотрансформаторів стримується

складністю адекватного аналітичного опису їх моделей
[9]. Кінцевою метою математичного моделювання фізич-
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В роботі [15] вперше була зроблена спроба розробки
методики експериментального визначення фізико-меха-
нічних властивостей п’єзоелектричної кераміки, яка спи-
ралася на основні уявлення механіки деформованого
твердого тіла з ускладненими (п’єзоелектричними) влас-
тивостями. Єдиним слабким місцем способу, описано-
го в роботі [15], є склеювання двох п’єзокерамічних дисків.
Це склеювання має погано відтворювані (особливо на
тривалому інтервалі часу) характеристиками, які хоча і в
незначній мірі, але впливають на результати експеримен-
тального визначення модулів пружності біморфного
п’єзокерамічного елемента. Саме з цієї причини вва-
жається за необхідне так змінити тридіапазонний метод
резонансу-антирезонансу [15], щоб виключити з резуль-
татів експерименту важко прогнозований вплив пара-
метрів шару склеювання.

Відомо [16], що при описі різних форм коливань од-
ного і того ж об’єкта використовуються різні набори ма-
теріальних констант. Так, при описі товщинних коливань
поляризованої по товщині п’єзокерамічної пластинки
потрібно, як мінімум, знання модуля пружності 33

Ec  (мо-
дуль пружності, вимірюваний в режимі сталості (рівності
нулю) напруженості електричного поля), п’єзомодуля 33e
і діелектричної проникності 33

εχ  (діелектрична про-
никність, яка вимірюється в режимі сталості (рівності
нулю) деформації або, як іноді кажуть, але це правильно
лише наполовину, проникність затиснутого п’єзоелект-
рика). При описі радіальних коливань поляризованого
по товщині п’єзокерамічного диска потрібне знання на-
багато більшого числа матеріальних констант, а саме 11

Ec ,

12
Ec , 13

Ec , 33
Ec , 31e , 33e  і 33

εχ . Зіставляючи між собою ре-

зультати вимірювання модулів пружності 12
Ec  і 13

Ec , не-
складно помітити, що вони відрізняються один від одно-
го на величину, яка рідко перевищує рівень 0,3–0,5% від
номінального значення (див., наприклад, таблиці, наве-
дені в монографіях [16, 17]). Насправді, пружні власти-
вості поляризованої по товщині п’єзокерамічної плас-
тинки в площині, яка перпендикулярна до кристалограф-
ічної осі Z , є трансверсально ізотропними. Цей факт дає
підстави для висновку, що оцінка числових значень мо-

дулів пружності Ecαβ  може і повинна проводитися в при-

пущенні, що 12 13
E Ec c= . Більш того, можна довести шля-

хом формальних міркувань, що напружено-деформова-
ний стан пластинки в режимі товщинних коливань
описується за допомогою модуля пружності 33

Ec  тільки в

тому випадку, коли виконується рівність 12 13
E Ec c= .

Таким чином, необхідно побудувати несуперечливу
методику експериментального визначення матеріальних
констант п’єзокераміки, яка доставляє достовірні значен-
ня мінімум трьох модулів пружності, двох елементів мат-
риці п’єзомодулів і одного елемента матриці діелектрич-
ної проникності.

Передуючи побудові цієї методики, необхідно по-
слідовно розглянути електричний імпеданс коливально-

ного стану коливальних п’єзокерамічних елементів є
якісний і кількісний опис характеристик і параметрів існу-
ючих в них електричних і пружних полів.

Практична значимість адекватної реальному об’єкту
математичної моделі очевидна. В результаті досліджен-
ня математичної моделі реального пристрою можна виз-
начити той набір геометричних, фізико-механічних та
електричних параметрів реального об’єкта, який забез-
печує реалізацію технічних показників функціонального
елемента п’єзоелектроніки, обумовлених в технічному
завданні. Це істотно скорочує час і вартість розробки
нових функціональних елементів п’єзоелектроніки.
Вартість зекономлених ресурсів становить комерційну
ціну математичної моделі.

Таким чином, актуальність розробки фізично змістов-
них математичних моделей дискових п’єзоелектричних
трансформаторів зберігається і в даний час.

Очевидно, що отримання змістовних і достовірних
кількісних оцінок параметрів фізичного стану п’єзоелек-
тричних (п’єзокерамічних) елементів не представляєть-
ся можливим без достовірних даних про величини фізи-
ко-механічних констант матеріалів. Інтенсивне і широко-
масштабне практичне застосування синтетичних
п’єзоелектриків (п’єзокераміка) стало новим імпульсом,
що стимулює розвиток експериментальних методів виз-
начення фізико-механічних параметрів п’єзоактивних
матеріалів.

2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ
При ближчому розгляді різноманіття методів можна

розбити на три групи, а саме:
– метод резонансу-антирезонансу та його модифі-

кації;
– метод кругових діаграм і його модифікації;
– ультразвукові методи.
Ультразвукові методи в своїй теоретичній основі спи-

раються на формалізм власних чисел і власних векторів
тензора Крістофеля [10] і припускають вимірювання
швидкостей поширення плоских хвиль різної поляризації
[11, 12]. Недоліками цього методу експериментальних
досліджень є складність підготовки зразків і складність
збудження плоских хвиль, які повинні поширюватися в
суворо визначених в просторі кристалографічних осей
напрямках.

Метод кругових діаграм і деякі його модифікації до-
сить докладно описані в монографії [13]. Цей метод ба-
зується на математичній моделі електричного імпедансу
досліджуваного зразка. Достовірність результатів, які от-
римують за допомогою цього методу, визначається сту-
пенем адекватності математичної моделі реальному
об’єкту.

Метод резонансу-антирезонансу, за свідченням У. Кеді
[14], сходить до робіт Уоррена Мезона і передбачає вимір
частот електромеханічних резонансів і антирезонансів
сталих коливань досліджуваних зразків. Як і в методі кру-
гових діаграм, теоретичною основою є математична
модель електричного імпедансу досліджуваного зразка.
З цієї причини всі похибки методу кругових діаграм при-
таманні і методу резонансу-антирезонансу.
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Рисунок 1 – Розрахункова схема коливального
п’єзокерамічного диску

го п’єзокерамічного диска в області низьких, середніх і
високих частот. Метою даної роботи є розрахунок елек-
тричного імпедансу коливального диска в області се-
редніх частот.

3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ
Розглянемо (рис. 1) диск, товщина якого α  в багатоо

разів менше радіуса R . Поверхні диска 0z =  і z = α
(z – координатна вісь циліндричної системи координат ρ,
ϕ, z, початок якої поєднано з центром нижньої поверхні
диска) електродовані – покриті тонким (не більше 10 мкм)
шаром срібла. На верхню поверхню = αz  подається елек-
тричний потенціал 0

ωi tU e  (величина 0U  вибирається з

умови 0 00,1α <<U E , де 0 2 МВ мE ≅  – напруженість
електричного поля, яким поляризовано матеріал диска,
що гарантує відсутність нелінійних ефектів; 1i = −  – уяв-
на одиниця). Нижня електродована поверхня 0z =  зазем-
лена, тобто має нульовий потенціал.

Прикладена до диска різниця електричних потенці-
алів створює в його об’ємі електричне поле, яке зміщує
іони цирконію, титану, свинцю і кисню з положення рівно-
ваги. В результаті гармонійно змінного в часі деформу-
вання диска в ньому виникають поляризаційні заряди,
які взаємодіють на електродованих поверхнях з електрич-
ними зарядами, які доставляються на ці поверхні генера-
тором різниці електричних потенціалів. Результуючий
електричний заряд i tQe ω  на поверхні z = α  своїм елект-
ричним полем формує електричний струм i tI e ω  в про-
віднику, який з’єднує поверхню z = α з виходом елект-
ричного генератора . У будь-який момент часу

i t i tI e Q t i Qeω ω= − ∂ ∂ = − ω , тобто амплітуди струму і
електричного заряду на поверхні z = α зв’язані лінійною
залежністю I i Q= − ω .

Очевидно, що електричний імпеданс ( )elZ ω  коли-
вального диска повинен підкорятися закону Ома для
ділянки кола з чого випливає, що

( ) 0 0
el

U U
Z

I i Q
ω = = −

ω . (1)

Амплітудне значення поверхневої густини 0σ  елект-
ричного заряду визначається через амплітудне значення
нормального цій поверхні компонента вектора електрич-

ної індукції ( ), ,D zρ ϕ
G

. У ситуації, що розглядається

( )0 ,zD zσ = ρ  і, оскільки всі фізичні поля в коливальному
п’єзокерамічним диску a priori мають осьову симетрію, то

( ) ( )
2

0
0 0 0

, 2 ,
R R

z z
S

Q dS D z d d D z d
π

= σ = ρ ρ ρ ϕ = π ρ ρ ρ∫ ∫ ∫ ∫ . (2)

Електричний стан диска визначається законом елект-
ричної поляризації діелектрика, який має п’єзоелектричні
властивості [18], і в термінах амплітудних значень харак-
теристик гармонійно змінних в часі фізичних полів запи-
сується в наступному вигляді

k knm nm kj jD e Eε= ε + χ , , , , 1, 2,3k n m j = . (3)

При записі співвідношення (3) за замовчуванням пе-
редбачається, що виконується погодження про підсумо-
вування по двічі повторюваним індексам. Між індекса-
ми координатних осей правосторонньої декартової сис-
теми координат і символами осей циліндричної системи
координат існує взаємно однозначна відповідність, а
саме: 1 ⇔ ρ; 2 ⇔ ϕ і 3 z⇔ .

Компоненти тензора нескінченно малих деформацій
задовольняють узагальненому закону Гука для пружно-
го середовища з п’єзоелектричними властивостями [18],
який записується наступним чином:

E
ij ijk k kij kc e Eσ = ε −A A . (4)

Пружні напруження ijσ  і сили інерції, які виникають в
об’ємі динамічно деформованого твердого тіла, пов’язані
між собою другим законом Ньютона в диференціальній
формі або, як частіше говорять, рівняннями руху, які в
разі вісесиметричного, змінного в часі за гармонійним
законом напружено-деформованого стану записуються
в циліндричній системі координат наступним чином [19]:

( ) 2
0

1 0z u
z

ρρ ρ
ρρ ϕϕ ρ

∂ σ ∂ σ
+ + σ − σ + ρ ω =

∂ ρ ∂ ρ
, (5)

( ) 2
0

1 0zz
z zu

zρ
∂ σ∂

ρσ + + ρ ω =
ρ ∂ ρ ∂

, (6)

де uρ  і zu  – амплітудні значення компонентів вектора

зміщення матеріальних частинок – нескінченно малих
об’ємів п’єзокераміки. Нормальні і дотичні напруження
на поверхнях диска повинні задовольняти третьому закону
Ньютона. Якщо диск коливається в вакуумі або, що, прак-
тично, те ж саме, в повітрі, тобто не має механічних кон-
тактів з іншими матеріальними об’єктами (рис. 1), то на
поверхнях диска повинні виконуватися наступні умови:

[ ]0,0,
0 0,z zz zz

Rρ = α= α
σ = σ = ∀ρ∈ , (7)

[ ]0 0,z R R
zρ ρρρ = ρ =

σ = σ = ∀ ∈ α . (8)
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Оскільки деформації визначаються через компонен-
ти вектора зміщення (в розглянутій задачі  це

uρρ ρε = ∂ ∂ ρ,  uϕϕ ρε = ρ , zz zu zε = ∂ ∂  і

( ) 2z zu z uρ ρε = ∂ ∂ + ∂ ∂ ρ ), остільки можна стверджу-
вати, що адекватний реальній ситуації математичний опис
електричного імпедансу передбачає адекватний матема-
тичний опис динамічного напружено-деформованого
стану коливального п’єзокерамічного диску. Природно,
що на якісні і кількісні характеристики напружено-дефор-
мованого стану в об’ємі диска робить істотний вплив
електричне поле, яке є алгебраїчною сумою електрич-
ного поля, створеного генератором різниці електричних
потенціалів (надалі – електричне поле зовнішнього дже-
рела), і електричного поля, яке виникає через зміщення
іонів з положення рівноваги (прямий п’єзоелектричний
ефект). Це поле в  подальшому будемо називати
внутрішнім електричним полем.

Середніми частотами будемо називати частотний діа-
пазон, в якому масштабна одиниця просторової неодно-
рідності напружено-деформованого стану (довжина
пружної хвилі) стає порівняною з радіусом п’єзокерамі-
чного диска.  Для тонких дисків , коли відношення

1Rα << , з наведеного вище формулювання випливає,
що напружено-деформований стан практично не
змінюється по товщині диска. З граничних умов (7) вип-
ливає, що ( )0 ,z zz z Vρσ = σ = ∀ ρ ∈ . Рівність 0zρσ =  при

0Eρ =  означає, що ( )0 ,z z z Vρ ρε = ε = ∀ ρ ∈ .
При зроблених припущеннях узагальнений закон Гука

(4) доставляє наступні співвідношення:

11 12 12 31
E E E

zz zc c c e Eρρ ρρ ϕϕσ = ε + ε + ε − , (9)

12 11 12 31
E E E

zz zc c c e Eϕϕ ρρ ϕϕσ = ε + ε + ε − , (10)

12 12 33 330 E E E
zz zc c c e Eρρ ϕϕ= ε + ε + ε − . (11)

Зі співвідношення (11) випливає, що

( ) 3312

33 33

E

zz zE E
ec

E
c c

ρρ ϕϕε = − ε + ε + . (12)

Підстановка виразу (12) в формули (9) і (10) приво-
дить до наступних результатів

11 12 31 zc c e E∗
ρρ ρρ ϕϕσ = ε + ε − , (13)

12 11 31 zc c e E∗
ϕϕ ρρ ϕϕσ = ε + ε − , (14)

де ( )2
11 11 12 33

E E Ec c c c= − ; ( )2
12 12 12 33

E E Ec c c c= − ;

31 31 33 33
Ee e e c∗ = −  – матеріальні константи для режиму

планарних коливань, тобто для режиму деформування,
коли 0zzσ = .

Компонент вектора  електричної  індукції

( )31 33 33z zz zD e e Eε
ρρ ϕϕ= ε + ε + ε + χ  після виключення

деформації zzε  визначається наступним виразомм

( ) ( )31 0
33

z
z

e U
D u

∗
∗

ρ
∂ ⎡ ⎤= ρ ρ − χ⎢ ⎥⎣ ⎦ρ ∂ ρ α , (15)

де ( )33 33 331∗ ε ∗χ = χ + Δχ  – діелектрична проникність для

режиму планарних коливань.  Надбавка

( )2
33 33 33 33

Ee c∗ εΔχ = χ  при типових для п’єзокерамік ЦТС

значеннях матеріальних констант ( 11 110Ec =  ГПа ;

12 60Ec =  ГПа ; 33 100Ec =  ГПа ; 33 18e = Кл/м2;

31 8e = −  Кл/м2 і 33 01400εχ = χ ; 12
0 8,85 10−χ = ⋅  Ф/м –

діелектрична проникність вакууму або діелектрична по-
стійна) не перевищує 0,262.

При визначенні компонента zD  виразом (15) форму-
ла для розрахунку електричного імпедансу коливально-
го диска записується в наступному вигляді

( ) ( ) ( )
0

el
U

Z
i C ∗∗

∂

ω = −
ω Ξ ω

, (16)

де 2
33C R∗ ∗

∂ = π χ α  – динамічна електрична ємність
п’єзокерамічного диска для режиму планарних коливань,
тобто електрична ємність в області середніх частот. Фун-

кція ( ) ( )∗Ξ ω  розраховується за формулою

( ) ( ) ( ) ( )31
0

33

2 ze
u R U

R

∗
∗

ρ∗
α

Ξ ω = −
χ

. (17)

Введемо позначення

( ) ( ) ( )
0

1 ,zu u z dz
α

ρ ρρ = ρ
α ∫ ,

і будемо називати величину ( ) ( )zuρ ρ  усередненим по тов-
щині диска радіальним компонентом вектора зміщення
матеріальних частинок диска.

Для визначення усередненого по товщині диска ра-
діального компонента вектора зміщення матеріальних
частинок диска на середніх частотах піддамо операції
усереднення рівняння сталих радіальних коливань (5).
Приймаючи до уваги, що

( ) ( )
0

1 1 , ,0 0z
z zdz

z

α
ρ

ρ ρ
∂ σ

⎡ ⎤= σ ρ α − σ ρ =⎣ ⎦α ∂ α∫ ,

результат усереднення можна представити таким вира-
зом

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

1 0
z

z z zuρρ
ρρ ϕϕ ρ

∂ σ ρ ⎡ ⎤+ σ ρ − σ ρ + ρ ω ρ =⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ρ ρ
. (18)
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Нормальні напруження ( ) ( )z
ρρσ ρ  і ( ) ( )z

ϕϕσ ρ  визнача-
ються з співвідношень (13) і (14):

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11
0

1
z

z u
dz c

α
ρ

ρρ ρρ
∂ ρ

σ ρ = σ ρ = +
α ∂ ρ∫

( ) ( ) ( ) ( )12 31

z
z

z
u

c e Eρ ∗ρ
+ − ρ

ρ , (19)

( ) ( ) ( )
( ) ( )

12
0

1
z

z u
dz c

α
ρ

ϕϕ ϕϕ
∂ ρ

σ ρ = σ ρ = +
α ∂ ρ∫

( ) ( ) ( ) ( )11 31

z
z

z
u

c e Eρ ∗ρ
+ − ρ

ρ
. (20)

Так, як

( ) ( ) ( ) ( ) ( )31
33

z z
z z

e
D u E

∗
∗

ρ
∂ ⎡ ⎤ρ = ρ ρ + χ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦ρ ∂ ρ , (21)

то з порівняння двох, фізично еквівалентних, визначень
(15) і (21) аксіального компонента вектора електричної
індукції слідує, що

( ) ( ) 0
z

zE Uρ = − α . (22)

Підставляючи співвідношення (19) і (20) в звичайне
диференційне рівняння (18), отримуємо стандартне
рівняння для функцій Бесселя

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
22

2 1 0
z z

zu u
uρ ρ

ρ
∂ ρ ∂ ρ ⎡ ⎤ρ + ρ + λρ − ρ =⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ρ∂ ρ

,

рішення якого, очевидно, має такий вигляд

( ) ( ) ( )1
zu AJρ ρ = λρ , (23)

де A – константа, що підлягає визначенню; ( )1J λρ  –

функція Бесселя першого порядку; 11 0cλ = ω ρ  –
хвильове число радіальних коливань п’єзокерамічного
диска.

Константа A  визначається з  граничної умови
( ) ( ) 0z Rρρσ =  (умова виконується автоматично) наступ-

ним чином

( ) ( ) ( )
31 0

11 0 11
e U RA

c R J R k J R

∗
= −

α λ λ − − λ⎡ ⎤⎣ ⎦
,

де ( )0J Rλ  – функція Бесселя нульового порядку;

12 11k c c=  – число менше одиниці.
Підставляючи значення константи в формулу (23), а

отриманий результат – в співвідношення (17), отримує-

мо можливість записати вираз (16) в наступному вигляді:

( ) ( ) ( )1
elZ F

i C
∗

∗
∂

ω = ω
ω

, (24)

де

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1
2

0 31 1

1

1 2

R J R k J R
F

R J R k K J R
∗ λ λ − − λ

ω =
λ λ − − − λ

; (25)

( ) ( )22
31 31 11 33K e c∗ ∗= χ  – квадрат коефіцієнта електроме-

ханічного зв’язку п’єзокераміки в режимі радіальних ко-
ливань диску, поляризованого по товщині.

Функція ( ) ( )F ∗ ω , що задана виразом (25), має ряд
характерних точок на осі частот ω . На частоті rmω , яка
відповідає m -му за номером кореню рівняння

( ) ( ) ( )0 11 0x J x k J x− − = , (26)

функція ( ) ( ) 0rmF ∗ ω = . На частоті rmω  частота зміни
знаку сил Кулона, які деформують п’єзокерамічний диск,
збігається з m-ой по номеру власною частотою радіаль-
них вісесиметричних коливань круглого диска і відбу-
вається резонансне споживання енергії джерела пруж-
них коливань. Оскільки ідеальне джерело гармонійно
змінної в часі різниці електричних потенціалів має не-
скінченний запас енергії, остільки на частотах радіаль-
них електромеханічних резонансів амплітудні значення

радіального компонента ( ) ( )zuρ ρ  вектора зміщення ма-
теріальних частинок диска необмежено зростають. Відпо-
відно до цього зростають амплітудні значення компонентів
тензора деформацій і, як наслідок, необмежено зроста-
ють амплітудні значення електричного заряду на по-
верхні z = α. Останнє є причиною необмеженого зрос-
тання амплітудних значень змінного струму в провідни-
ках, які підключені до електродованих поверхонь диска.
Нескінченні струми на виході ідеального генератора елек-
тричної напруги виникають в результаті короткого зами-
кання, тобто коли опір навантаження ( ) 0el rmZ ω = .

4 ЕКСПЕРИМЕНТИ
У таблиці 1 наведені числові значення перших двох

коренів ( 1x  і 2x ) рівняння (26) і їх відношення 21 2 1x xξ =
в залежності від значень параметра k. Необхідно підкрес-
лити, що відношення 21ξ  в точності дорівнює відношен-

ню 21 2 1r rω = ω ω , тобто кругових частот другого і пер-
шого радіальних електромеханічних резонансів, яке лег-
ко і точно визначається експериментально. Необхідно
звернути увагу ще й на те, що числові значення коренів
рівняння (26) змінюються досить мало в порівнянні зі
зміною параметра k . Це необхідно враховувати при ви-
конанні вимірювань, які необхідно виконувати з усією
можливою ретельністю.
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На рис. 4 показана зміна модуля електричного імпе-
дансу п’єзокерамічного диска в діапазоні середніх час-
тот (рис. 4а). На вставці в поле рис. 4а показано зміну
значень модуля ( )elZ ω  в найближчій околиці частоти 1rω
першого електромеханічного резонансу. На рис. 4б по-
казана зміна модуля електричного імпедансу в околиці
частоти 1aω  першого електромеханічного антирезонан-
су. Геометричні і фізико-механічні параметри диска, які
використовувалися при обчисленнях за формулою (24),
вказані в коментарях до рис. 3.

Слідом за частотами rmω  радіальних резонансів сліду-
ють частоти, на яких обертається в нуль знаменник вира-

зу (25). На цих частотах функція ( ) ( )F ∗ ω  необмежено
зростає. Відповідно до цього необмежено зростає елект-
ричний імпеданс п’єзокерамічного диска. Це відбуваєть-
ся через те, що поляризаційні заряди повністю компен-
сують електричний заряд, який формує на електродова-
них поверхнях диска генератор електричних сигналів.
Результуючий заряд Q  обертається в нуль і електричний
струм в провідниках зникає. Це відповідає розімкнутому
електричному колу або електричному колу, в якому вклю-
чено нескінченно великий опір. При цьому п’єзокерам-
ічний диск, природно, не споживає енергії від джерела
коливань, тобто від генератора. Щоб підкреслити специ-
фіку і відмінність цього стану від стану на частотах елек-
тромеханічного резонансу, частоти amω ,  на яких

( )el amZ ω → ∞ , називають частотами електромеханіч-
ного антирезонансу.

У реальному експерименті нулі і нескінченності
відсутні, оскільки в реальних пружних матеріалах завжди
існують втрати на в’язке тертя. Ці втрати можна врахува-
ти за допомогою параметра MQ , який має зміст механі-
чної добротності матеріалу. Як відомо, добротністю на-
зивається безрозмірне число, величина якого обернено
пропорційна втратам енергії в коливальній системі за
період. В ідеальних пружних тілах, де втрати енергії на

Таблиця 1 – Перші два кореня рівняння

( ) ( ) ( )0 11 0x J x k J x− − =

в’язке тертя відсутні, MQ → ∞ . У реальних об’єктах доб-
ротність MQ  має кінцеве значення. При цьому модулі

пружності ( )E
Mc Qβλ  записуються наступним чином [20]

( ) ( )1E E
M Mc Q c i Qβλ βλ= + , (27)

де Ecβλ  – статичний модуль пружності; 1i = −  – уявна

одиниця.
5 РЕЗУЛЬТАТИ

На рис. 2 показані модулі радіальних зміщень ( ) ( )zuρ ρ

в п’єзокерамічному диску радіусом 333 10 мR −= ⋅  і тов-

щиною 33 10 м−α = ⋅ .  Параметри матеріалу диску

(п’єзокераміки) 11 110Ec = ГПа ; 12 60Ec = ГПа ;

33 100Ec = ГПа; 33 18e = Кл/м2; 31 8e = − Кл/м2 і

33 01400εχ = χ ; 100MQ = ; 12 11 0,324k c c= = . Розра-
хунки були виконані на частотах перших трьох електро-
механічних резонансів. Номер резонансної частоти про-
ставлений в полі рисунку біля відповідної кривої. Для
зазначеного вище значення параметра k резонансним
частотам відповідають наступні значення коренів рівнян-
ня (26): 1 2,063690x = ; 2 5,393958x =  і 3 8,574693x = .
Різниця електричних потенціалів 0 1U = В. По осі абсцис
на рис. 2 відкладені значення безрозмірною радіальної
координати Rρ .

Звертає на себе увагу надзвичайно швидке зменшен-
ня рівнів радіальних зміщень у міру зростання номера
електромеханічного резонансу.

Цей факт додатково ілюструється на рис. 3, де показа-

на зміна модуля радіального зміщення ( ) ( )zu Rρ  бічної
поверхні Rρ =  п’єзокерамічного диска в широкому діа-
пазоні частот. Обчислення проводилися при зазначено-
му вище наборі геометричних і фізико-механічних пара-
метрів коливального диска. Цифрами в полі рисунку вка-
зані номери електромеханічних резонансів. По осі абсцис
на рис. 3 відкладено безрозмірне хвильове число x R= λ .
З представлених на рис. 3 результатів обчислень випли-
ває, що на частотах в околиці першого товщинного резо-
нансу (це приблизно відповідає значенням

40 60Rλ ≅ ÷ ) радіальні зміщення матеріальних части-
нок диска, розраховані в припущенні, що 0zzσ = , пере-
стають існувати.
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Рисунок 2 – Радіальні зміщення матеріальних частинок
п’єзокерамічного диска на частотах перших трьох електроме-

ханічних резонансів

Рисунок 3 – Радіальні зміщення бічної поверхні п’єзокераміч-
ного диска в широкому діапазоні частот

Рисунок 4 – Модуль електричного імпедансу диску в області середніх частот

Як випливає з формули (27), вирази (24) і (25) є функ-
ціями малого параметра 1 мQε = . Розкладаючи функ-

цію ( )elZ ω  в степеневий ряд по малому параметру ε , і
обмежуючи розкладання першим ступенем цього пара-

метра, отримуємо наступну оцінку механічної доброт-
ності п’єзокераміки:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 0

2
31 1

1

4 0

m m m
M

m m el m

R x k J x k J x
Q

x vC K J x Z x∗
∂

⎡ ⎤+ − −⎢ ⎥⎣ ⎦= , (28)
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де mx  – m-ий корінь рівняння (26); 11 0Rev c= ρ  –
швидкість поширення радіальних коливань в п’єзоке-
раміці, визначена без урахування втрат на в’язке тертя;

( )0C∗
∂  – динамічна електрична ємність коливальногоо

диска, визначена через діелектричну проникність 33Re ∗χ ,

в якій не враховуються втрати на в’язке тертя; ( )el mZ x  –
електричний імпеданс диска на частоті m-го електроме-

ханічного резонансу. Слід підкреслити, що ( )el mZ x  є
дійсною величиною. З показаної на рис. 3а вставці, мож-
на визначити ( )1 7 ,8elZ x = Ом. Підстановка цієї величи-

ни в формулу (28) дає значення 100,096MQ = . У розра-

хунок було закладено значення 100MQ = , тобто отри-
мана оцінка знаходиться в добрій згоді з істинним зна-
ченням механічної добротності.

У деяких роботах робляться спроби визначення меха-

нічної добротності як відношення 1 0,707aω Δω , де 1aω
– кругова частота першого електромеханічного антире-

зонансу; 0,707Δω  – смуга частот на рівні –3 дБ від зна-

чення модуля ( )1el aZ ω , тобто максимального значення
електричного імпедансу на частоті першого антирезо-
нансу. Виконуючи ці розрахунки за допомогою графіка,
який показаний на  рис. 4б, отримуємо значення

153,3MQ = , яке істотно відрізняється від закладеної в роз-
рахунок величини 100MQ = . Причина такого стану ре-
чей полягає в тому, що електромеханічний антирезонанс
формується за рахунок взаємодії (взаємної компенсації)
електричного заряду, який наводиться на електродованій
поверхні диска генератором різниці електричних потенц-
іалів, і поляризаційного заряду, який утворюється в ре-
зультаті деформування п’єзоелектрика. Говорячи інши-
ми словами, втрати на в’язке тертя не є, на відміну від
електромеханічного резонансу, єдиним фактором, який
визначає величину електричного імпедансу.

На рис. 5 показано частотно залежну зміну модуля

безрозмірної функції ( ) ( )F ∗ ω , яка визначена виразомм
(25). Розрахунок був виконаний для того ж набору гео-
метричних і фізико-механічних параметрів, який викори-
стовувався при обчисленнях, результати яких показані
на рис. 3 і рис. 4. На вставці в поле рис. 5 показана зміна

модуля функції ( ) ( )F ∗ ω  в діапазоні безрозмірних хвиль-

ових чисел 3 5R≤ λ ≤  або, що те ж саме, безрозмірних

частот 03 5≤ ωτ ≤  ( 0 R vτ = ), де ( ) ( ) 1F ∗ ω ≈ . При зна-

ченнях 0 3,83R∗ ∗λ = ω τ =  модуль функції ( ) ( )F ∗ ω  дорі-
внює одиниці  і електричний імпеданс

( ) 1elZ C∗ ∗ ∗
∂ω = ω . Знаючи значення ( )elZ ∗ω , мож-ж-

Рисунок 5 – Частотно залежна зміна модуля функції ( ) ( )F ∗ ω

на визначити модуль динамічної електричної ємності в
режимі планарних коливань п’єзокерамічного диска, і,
як наслідок, отримати оцінку модуля діелектричної про-
никності 33

∗χ . Оскільки під час виконання вимірювань

значення частоти ∗ω , на якій ( ) ( ) 1F ∗ ∗ω = , a priori не-

відомо, остільки її значення, в першому наближенні,
можна  оцінити таким чином: ( ) 2r a

∗ω ≅ ω + ω ,  де

( )1 2 2r r rω = ω + ω  і ( )1 2 2a a aω = ω + ω .

6 ОБГОВОРЕННЯ
З теорії Ліфшиця-Пархомовського-Меркулова [21]

випливає, що коефіцієнт загасання ультразвуку в широ-
кому діапазоні частот можна описати таким виразом

2 4
1 2f fβ ≅ δ + δ ,

де 1δ  і 2δ  – структурні параметри, числові значення яких
визначаються середньостатистичними розмірами зерен
матеріалу; f  – циклічна частота.

Коефіцієнт загасання β  і механічна добротність MQ
пов’язані між собою в області середніх частот в такий

спосіб: 
( )( )2 мQ ρβ = λ , де λ і γ  – хвильові числа радіаль-

них і товщинних коливань круглого диска. Знаючи зна-

чення механічних добротностей ( )
мQ ρ  і ( )z

мQ  на частотах
першого і другого резонансу, а також першого і другого
електромеханічних резонансів можна побудувати оцін-
ки частотної залежності механічної добротності в області
середніх і високих частот. Крім того, можна сформувати
оцінку частотної залежності добротності в перехідному
частотному діапазоні. Зазначені оцінки надзвичайно важ-
ливі при математичному моделюванні функціональних
пристроїв п’єзоелектроніки, які працюють в широкому
частотному діапазоні.

Розглянувши електричний імпеданс коливального
п’єзокерамічного диска в області низьких, середніх і ви-
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соких частот можна буде побудувати методику експери-
ментального визначення матеріальних констант п’єзоке-
раміки. Перспектива подальших досліджень також може
полягати в побудові методики обчислення коефіцієнтів
трансформації в п’єзоелектричному трансформаторі з
декількома вторинними електричними колами.

Слід зауважити, що п’єзоелектричні диски з частко-
вим електродуванням однієї або двох поверхонь досить
часто використовуються для створення різних функціо-
нальних пристроїв п’єзоелектроніки. Зокрема, диски з
секторним електродуванням поверхні є практично ос-
новним елементом багатьох мікроелектромеханічних
систем. Множинність і різноманіття практичного засто-
сування дисків з секторним електродуванням природ-
ним чином стимулює теоретичні дослідження, метою
яких є прогнозування характеристик і технічних пара-
метрів пристроїв п’єзоелектроніки, які створюються на
їх основі. Прогноз здійснюється на підставі математич-
ної моделі, яка є основним результатом теоретичного
опису реального пристрою. Практична значимість адек-
ватної реальному об’єкту математичної моделі очевид-
на. В результаті дослідження математичної моделі реаль-
ного пристрою можна визначити той набір геометрич-
них, фізико-механічних та електричних параметрів
реального об’єкта, який забезпечує реалізацію техніч-
них показників функціонального елемента п’єзоелектро-
ніки, обумовлених в технічному завданні. Це істотно ско-
рочує час і вартість розробки нових функціональних еле-
ментів п’єзоелектроніки. Вартість зекономлених ресурсів
становить комерційну ціну математичної моделі.

ВИСНОВКИ
Основні результати цієї статті можна зафіксувати на-

ступним чином.
1. Вперше при досить загальних початкових припу-

щеннях отримано вираз для розрахунку електричного
імпедансу коливального п’єзокерамічного диска.

2. Показано, що електричний імпеданс визначається
усередненими значеннями компонентів вектора зміщен-
ня матеріальних частинок п’єзокераміки.

3. Побудовано вираз для розрахунку електричного
імпедансу коливального п’єзокерамічного диска в об-
ласті середніх частот, де вектор зсуву матеріальних час-
тинок диска практично повністю визначається радіаль-
ним компонентом.

4. В результаті дослідження математичної моделі ре-
ального пристрою можна визначити той набір геомет-
ричних, фізико-механічних та електричних параметрів
реального об’єкта, який забезпечує реалізацію техніч-
них показників функціонального елемента п’єзоелектро-
ніки, обумовлених в технічному завданні. Це істотно ско-
рочує час і вартість розробки нових функціональних еле-
ментів п’єзоелектроніки.
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государственного технологического университета, Черкассы, Украина
ПРИНЦИПЫ РАСЧЕТА ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ИМПЕДАНСА КОЛЕБЛЮЩЕГОСЯ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОГО ДИСКА

В ОБЛАСТИ СРЕДНИХ ЧАСТОТ
Актуальность. Актуальность применения различных функциональных элементов пьезоэлектроники в силовых и информацион-

ных системах объясняется, прежде всего, их высокой надежностью. Конечной целью математического моделирования физического
состояния колеблющихся пьезокерамических элементов является качественное и количественное описание характеристик и парамет-
ров существующих в них электрических и упругих полей.

Цель работы – расчет электрического импеданса колеблющегося пьезоэлектрического диска в области средних частот.
Метод. При достаточно общих начальных предположениях получено математическое описание электрического импеданса колеб-

лющегося в вакууме пьезокерамического тонкого диска со сплошным электродированием торцевых поверхностей. Показано, что
электрический импеданс определяется усредненным значениям компонентов вектора смещения материальных частиц пьезокерамики.

Результаты. Построено выражение для расчета электрического импеданса колеблющегося пьезокерамического диска в области
средних частот, где вектор смещения материальных частиц диска практически полностью определяется радиальным компонентом.

Выводы. В результате исследования математической модели реального устройства можно определить тот набор геометрических,
физико-механических и электрических параметров реального объекта, который обеспечивает реализацию технических показателей
функционального элемента пьезоелектроники, оговоренных в техническом задании. Это существенно сокращает время и стоимость
разработки новых функциональных элементов пьезоелектроники. Перспективы дальнейших исследований могут заключаться в постро-
ении методики вычисления коэффициентов трансформации в пьезоэлектрическом трансформаторе с несколькими вторичными элект-
рическими цепями.

Ключевые слова: тонкий диск, пьезокерамика, электрический импеданс, вектор смещения материальных частиц пьезокерамики.
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PRINCIPLES OF ELECTRICAL IMPEDANCE CALCULATING OF OSCILLATING PIEZOCERAMIC DISK IN THE AREA OF

MEDIUM FREQUENCIES
Context. The relevance of the use of various functional elements of piezoelectronics in power and informational systems is due, above

all, to their high reliability. The final goal of mathematical modeling of the vibrating piezoelectric elements physical condition is a qualitative
and quantitative description of characteristics and parameters of existing electrical and elastic fields.

Objective. The aim of this work is to calculate the electrical impedance of oscillating piezoelectric disk in the mid-frequency range.
Method. At sufficiently general initial assumptions a mathematical description of the electrical impedance of the oscillating thin

piezoceramic disk with end surfaces continuous covering by electrodes in vacuum is obtained. It is shown that electric impedance is determined
by the averaged values of the components of piezoceramics material particles displacement vector.

Results. Expression for electrical impedance calculating of the oscillating piezoceramic disk at middle frequencies is built, where the disk’s
material particles displacement vector is almost completely determined by the radial component.

Conclusions. As a result of research of real device’s mathematical model a set of geometrical, physical and mechanical and electrical
parameters of a real object can be determined which provides realization of technical parameters of piezoelectric functional element specified
in technical specifications. This significantly reduces the time and cost of new functional elements of piezoelectronics development. Prospects
for further research can be defined as the construction of technology for calculating of transformation coefficients in piezoelectric transformer
with several secondary electrical circuits.

Keywords: thin disk, piezoelectric ceramics, electrical impedance, piezoelectric ceramics material particles displacement vector.
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