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ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПРЯМОУГОЛЬНОГО РЕЗОНАТОРА С
КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫМИ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ

В статье рассмотрено развитие метода интегральных уравнений макроскопической
электродинамики, позволяющего строго решать электродинамические задачи для
резонаторных структур с произвольным числом диэлектрических неоднородностей.
Исследованы структуры поля в резонаторе и возможности получения его равномерного
распределения при одномодовом и многомодовом режимах работы. Используя метод
интегральных уравнений, вычислены комплексные частоты низших типов резонатора с
пятью прямоугольными диэлектрическими вставками, представляющими собой кювету,
заполненную  веществом. Показано, что даже при больших диэлектрических
проницаемостях вещества метод имеет быструю сходимость. Предложенное развитие
метода позволяет оптимизировать параметры резонатора при решении конкретных
практических вопросов. Расчет параметров таких устройств представляет собой  сложную
электродинамическую задачу, особенно, если учитывать комплексный характер
диэлектрической проницаемости неоднородностей.

Ключевые слова: прямоугольный резонатор, распределение поля, собственная
частота.

ВВЕДЕНИЕ

В технике СВЧ широко используются конструкции с
диэлектрическим заполнением   [1–4]. Для обеспечения
равномерности прохождения реакций и соответствую-
щих биологических процессов в СВЧ химии и СВЧ био-
логии, требуется равномерность нагрева соответствую-
щих структур, что возможно обеспечить только при рав-
номерном распределении поля в резонаторной камере.
Представляет интерес исследование структуры поля в
резонаторе и возможности получения равномерного

распределения напряженности поля. В данной работе
рассчитывалась структура поля при одномодовом и
многомодовом режимах работы.

В представленной работе рассматривается неполное
заполнение резонатора диэлектриками с различными
свойствами, геометрической структурой и взаимным
расположением внутри резонатора.

Расчет параметров таких устройств представляет со-
бой cложную электродинамическую задачу, особенно,
если учитывать комплексный характер диэлектрической
проницаемости неоднородностей.
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РАДІОФІЗИКА

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ
 В представленной статье расчет параметров прямо-

угольного резонатора со сложной формой диэлектри-
ческого заполнения  решается методом интегральных
уравнений макроскопической электродинамики [5, 6].
Этот метод позволяет учитывать как параметры каждо-
го из диэлектриков, так и его геометрическую форму.

В качестве математической модели выбран резона-
тор, содержащий пять неоднородностей в форме парал-
лелепипедов с заданными комплексными диэлектричес-
кими проницаемостями, как показано на рис. 1.

Электромагнитное поле в резонаторе удовлетворяет
интегральным уравнениям для каждой (і-той) неодно-
родности:
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GG  –
скалярная функция Грина прямоугольного резонатора,
ε – относительная диэлектрическая проницаемость веще-
ства, заполняющего резонатор, iε�  – комплексная диэлект-
рическая проницаемость i-той неоднородности, Vi –
объем, занимаемый i-той неоднородностью.

Решение интегральнного уравнения для напряженно-
сти электрического поля будем искать в виде разложения
по собственным функциям прямоугольной области:
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 – мгновенные значения амплитуд типов коле-

баний.
Для рассматриваемой структуры функция Грина, в

общем случае тензорная, имеет только диагональные эле-
менты, которые должны удовлетворять граничным усло-
виям на стенках резонатора, накладываемым на соответ-

Рис. 1. Резонатор с кусочно-однородными диэлектрически-
ми включениями

ствующую компоненту поля. Поэтому функцию Грина
),,,( 't'rtrG

GG  с условием ортогональности и нормировки в
области 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ z ≤ l можно представить в виде:
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где а, l  – размеры прямоугольного резонатора ,
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Подстановка представления поля (2) и функции Гри-

на (3) для рассматриваемой структуры в (1) дает следую-
щие выражения:
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После вычисления интегралов по пространственным
координатам и некоторых преобразований, получаем:

(1) 0 0
0

1

π ππ π( ) sin sin ( ) sin sinmn
m,n

m nm nE t x z E t x z
a l a l

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ �

( )25
( )

,αβ2
1 1α,β 10

sin ω ( )ε ε
ε ω

t
mnii

mn
mni m,n

t t '
A

t

∞ ∞

= = =

⎡ −− ∂
⎢− ⋅
⎢ ∂⎣

∑ ∑ ∑∫
��
�

( )
αβ

π πsin sin ( ) ,im nx z E t' dt'
a l

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎥⎦

�

(1)

×

× (5)

.



            27

ISSN 1607-3274.    Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2012. № 2

(5) 0 0
0

, 1
( ) sin sin ( ) sin sinmn

m n

m nm nE t x z E t x z
a l a l

∞

=

π ππ π ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

( )25
( )

,2
1 , 1 , 10

sin ( )t
mnii

mn
mni m n

t t '
A

t

∞ ∞

αβ
= = α β=

⎡ ω −ε − ε ∂
− ⎢

ε ω⎢ ∂⎣
∑ ∑ ∑∫

( )sin sin ( )im nx z E t' dt'
a l αβ

⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎥⎦

,

где αβ,
)(
mn

iA  – коэффициент, учитывающий геометрию
і-той неоднородности, m0, n0  – индексы, определяющие
начальный тип колебания в резонаторе.

Учитывая ортогональность собственных функций
резонатора по координатам x и z на соответствующих
отрезках  0≤х≤ а, 0≤ z ≤ l из (5), получим систему интег-
ральных уравнений относительно неизвестных функций
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mn , которые можно переписать в следующем виде:
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где р =1, 2, 3..., под индексами р, po, q необходимо пони-
мать совокупность индексов m, n; mo, no; βα,  соответ-
ственно, 0ppδ  – символ Кронекера.

Линейно независимые решения системы (6) предста-
вим в виде:
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где βα,  – свернуты в р, "' ω+ω=ω jr  – собственные ком-м-
плексные частоты соответствующих r-типов колебаний,
r =1, 2, 3... .

Подставляя (7) в систему уравнений (6) и выполняя
необходимые преобразования, получим две системы
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где p = 1, 2, 3….

Коэффициенты )(i
pq

A  учитывают геометрию неодно-

родности, верхний индекс указывает на номер неодно-

родности. При этом коэффициенты )(i
pq

A  учитывают так-

же место расположения неоднородностей внутри резо-
натора. При необходимости изменения формы одной из
неоднородностей или ее расположения, достаточно пе-
ресчитать только этот коэффициент, все остальные соот-
ношения остаются неизменными.

2 ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Численные результаты были получены для резонато-
ра сантиметрового диапазона, геометрические разме-
ры (a, b, l) которого 72×34×86,4 мм, с расположенным в
центре резонатора диэлектрическим заполнением =ε1 4
с размерами 64×26×78,4 мм  и диэлектрическими плас-
тинами толщиной 4 мм, расположеными по периметру

5432 ε=ε=ε=ε =140 , как показано на рис.1. Для этих
параметров получены значения комплексных резонанс-

ных частот, нормированные к c
arω , значения которых

приведены в табл. 1.

уравнений. Первая система является однородной и по-
зволяет вычислить собственные комплексные частоты
резонатора и отношения амплитуд возбуждаемых коле-
баний. Вторая система является неоднородной и позво-
ляет определить абсолютные значения амплитуды коле-
баний, возбуждаемых в резонаторе при заданном Е0(r,t):
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Количество учитываемых типов колебаний 
3 5 7 

Re Im Re Im Re Im 
2,022359 0,124206 2,022262 0,124168 2,022206 0,124146 
3,003085 0,181801 3,002295 0,181527 3,001689 0,181248 
3,334804 0,199889 3,333169 0,1992401 3,3319600 0,1987720 

  3,979702 0,2324316 3,978888 0,232954 
  4,123977 0,2458618 4,119565 0,242285 
    4,8465700 0,2758617 Н

ор
ми

ро
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ы
е 
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ы

 

    5,256572 0,297683 

Таблица 1. Нормирмированные  комплексные резонансные частоты для разных типов колебаний
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Расчет амплитуд полей показал, что −+ = rprp EE  и по-
этому соотношение для  мгновенного значения поля в
резонаторе с учетом комплексного характера собствен-
ных частот может быть записано в следующем виде:
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В формуле (10) суммирование производиться как по
числу собственных частот резонатора, так и по количес-
ту учитываемых типов колебаний.

Структура поля в резонаторе с неоднородным запол-
нением (рис. 1) представлена на рис. 2 при возбуждении
на частоте основной гармоники колебания Н101 . На гра-
фике видно, что благодаря диэлектрическим вставкам,
расположенным вдоль длинных стенок резонатора, при
определенных их параметрах (толщина, диэлектрическая
проницаемость, удаленность от длинной стенки) удается
получить равномерное распределение поля в сечении,
проходящем через центр резонатора. Ширина этой зоны
составляет порядка 0,8а (больше половины широкой стен-
ки). Удаленость диэлектрических пластин от стенки резо-
натора соответствует 0 мм – линия 1, 2 мм – 2, 4 мм – 3,
6 мм – 4. При этом наиболее оптимальным значением
для получения равномерного распределения поля явля-
ется растояние от стенок, равное 4 мм.

Представленный метод позволяет получить структу-
ру поля не только для одномодового режима, но и учи-
тывать высшие типы колебаний, возникающие в резона-
торе, как показано на рис. 3.

Из графика видно, что при многомодовом режиме
работы резонатора ширина зоны, в которой наблюдает-
ся равномерность  поля, значительно сужается и состав-
ляет порядка 0,2 а , что обусловлено значительным вкла-
дом в структуру поля третьей моды колебания.

Рис. 2. Распределение нормированной напряженности
электрического поля в резонаторе  для одномодового

режима при =ε1 4, 140... 52 =εε

На рис. 3 структура поля построена при тех же пара-
метрах диэлектриков, что и при одномодовом режиме.

Структура поля для резонатора, заполненого веще-
ством с диэлектрическим заполнением =ε1 8, показана
на рис. 4 и 5. С увеличение диэлектрической проницае-
мости вещества, становится труднее получить равномер-
ное распределение поля, которое достигается при боль-
шем удалении пластин от стенок резонатора (при 6 мм).
Структуры полей при одномодовом и многомодовом
режимах представлены на рис. 4, 5, соответственно.

Рис. 3. Распределение  нормированной напряженности
электрического поля в резонаторе  для многомодового

режима при =ε1 4, 140... 52 =εε

Рис. 4. Распределение нормированной напряженности
электрического поля в резонаторе для одномодового

режима при =ε1 8, 140... 52 =εε

Рис. 5. Распределение  нормированной напряженности
электрического поля в резонаторе  для многомодового

режима при =ε1 8, 140... 52 =εε
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ВЫВОДЫ
В статье рассмотрено развитие метода интегральных

уравнений макроскопической электродинамики, позво-
ляющего строго решать электродинамические задачи для
резонаторных структур с произвольным числом диэлек-
трических неоднородностей.

Используя метод интегральных уравнений, вычисле-
ны комплексные частоты низших типов резонатора с пя-
тью прямоугольными диэлектрическими вставками, пред-
ставляющими собой кювету, заполненную веществом.

Показано, что даже при больших диэлектрических про-
ницаемостях вещества метод имеет быструю сходимость.

Метод позволяет оптимизировать параметры резо-
натора при решении конкретных практических вопро-
сов. Численный анализ, проведенный в работе, позво-
лил определить амплитуды низших типов колебаний и
построить структуру поля в сечении резонатора.

В работе показано, что изменяя диэлектрическую
проницаемость вставок и их геометрические размеры,
можно получить равномерное распределение поля на
участке шириной до 0,8 а.
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Самойлик С. С.,  Бондарєв В. П.
ЕЛЕКТРОМАГНІТНЕ ПОЛЕ ПРЯМОКУТНОГО РЕЗО-

НАТОРА З КУСКОВО-ОДНОРІДНИМИ ДІЕЛЕКТРИЧНИ-
МИ ВКЛЮЧЕННЯМИ

У статті розглянуто розвиток методу інтегральних рівнянь
макроскопічної електродинаміки, що дозволяє строго вирі-
шувати електродинамічні задачі для резонаторних структур з
довільним числом діелектричних неоднорідностей. Дослідже-

но структури поля в резонаторі і можливості отримання його
рівномірного розподілу при одномодовому і багатомодово-
му режимах роботи. Використовуючи метод інтегральних
рівнянь, обчислені комплексні частоти нижчих типів резонато-
ра з п’ятьма прямокутними діелектричними вставками, що
представляють собою кювету, заповнену речовиною. Пока-
зано, що навіть при великих значеннях діелектричної проник-
ності речовини метод має швидку збіжність. Запропонований
розвиток методу дозволяє оптимізувати параметри резонато-
ра при вирішенні конкретних практичних питань. Розрахунок
параметрів таких пристроїв являє собою складну електроди-
намічну задачу, особливо, якщо враховувати комплексний ха-
рактер діелектричної проникності неоднорідностей.

Ключові слова: прямокутний резонатор, розподіл поля,
власна частота.

Samoylyk S. S., Bondaryev V. P.
ELECTROMAGNETIC FIELD OF RECTANGULAR

RESONATOR WITH PIECEWISE-HOMOGENEOUS
DIELECTRIC INCLUSIONS

The paper considers the development of method of integral
equations of macroscopic electrodynamics, allowing to strictly solve
electrodynamic problems for the resonator structures with an
arbitrary number of dielectric non-homogeneities. The structures in
the resonator and the possibility of its uniform distribution in the
single-mode and multi-mode operation have been studied. Using the
method of integral equations, the complex frequencies of the lower
cavity with five types of rectangular dielectric inserts, representing
a cell filled with the substance, have been calculated. It was shown
that even with a large dielectric permittivity of the material method
has fast convergence. The proposed development of a method allows
optimizing the parameters of the resonator in solving definite practical
issues. Calculation of the parameters of such devices is a complicated
electrodynamic problem, especially given the complexity of the
dielectric permittivity of the non-homogeneities.

Key words: field distribution, eigenfrequency, rectangular
resonator.
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