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ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ
Предложены параллельные алгоритмы моделирования линейных динамических

объектов, основанные на построении операторов перехода. Разработанные алгоритмы
базируются на вложенных стадийных схемах и позволяют осуществлять автоматический
выбор оптимального размера шага в каждой точке сетки. Параллельная реализация
ориентирована на кластерные вычислительные системы типа MIMD.
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ВВЕДЕНИЕ

Наибольшая необходимость в эффективных парал-
лельных вычислениях возникает при моделировании ди-
намических процессов, описываемых системами обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) большой
размерности [1]. Такие задачи возникают как непосред-
ственно в процессе математического моделирования [2],
так и при генерации вторичных систем уравнений, на-
пример, при решении задач математической физики
методом прямых [3]. При этом можно говорить о неко-
торых особенностях сгенерированных систем. Очень
часто они носят линейный характер. Кроме того, матри-
ца коэффициентов, как правило, является разреженной.
Системы такого вида возникают при дискретизации урав-
нений в частных производных, при сведении однород-
ного дифференциального уравнения любого порядка с
постоянными коэффициентами к системе уравнений
1-го порядка и т. п.

Учет таких особенностей моделируемого объекта по-
зволяет разрабатывать алгоритмы, которые изначально
ориентированы на параллельную архитектуру и, кроме
того, дают возможность автоматически генерировать шаг

интегрирования, который обеспечивает требуемую точ-
ность. Практически все известные в настоящее время чис-
ленные методы с автоматическим выбором шага интег-
рирования основаны на вычислении главного члена ло-
кальной ошибки и последующем выборе такого размера
для очередного шага, который является максимальным
для заданного предела локальной точности [4–5]. Но при
этом возникает необходимость повторных вычислений в
каждой точке, что приводит к значительному увеличению
вычислительных затрат. Кроме того, жестко регламенти-
руются пропорции сокращения шага [6–7].

Основная идея, на которой базируется конструиро-
вание операторов перехода для решения линейных сис-
тем ОДУ на параллельных компьютерах, заключается в
одновременном получении двух приближений с разны-
ми порядками. Алгоритмы управления шагом, предла-
гаемые в работе, базируются на использовании вложен-
ных стадийных методов. Параллельный счет осуществ-
ляется в пределах каждого шага с числом стадий s и s+1.
Две нити вычислений проходят независимо и необходи-
мость в обменах возникает только после получения ко-
нечных результатов для расчетных точек.
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1. ГЕНЕРАЦИЯ ОПЕРАТОРОВ ПЕРЕХОДА ДЛЯ
ПАРАЛЛЕЛЬНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ

Пусть математическую модель динамической систе-
мы можно представить в виде системы с постоянными
коэффициентами и начальными условиями

,))(),...,(),(()(),(' 002010
T

N txtxtxtxtfDxx =+= (1)

где D – матрица размерностью NN × с постоянными ко-
эффициентами.

Здесь вычисление значения вектора неизвестных на
очередном шаге требует предварительного определения
значений nx . Управление шагом в работе осуществляет-
ся за счет использования вложенных стадийных методов
порядка p, которые кроме численного приближения зна-
чений вектора неизвестных 1+nx  на n+1 шаге содержат
некоторые выражения 1

~
+nx  более высокого порядка, как

правило, p+1.
В частности, если система (1) является однородной,

т.е. Nitfi ,...,2,1,0)( == , тогда, в зависимости от выб-
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которые позволяют получить результат с точностью поряд-
ка p. Поправочный или вложенный вектор неизвестных
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оценивает результат с точностью p+1. Иногда могут быть
сгенерированы методы, поправочный вектор в которых
оценивается с точностью p–1. Особый вид векторов

siki ,...,2,1, =  в (3), который обусловлен линейностью
правых частей в (1) позволяет на каждом шаге искать
решения в виде

nnn xQx =+1 , (5)

nnn xQx ~~
1 =+ , (6)

где nQ , nQ~  – операторы (матрицы) переходов.
Добавленный в расчетную схему оператор более

высокого порядка nQ~  может служить для управления
погрешностью и длиной шага. Поскольку в качестве ис-
ходных методов для построения оператора перехода nQ

выбираются известные последовательные стадийные
методы, то генерация оператора сводится к сравнению
рядов Тейлора для точного и численного решений. Для
наглядного представления получаемых при разложении
в ряд элементарных дифференциалов используются дре-
вовидные графовые структуры, при этом существует
взаимно однозначное соответствие между множеством
элементарных дифференциалов и множеством деревь-
ев. Для генерации коэффициентов вложенных векторов
стадийных методов в работе использовался подход, при-
веденный в [8] и основанный на формировании набора
абстрактных деревьев требуемого порядка. Построение
модельных уравнений опирается на следующий факт [8]:
для любого дерева можно построить такую систему урав-
нений, что разложение в ряд Тейлора одной из перемен-
ных содержит только один элементарный дифференци-
ал, соответствующий данному дереву.

Что касается оператора перехода nQ~ , то для его пост-
роения необходимо дополнительно определить коэффици-

енты sibi ,...,2,1,
~

=  для  (4). Определение коэффициен-
тов метода порядка p+1, требует формирования всех абст-
рактных деревьев, порядок которых укладывается в интервал
от 1 до p+1. Для построения каждого из таких деревьев tr
необходимо и достаточно выполнения равенств
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где q=p+1 или q=p–1, )(trΨ – некоторая комбинация ко-
эффициентов дерева tr, )(trγ  – коэффициент, определяе-
мый как произведение весовых коэффициентов вершин
дерева.

Поскольку количество соотношений типа (7) напря-
мую зависит от порядка точности p и определяется ком-
бинаторными зависимостями, для их генерации и пост-
роения операторов перехода привлекался программный
интерфейс Mathematica Wolfram Research. Формирова-
лись операторы перехода как на основе известных ста-
дийных методов, так и для методов, которые были пред-
ложены автором в работах [9–12]. Так, например, для
пятистадийного метода Зонневельда оператор перехода
может быть представлен как
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Оператор перехода метода Фельберга 4-го порядка
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Вложенный оператор метода Фельберга для управ-
ления шагом 5-го порядка
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Вложенный оператор метода Фельберга для управ-
ления шагом 5-го порядка
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Полученные операторы перехода, которые необходи-
мо определить один раз до начала вычислений, позволя-
ют находить значения вектора неизвестных параллельно.
Такая реструктуризация известных стадийных методов
позволяет преобразовать последовательность вычислений
таким образом, что доминирующей операцией становит-
ся операция gapsy (general Ax plus y). Приведение вы-
числений к последовательности gapsy обладает значи-
тельными преимуществами при параллельной реализа-
ции, а алгоритмы выполнения таких операций подробно
изложены в [13].

2. ГЕНЕРАЦИЯ ОПЕРАТОРОВ ПЕРЕХОДА ДЛЯ
ПАРАЛЛЕЛЬНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
НЕОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ

Особый вид системы (1) позволяет построить некото-
рые операторы перехода и для неоднородного случая.
Но при этом речь будет идти о линейной комбинации
операторов перехода для получения решения основным
и вложенным методами. Для получения одного реше-
ния на шаге необходимо построить по одному операто-
ру для основного и вложенного методов преобразова-
ния линейной части Dx. Количество операторов для пре-
образования нелинейной части )(tf  будет зависеть отт
числа стадий метода. Т. е. для неоднородного случая
можно получить зависимости вида

)()( 12,1,1 nnnnnnnn ctfGtfGxQx +τ+++=+

)(... 1, nsnsn ctfG τ+++ − , (8)

)(~)(~~~
12,1,1 nnnnnnnn ctfGtfGxQx +τ+++=+

)(~... 1, nsnsn ctfG τ+++ + . (9)

Добавленные в расчетную схему операторы более

высокого порядка nQ~ , 1,
~

nG , 2,
~

nG ,…, 1,
~

+snG  так же, как и в
разд. 1, будут служить для управления погрешностью и
длиной шага. В качестве примера сгенерируем по мето-
ду Мерсона 4(5) [8] операторы перехода типа (8)–(9).
Введем определения стадийных векторов с учетом нео-
днородности

( )( )tfDxk nn +τ= *1 ,
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( ) ( )( )8/38/1* 3314 nnn ctfkkxDk τ++++τ=  ,

( ) ( )( )nnn ctfkkkxDk τ+++−+τ= 44315 22/32/1*

и вектора сборки решений основным и вложенным ме-
тодами

,22/32/1 431 kkkxn +−=Δ

.6/13/26/1~
541 kkkxn ++=Δ

После построения и сравнения рядов Тейлора для
точного и численного решений, получим следующий
вид операторов перехода определения 1+nx  для неодно-
родной задачи
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Для оценки 1
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+nx  операторы перехода будут иметь
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Здесь вычисление каждого из полученных операто-
ров перехода на шаге может осуществляться автоном-
но, что при реализации в параллельных вычислительных
системах позволяет избавиться от обменов на стадиях.
Кроме того, вычисление, по сути, сводится к выполне-
нию операций матрично-векторного умножения, для
которых разработаны эффективные алгоритмы парал-
лельной реализации [13].

3. УПРАВЛЕНИЕ ШАГОМ ПРИ РЕШЕНИИ
ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ, ОСНОВАННОЕ НА
ОПЕРАТОРАХ ПЕРЕХОДА

Рассмотрим решение однородной задачи (1), реализо-
ванное с помощью операторов переходов (5) и (6). Выде-
лим две линейки вычислительных узлов, на которых запу-
стим параллельные процессы. Размерность процессор-
ного поля в идеале должна совпадать с размерностью

Рис. 1. Алгоритм управления шагом интегрирования при использовании операторов переходов для однородной задачи

системы, хотя это требование не является обязательным.
Если размерность системы N очень велика (или просто
превышает количество доступных вычислительных узлов
r), то за каждым процессорным элементом необходимо
закрепить группу уравнений системы так, чтобы обеспе-
чить равномерную загрузку. На первой линейке будет
осуществляться формирование решения 1+nx , на второй
линейке будет формироваться вложенный вектор 1

~
+nx

(рис. 1). Поскольку получение решений 1+nx  с порядкомм
p и 1

~
+nx  с порядком p+1 (p–1) основано на матрично-

векторном умножении, проводится мелкозернистое рас-
параллеливание, основанное на выполнение операций
gapsy по соответствующим операторам переходов.

После выполнения s–1 однотипных матричных опе-
раций умножения и суммирования на первой решетке
и s на второй решетке, формируются решения 1+nx  и

1
~

+nx . Специальный вид операторов перехода позволит
обходиться без обменов на каждом шаге вычислений,
если каждый вычислительный узел будут иметь доступ к
значениям искомого вектора, полученным на предыду-
щем шаге, и к соответствующим коэффициентам исход-
ной матрицы D. Схема алгоритма, реализующего парал-
лельное решение неоднородной системы, основанное
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на использовании операторов перехода (8) и (9), приве-
дена на рис. 2. Для основного и вложенного методов
формируются результаты по произведениям nnxQ  и

nn xQ
~  для линейной части (1) и в соответствующих ста-
дийных точках для неоднородных значений )(tf .

После формирования решений 1+nx  и 1
~

+nx  погреш-
ность на каждом шаге определяется на основе соотно-
шения

1

11
~

~
max

12
1

+

++ −

−
=ε

n

nn
p x

xx
.  (10)

Если полученная погрешность на шаге не превыша-
ет заданную точность tol, рассчитывается новая длина
шага

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ε
ωτ=τ +

+
1

1

1 min,maxmax,min p
nn

tolfaxfax . (11)

Параметры facmin, facmax, ω  выбираются, исходя из
соображений, приведенных в [10]. В противном случае от
шага придется отказаться и повторить просчет с шагом

minfaxnn τ=τ .

В случае, если используется решетка процессорных
элементов (ПЭ), позиция каждого элемента в строке оп-
ределяет порядковый номер уравнения в системе, для
которого ведется расчет, а номер элемента в столбце –
номер рассчитываемого элемента вектора неизвестных.

Рис. 2. Алгоритм управления шагом интегрирования для неоднородной системы с операторами перехода
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4. ТЕСТОВАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМОВ
УПРАВЛЕНИЯ ШАГОМ, ОСНОВАННЫХ НА
ОПЕРАТОРАХ ПЕРЕХОДА

В качестве тестовой задачи выберем систему одно-
родных линейных ОДУ, возникающих при дискретизации
уравнения диффузии методом прямых. Количество урав-
нений в системе N может быть сколь угодно велико и
определяется размерностью пространственной сетки,
которая вводится для решения исходного уравнения в
частных производных. Решение для системы (1) [14] с
правыми частями вида

Dxxtf =),( ,  (12)

где матрица D размерностью NN ×  имеет вид
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необходимо найти на интервале [0, 3].
Решение системы (1) с правыми частями вида (10) пред-

ставляет из себя нежесткий случай. На рис. 3–4 приведе-
ны получаемые погрешности и динамика изменения шага

а

б
Рис. 3. Погрешность (а) и динамика шага интегрирования

(б) для задачи (12) с операторами перехода метода Фельбер-
га 7(8) с точностью 610−

а

б

Рис. 4. Погрешность (а) и динамика шага интегрирования
(б) для задачи (12) с операторами перехода метода Фельбер-

га 7(8) с точностью 910−

а

б

Рис. 5. Погрешность (а) и динамика шага интегрирования
(б) для задачи (13) с операторами перехода метода Фельбер-

га 7(8) с точностью 610−

,
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интегрирования для различных операторов переходов и
заданной точности интегрирования, полученные для сис-
темы (1) с правыми частями вида (12) и с N=10000.

Если видоизменить правую часть в (12), записав ее в
виде
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получим жесткий вариант линейной однородной систе-
мы с вариантами реализаций, основанных на приведен-
ных операторах переходов. На рис. 5–6 приведены полу-
чаемые погрешности и динамика изменения шага ин-
тегрирования для различных операторов переходов и
заданной точности интегрирования, полученные для
системы (1) с правыми частями вида (13) и с N=10000.

В качестве тестовой жесткой задачи выберем систему
неоднородных линейных ОДУ, возникающих при дискре-
тизации уравнения диффузии методом прямых. Количе-
ство уравнений в системе N может быть сколь угодно
велико и определяется размерностью пространственной
сетки, которая вводится для решения исходного уравне-

ния в частных производных. Система (1) [14] с линейными
неоднородными правыми частями вида
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На графиках приведены результаты решения, полу-
ченные для системы (14) с N=10000.

ВЫВОДЫ
Для моделирования линейных динамических объек-

тов в работе предложены подходы, позволяющие рест-
руктуризировать стадийные вложенные методы и перей-
ти от последовательной реализации к параллельному
выполнению вычислений с контролем погрешности на
шаге. Такая реструктуризация стадийного метода осу-
ществляется за счет построения оператора перехода, сво-
дящего процедуру получения решения на шаге для од-
нородных систем к выполнению параллельных матрич-
но-векторных операций.

Для линейных неоднородных систем требуется пост-
роение нескольких операторов перехода, количество ко-
торых напрямую зависит от числа стадий исходного ме-
тода. Операторы перехода для каждого s-стадийного ме-

а

б

Рис. 6. Погрешность (а) и динамика шага интегрирования
(б) для задачи (13) с операторами перехода метода Дормана-

Принса 5(4) с точностью 610−

, (14)

.

(13)
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а

б
Рис. 7. Погрешность (а) и динамика шага интегрирования

(б) для задачи (14) с операторами перехода метода Дормана-
Принса 5(4) с точностью 610−

а

б

Рис. 8. Погрешность (а) и динамика шага интегрирования
(б) для задачи (14) с операторами перехода метода Фельбер-

га 7(8) системы с точностью 610−

тода строятся один раз, до начала вычислений, и позво-
ляют за счет параллельной реализации в s раз сократить
число матричных операций, выполняемых на каждом
шаге. При этом для умножения матриц используются
модифицированные параллельные алгоритмы, позволя-
ющие в 2 раза сократить число обменов между процес-
сорными элементами, выполняемых на каждом шаге.
Сокращение числа обменов достигается за счет измене-
ния порядка начальной загрузки значений коэффициен-
тов матриц в решающее поле микропроцессоров парал-
лельных вычислительных систем.

Для всех типов рассмотренных подходов предложе-
ны алгоритмы управления шагом интегрирования с ото-
бражением на топологические структуры параллельных
вычислительных систем.
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Дмитрієва О. А.
ГЕНЕРАЦІЯ ОПЕРАТОРІВ ПЕРЕХОДУ ДЛЯ ПАРА-

ЛЕЛЬНОГО УПРАВЛІННЯ КРОКОМ ПРИ МОДЕЛЮ-
ВАННІ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ

Запропоновано паралельні алгоритми моделювання
лінійних динамічних об’єктів, засновані на побудові операторів
переходу. Розроблені алгоритми базуються на вкладених ста-
дійних схемах і дозволяють здійснювати автоматичний вибір
оптимального розміру кроку в кожній точці сітки. Паралель-
на реалізація орієнтована на кластернi обчислювальні системи
типу MIMD.

Ключові слова: паралельне моделювання, стадійний ме-
тод, оператор переходу, адаптація кроку, кластер.

Dmitrieva O. А.
GENERATION OF THE TRANSITION OPERATOR FOR

PARALLEL STEP CONTROL AT MODELING LINEAR
DYNAMIC SYSTEMS

Parallel algorithms of modeling of the linear dynamic objects
based on the construction of transition operators are offered. The
developed algorithms are based on the nested stages schemes and
allow one to fulfill an automatic selection of the optimum step
size at each grid point. Parallel realization is focused on the cluster
computing systems of type MIMD.

The basic idea, which is based on the construction of the
transition operators for solving linear systems of ordinary
differential equations on parallel computers, is the simultaneous
receipt of two approximations of different orders. Step control
algorithms proposed in the article are based on the use of nested
stages methods. Parallel processing is carried out within each step
with the number of stages s and s+1. Two strands of calculations
are independent and need to exchange occurs only after the final
results for the calculation points.

Transition operators for each s-stage method are built once,
before the calculations and allow reducing the number of matrix
operations performed at each step by s times due to parallel
implementation.

Key words: parallel simulation, stepwise method, transition
operator, step adaptation,  the cluster.
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