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Исследованы замкнутые системы с дробным порядком астатизма от 0,5 до 2. Найдены
соотношения параметров дробных пропорционально-интегрирующих и интегрально-
дифференцирующих регуляторов, обеспечивающих оптимальные динамические и
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регуляторов для применения в микропроцессорных системах управления.
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ВВЕДЕНИЕ
При синтезе замкнутых систем управления для устра-

нения статической ошибки по заданию и возмущению в
контур включают интегрирующее звено требуемого по-
рядка, а устойчивость и желаемые динамические показа-
тели обеспечивают дополнительными форсирующими
звеньями. Однако возможности настройки получаемых
ПИ- или ПИД-регуляторов не всегда позволяют получить
оптимальное сочетание быстродействия, перерегулиро-
вания и точности. А в некоторых случаях (например,
в климатических установках, в электротехнических уст-
ройствах с суперконденсаторами), объект управления опи-
сывается дифференциальными уравнениями дробного
порядка [1]. Тогда параметры ПИ- или ПИД-регуляторов
подбирают по упрощенным моделям с целочисленным
порядком, в результате чего добиться соответствия меж-
ду теоретическими и реальными показателями систем
оказывается невозможно. Существенное улучшение со-
четания всех показателей может быть получено за счет
использования регуляторов с дробным порядком интег-
рирования, обеспечивающих соответственно дробный по-
рядок астатизма замкнутого контура.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Целью работы является синтез систем управления с

дробным порядком астатизма в пределах 0,5…2, обеспе-

чивающий заданные динамические и статические пока-
затели, с использованием дробных интегрально-диффе-
ренцирующих регуляторов.

Рассмотрим систему с единичной отрицательной
обратной связью, передаточная функция разомкнутого
контура которой
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где ,a b – параметры настройки; νT  – некомпенсируемаяая
малая постоянная времени объекта управления; μ –
выбираемый порядок астатизма. Рассмотрим системы с
μ 0,5≥ , так как дробно-дифференциальные уравнения
именно такого порядка описывают некоторые физичес-
кие процессы, в частности, изменение температуры в
объектах управления климатических систем, диффузион-
ные процессы при заряде/разряде суперконденсаторов.

В зависимости от μ, ,a b могут быть получены различ-
ные показатели качества замкнутого контура. В частности,
хорошо известны соотношения настроек на модульный
( )μ 1, 2, 0a b= = =  и симметричный ( )μ 2, 8, 4a b= = =
оптимумы с целочисленным порядком астатизма. Необ-
ходимо отметить, что при μ [0,5;1]∈  в (1) можно принять
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0b = , так как даже такая система характеризуется прием-
лемыми запасами устойчивости.

Исследуем реакцию системы ( )Y t  на единичный ска-
чок на некотором временном интервале, соответствую-
щем расчету N  точек переходного процесса с шагом tΔ .
Чтобы обеспечить высокое быстродействие и минималь-
ное перерегулирование при выборе параметров на-
стройки, зададим критерий оценки качества системы
следующим образом:
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где δ  – допустимое перерегулирование.
При такой постановке задачи (μ, , )F a b  имеет мини-

мумы во всем исследуемом диапазоне μ .
Зададимся  δ 0,05= , удовлетворяющим требованиям

большинства технических систем. На рис. 1, а показаны
графики зависимостей (μ, )F a  в диапазоне μ [0,5;1]∈ . На
рис. 1, б в качестве примера показаны зависимости

(μ, , )F a b  при μ 1,5= , а на рис. 1, в – семейства экстре-
мальных точек при некоторых μ ]1; 2]∈ .

Интерполяция полученных результатов с помощью
инженерного пакета программ DataFit позволила полу-
чить приближенные аналитические зависимости между
параметрами μ, ,a b, при которых достигаются мини-
мальные значения F . В области μ [0,5;1]∈  зависимость
между заданным μ  и оптимальным значением a при-
ближенно описывается выражением

2

μ
.

4, 683 5,897μ 1,595μ
a =
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В области μ [1; 2]∈  зависимости между заданным μ  и
оптимальными значениями а и b приближенно описы-
ваются выражениями

( )exp 10, 27 7,831μ

7,336 0, 792 3,83ln( ).

a

b a a

= − +

= + +
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Расчеты переходных процессов для найденных опти-
мальных соотношений параметров, выполненные при
различных μ [0,5; 2]∈ , показали, что система с дробным
порядком астатизма может превосходить системы с клас-
сическими настройками на модульный (МО) и симмет-
ричный (СО) оптимумы по совокупности показателей.
В частности, при перерегулировании не более 3 % время
первого согласования может быть уменьшено в 3–6 раз.
Однако при μ [0,5;1]∈  финальная часть переходного про-
цесса затянута, после достижения максимума наступает
просадка выходного сигнала до 7 %. При подаче линейно-
возрастающего сигнала такая система будет характеризо-
ваться возрастающей скоростной ошибкой.

Если такие свойства неприемлемы, то задаваясь
1 μ 2< < , можно сохранить желаемое быстродействие,

а)

б)

в)

Рис. 1. Зависимости (μ, , )F a b

уменьшить просадку сигнала до 3 %, обеспечить отсут-
ствие статической ошибки при подаче скачка и умень-
шить скоростную ошибку при линейно-возрастающем за-
дающем сигнале. На рис. 2 показаны нормированные во
времени (по оси абсцисс отложено ν/t T ) графики пере-
ходных процессов при единичном скачке задания для си-
стем с 0,5 μ 1≤ ≤  (рис. 2, а) и 1 μ 2< <  (рис. 2, б).

Желаемое значение μ  может быть выбрано равным
порядку дробно-инерционного звена или дробно-интег-
рирующего звена в объекте управления. Но может быть
также выбрано по представленным на рис. 2 нормиро-
ванным графикам переходных процессов, исходя из тре-
буемого быстродействия системы.

,
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а)

б)
Рис. 2. Нормированные переходные функции

Для обеспечения настройки (1) объекта управления
с передаточной функцией ОУ ( )H p необходимо исполь-
зовать регулятор, передаточная функция которого опре-
деляется из выражения
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В случае, если объект управления является реальным
дробно-инерционным звеном
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необходимо использовать регулятор с передаточной
функцией

ОУ

ОУ

ОУ
μ μ μ

ОУ νОУ ν

РЕГ

μ 1 μ μ 1
ν ОУОУ

1

μ [0,5;1]
( )

1 1

μ ]1; 2].

ОУ

T

k aT pk aT p

при
H p

Tb
a aT p k pk p

при

−

− − −

+

∈
=

+ +

∈

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪⎩

(7)

Анализ (7) показывает, что при μ [0,5;1]∈  и ОУμ μ=
необходим дробный ПИ-регулятор, когда ОУμ μ<  – дроб-
ный ИД-регулятор, а если ОУμ μ>  – дробный интеграль-
ный регулятор с двумя составляющими (ИИ-регулятор),
В то же время, при μ ]1; 2]∈  и ОУμ 1 μ− =  необходимо ис-
пользовать последовательно соединенные ПИ- и дробный
ПИ- регуляторы, когда ОУμ 1 μ− <  – последовательно со-
единенные ПИ- и дробный ИД-регуляторы, а если

ОУμ 1 μ− >  – последовательно соединенные ПИ- и дроб-
ный ИИ-регуляторы.

Очевидно, что аналогичный анализ может быть вы-
полнен и для объектов управления с другими переда-
точными функциями.

Расчет дробно-интегральной μ
ИU  и дробно-дифферен-

цирующей μ
ДU  составляющих сигналов регуляторов при

подаче на вход сигнала X  может быть выполнен в соот-
ветствии с модифицированным определением дробно-
го интеграла в форме Римана-Лиувилля для численного
интегрирования с шагом tΔ
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где коэффициенты μ
jk  вычисляются по рекуррентной

формуле
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ВЫВОДЫ

Выполнено исследование динамических и статичес-
ких характеристик замкнутых систем с передаточной
функцией (1) с дробным порядком астатизма от 0,5 до 2.
Оценка качественных показателей таких систем с помо-
щью критерия (2) позволила получить параметры на-
строек регуляторов, обеспечивающих требуемый поря-
док астатизма при высоком быстродействии и минималь-
ном перерегулировании.  Найдены приближенные
аналитические выражения (3) и (4), позволяющие рас-
считать параметры регуляторов без предварительного
расчета переходных процессов. Передаточные функции
(7) определяют правила выбора структуры регуляторов,
а выражения (8) и (9) описывают способ вычисления
выходных сигналов регуляторов с дробными интеграль-
ными и дифференцирующими составляющими, приме-
нимый в микропроцессорных системах управления.
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Бушер В. В.
ОПТИМАЛЬНІ АСТАТИЧНІ СИСТЕМИ З ДРОБОВИ-

МИ ІНТЕГРАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦІЙНИМИ РЕГУЛЯТОРАМИ
Досліджено замкнуті системи з дробовим порядком аста-

тизму від 0,5 до 2. Знайдено параметри дробових пропорцій-
но-інтегральних та інтегрально-диференційних регуляторів для
забезпечення оптимальних динамічних та статичних характе-
ристик. Запропоновано методи розрахунку сигналів регуля-

торів з урахуванням використання в мікропроцесорних сис-
темах управління.

Ключові слова: астатична система, дробовий інтеграл,
дробова похідна.

Busher V. V.
OPTIMAL ASTATIC CONTROL WITH FRACTIONAL

ORDER INTEGRAL-DIFFERENTIAL REGULATORS
The research of close-loop systems with fractional integral-

differential regulators with order from 0,5 to 2,0 is carried out.
Parameters of regulators for optimal dynamic and static control
are defined.  Presented methods of numeric solve of fractional
equation for their microprocessor’s realization.

Key words: astatic system, fractional integral, fractional
differential.
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РЕДУЦИРОВАННОЕ ТЕРМИНАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СКОРОСТЬЮ
ВРАЩЕНИЯ ВАЛА ЭЛЕКТРОДВИГАТЕЛЯ

Предложен редуцированный закон терминального управления скоростью вращения
вала электродвигателя, использующий усеченное асимптотическое приближение динамики
двигателя и существенно упрощающий алгоритм управления. Моделирование динамики
вала с предложенным законом управления показало его эффективность.

Ключевые слова : разномасштабная  система, терминальное управление,
редуцированная асимптотика закона управления.

ВВЕДЕНИЕ
Для многих электромеханических систем часто не-

обходимо осуществлять перевод электродвигателя (ЭД)
в заданный режим работы по скорости за нужное время.
Подобная задача относится к задаче терминального уп-
равления. Ее особенность состоит в наличии разномас-
штабных по времени процессов в объекте управления –
ЭД – быстрых электрических и медленных механичес-
ких. Одним из средств решения такой задачи являются
асимптотические методы [1]. Они позволяют осуще-
ствить декомпозицию закона управления на «быструю»
и «медленную» части, соединяя которые затем в еди-
ную комбинацию, можно найти асимптотическое при-
ближение исходного закона. Если пренебречь быстрой
частью закона управления, заменив ее условиями квази-
статики, можно прийти к усеченному и, одновременно,
упрощенному (редуцированному) управлению.

Указанный метод применяется в статье для форми-
рования редуцированного терминального управления
электродвигателем постоянного тока. На основании срав-
нения с полным законом делается вывод о достаточной
точности редуцированного закона при одновременном
выигрыше в простоте алгоритма управления.

ЦЕЛЬ РАБОТЫ
Целью данного исследования является проверка эф-

фективности предлагаемого асимптотического метода и

© Козырев В. Г., 2012

применение его для построения простого и вместе с тем
достаточно точного алгоритма управления типовым ди-
намическим объектом, каким является электродвигатель.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается задача терминального управления
угловой скоростью вращения вала электродвигателя по-
стоянного тока, управляемого входным напряжением U.
Процессы в ЭД описываются уравнениями

,RI
dt
dILEU a =−−

,loadfrm MCM
dt
dJ −Ω−=
Ω

где U  – управляющее напряжение, приложенное к якор-
ной цепи электродвигателя; I  – ток в якорной цепи; R и
L – ее активное сопротивление и индуктивность; Ω  –
угловая скорость вращения вала ЭД; Ω= ea CE  – эдс ре-
акции якоря, пропорциональная скорости Ω  (при усло-
вии постоянства потока возбуждения); ICM mm =  – вра-
щающий магнитный момент, пропорциональный току
I  (при том же условии); frC  – коэффициент вязкого тре-
ния; loadM  – момент сопротивления (нагрузки) на валу..

Для моделирования выберем микродвигатель посто-
янного тока с параметрами из работы [2]: R = 7,9 Ом, L =




