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СВОЙСТВА ПЕРЕОБРАЗОВАНИЯ RTF

Проводится сравнение точности дискретных преобразо-
ваний RTF (Root domain Transfer Function) и Фурье при ис-
пользовании операций дифференцирования и интегриро-
вания. Отмечена целесообразность использования немини-
мальных разностных формул дифференцирования при ис-
пользовании преобразования RTF.

Ключевые слова: обработка сигналов, перобразование
Фурье, собственное число, дифференцирование, интегри-
рование.

Rybin O. I., Natalenko S. S., Nizhebetska Yu. H.

RTF TRANSFORM PROPERTIES

Precision of discrete RTF (Root domain Transfer Function)
and Fourier transform is compared using the differentiation
and integration operations. Expedience of using nonminimum
difference formulae of differentiation in the RTF transform is
stated.

Key words: signal processing, Fourier transform, eigenva-
lue, differentiation, integration.
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ПРИНЦИП ВИЗНАЧЕННЯ ОПТИМАЛЬНИХ СТРАТЕГІЙ ПЕРШОГО 
ГРАВЦЯ В ОДНОМУ ПІДКЛАСІ НЕСТРОГО ОПУКЛИХ 

АНТАГОНІСТИЧНИХ ІГОР

На прикладі двох нестрого опуклих антагоністичних ігор, де другий гравець має єдину оп-
тимальну чисту стратегію, доведено, що існує підклас нестрого опуклих антагоністичних
ігор, у якому за відомим методом не можуть бути визначені оптимальні імовірності вибору
істотних чистих стратегій першого гравця. Показано, що для їх визначення достатньо скорис-
татись концепцією сідлової точки у відомому принципі оптимальності з використанням
відповідної правої нерівності.

Ключові слова: антагоністична гра, опукла гра, оптимальна стратегія, оптимальна
імовірність.

ВСТУП

Чимало конфліктно-керованих явищ і процесів, які
виникають повсякчас у будь-якому соціумі, можуть
бути наближено змодельовані у вигляді безкоалі-
ційних, та, зокрема, антагоністичних ігор. Клас 
опуклих антагоністичних ігор часто використовується
для моделювання процедур формування оптимальних
рішень в умовах як деяких соціально-екологічних сис-

тем типу «хижак – жертва» [1, 2], так і конкурентних
ринкових відносин між двома комерційними об’єкта-
ми [3, 4]. Ядро  гри класу  зазвичай за-
дається на одиничному квадраті U 2, де

 є чистою стратегією першого гравця,  є
чистою стратегією другого гравця, а множини

 та  є множинами усіх чистих
стратегій першого та другого гравців відповідно. Така

K x y,( )
X Y ⊂×=

x X∈ y Y∈

X 0 1;[ ]= Y 0 1;[ ]=
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орієнтація ядра гри дозволяє легко переходити до
аналізу інших опуклих антагоністичних ігор [5, 6],
ядра яких задаються, взагалі кажучи, на борелевих
підмножинах простору 2. Умова

  (1)

яка визначає клас , є передумовою того, що часто
в іграх такого класу другий гравець має єдину опти-
мальну стратегію, яка є чистою [7, 8; 9, с. 125]. Ця
чиста стратегія  знаходиться [9, с. 125] як
аргумент зовнішнього екстремуму

(2)

Тоді, отримавши оптимальне значення гри

(3)

оптимальні стратегії першого гравця знаходяться за
коренями  та  рівняння [9,
с. 126]

(4)

яке складається відносно змінної x.

ПОСТАНОВКА ЗАВДАННЯ 
ДОСЛІДЖЕННЯ

Відомо [9, с. 126], що імовірність  оби-

рання чистої істотної стратегії  як і ймовірність
 обирання чистої істотної стратегії  є

розв’язком рівняння [9, с. 126]

(5)

складеного відносно змінної  або 

 де

(6)

(7)

Проте у роботах [10, 11] показано, що існують іг-
ри класу , в яких ймовірності  і

 як корені рівняння (5) не існують.
Як у таких випадках знаходити оптимальні стратегії
першого гравця

(8)

де  на даний момент ніде не описа-
но. Тому завданням даного дослідження є формуван-
ня та доведення положень, за якими знаходяться
усі оптимальні стратегії першого гравця (8) в тих
іграх класу , де імовірності  і

 неможливо визначити з рівняння (5).

ПРИНЦИП ВИЗНАЧЕННЯ 
ОПТИМАЛЬНИХ ІМОВІРНОСТЕЙ 
ВИБОРУ ІСТОТНИХ ЧИСТИХ СТРАТЕГІЙ 
ПЕРШОГО ГРАВЦЯ

Спочатку розглянемо наступний приклад. Нехай
поверхня

(9)

з ненульовими коефіцієнтами a, b, g, c та довільною
сталою k є ядром антагоністичної неперервної гри,

яку задамо на одиничному квадраті 2.
Спробуємо розв’язати цю гру для  коли парабо-
ла (9) як функція від змінної x має точку глобального
мінімуму, а максимум досягається на одному з кінців
одиничного сегменту  Для визначеності
візьмемо також коефіцієнти    Ос-
кільки максимум ядра (9) по змінній x залежить від
знаку виразу  то покладемо ще й суму

 Тоді нерівність  викону-

ватиметься при  Нерівність 

 буде виконана при  але

оскільки у нас  то така нерівність не-
можлива. Отже, максимумом ядра (9) по змінній x на
одиничному сегменті  є

(10)

Очевидно, що мінімум прямої (10) на одиничному
сегменті  є значенням гри (3):

(11)

∂2

∂y2
--------K x y,( ) 0≥ x X,∈∀ y Y,∈∀

yopt 0 1;[ ]∈

yopt{ } arg  K x y,( )
x X∈
max

y Y∈
min∈ =

arg  K x y,( ).
x 0 1;[ ]∈
max

y 0 1;[ ]∈
min=

Vopt  K x y,( )
x X∈
max

y Y∈
min  K x y,( ),

x 0 1;[ ]∈
max

y 0 1;[ ]∈
min= =

xopt
1〈 〉 0 1;[ ]∈ xopt

2〈 〉 0 1;[ ]∈

Vopt K x yopt,( ),=

popt xopt
1〈 〉( )

xopt
1〈 〉 ,

popt xopt
2〈 〉( ) xopt

2〈 〉 ,

popt xopt
1〈 〉( )r1 popt xopt

2〈 〉( )r2+ =

popt xopt
1〈 〉( )r1 1 popt xopt

1〈 〉( )–[ ]r2+= =

1 popt xopt
2〈 〉( )–[ ]r1 popt xopt

2〈 〉( )r2+ 0,= =

popt xopt
1〈 〉( ) popt xopt

2〈 〉( ) =

1 popt xopt
1〈 〉( ),–=

r1
dK xopt

1〈 〉 y,( )
dy

--------------------------
y yopt=

,=

r2
dK xopt

2〈 〉 y,( )
dy

--------------------------
y yopt=

.=

popt xopt
1〈 〉( ) 0 1;[ ]∈

popt xopt
2〈 〉( ) 0 1;[ ]∈

Xopt Xopt popt xopt
1〈 〉( ) popt xopt

2〈 〉( ),{ },{ },=

Xopt xopt
1〈 〉 xopt

2〈 〉,{ },=

popt xopt
1〈 〉( ) 0 1;[ ]∈

popt xopt
2〈 〉( ) 0 1;[ ]∈

K x y,( ) ax2 bx gxy cy k+ + + +=

U X Y ⊂×=
a 0,>

X 0 1;[ ].=
b 0,> g 0,< c 0.<

a b gy,+ +
a b g+ + 0.= a b gy 0>+ +

y
a b+

g
------------–< 1.= a b+ +

gy 0<+ y
a b+

g
------------–> 1,=

y Y∈ 0 1;[ ],=

X 0 1;[ ]=

K x y,( )
x X∈
max K x y,( )

x 0 1;[ ]∈
max= =

ax2 bx gxy cy k+ + + +( )
x 0 1;[ ]∈
max= =

max K 0 y,( ) K 1 y,( ),{ }= =

K 1 y,( ) a b gy cy k  y 1;<,+ + + +=

K 0 y,( ) K 1 y,( ) cy k, y+ 1.= = =⎩
⎨
⎧

=

Y 0 1;[ ]=

  K x y,( )
x X∈
max

y Y∈
min  K x y,( )

x 0 1;[ ]∈
max

y 0 1;[ ]∈
min= =

min a b gy cy k+ + + +( ) cy k+( )
y 1{ }∈
min,

y 0 1 );[∈
inf

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

= =

min K 1 1,( ) K 0 1,( ),{ }= =

K 1 1,( ) K 0 1,( ) c k+ Vopt.= = = =
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Мінімум (11) при цьому досягається у єдиній оп-
тимальній стратегії  другого гравця.

Коренями відповідного рівняння (4)

(12)

є  та  Далі знаходимо значення (6) і
(7):

(13)

(14)

Тоді рівняння (5) відносно, скажімо, імовірності
 набуває вигляду

(15)

З останньої рівності у виразі (15) отримуємо

(16)

Але за вихідних умов щодо коефіцієнтів  та

 виходить, що число  тобто  й

імовірність  слід вважати такою, що не визна-
чається з рівняння (15). Зрозуміло, що й імовірність

 тут також не визначається з відповідного
рівняння (5), так як

(17)

Множину тих ігор класу , в яких корені
 і  рівняння (5) не належать одинич-

ному сегменту  тобто не можуть бути імовір-

ностями, об’єднаємо у клас . Зауважимо, що, зви-
чайно ж, сюди увійдуть не тільки ігри з ядрами у
класі параболічних поверхонь, які просто більш
зручні для демонстрації прикладів, а й усі ті опуклі
антагоністичні ігри, для яких корінь  рівнян-
ня (5) не буде імовірністю. Таким чином, в іграх

підкласу  за стандартною схемою знаходжен-
ня [5; 9, с. 126; 12; 13] сідлових точок  з
використанням співвідношень (2)–(7) неможливо ви-
значити жодну оптимальну стратегію першого грав-
ця (8).

Для того, щоб зрозуміти, як знаходити імовірності
для оптимальної стратегії першого гравця (8) в іграх
підкласу , достатньо згадати означення рів-
новажної ситуації  у чистих стратегіях [9,

с. 32–34], де  ситуація  називається
рівноважною або сідловою точкою, якщо  та

 виконується подвійна нерівність

(18)

На цій основі ситуацію  називають рів-

новажною [9, с. 98; 11, с. 85], якщо  та
 при  ,  та

 при  де p(x) є
імовірністю обирання чистої стратегії x, виконана
подвійна нерівність [9, с. 98; 11, с. 85; 14, с. 172]

(19)

З подвійної нерівності (19) випливає, що, знаючи
Vopt та yopt, імовірності  і  можна
визначити з відповідної правої нерівності

(20)

Повернемося до поданого прикладу гри класу 
з ядром (9) за умов    та

 Маємо нерівність (20) відносно імовірності
popt(0):

(21)

звідки, перенісши імовірність popt(0) у ліву частину,
дістаємо

(22)

yopt 1=

Vopt c k+ K 1 1,( ) K 0 1,( )= = = =

ax2 bx gx c k+ + + += =
x ax b g+ +( ) c k+ + x ax a–( ) c k+ += = =

K x 1,( ) K x yopt,( )= =

xopt
1〈 〉 0= xopt

2〈 〉 1.=

r1
dK xopt

1〈 〉 y,( )
dy

--------------------------
y yopt=

dK 0 y,( )
dy

---------------------
y 1=

= = =

d cy k+( )
dy

----------------------
y 1=

c,= =

r2
dK xopt

2〈 〉 y,( )
dy

--------------------------
y yopt=

dK 1 y,( )
dy

---------------------
y 1=

= = =

d a b gy cy k+ + + +( )
dy

------------------------------------------------------
y 1=

g c.+= =

popt xopt
1〈 〉( ) popt 0( )=

popt xopt
1〈 〉( )r1 popt xopt

2〈 〉( )r2+ =
popt 0( ) c p+ opt 1( ) g c+( )⋅ ⋅= =

popt 0( ) c 1 popt 0( )–[ ] g c+( )⋅+⋅= =
g c popt 0( ) g⋅–+ 0.= =

popt 0( ) g c+
g

------------ .=

g 0<

c 0<
g c+

g------------ 1,> popt 0( ) 1>

popt 0( )

popt 1( )

popt 1( ) 1 popt 0( )– 1
g c+

g
------------–

c
g
--- 0.<–= = =

popt xopt
1〈 〉( ) popt xopt

2〈 〉( )
0 1;[ ],

popt xopt
1〈 〉( )

⊂
Xopt yopt,〈 〉

⊂
xopt yopt,〈 〉

xopt X:∈ xopt yopt,〈 〉
x X∈∀

y Y∈∀

K x yopt,( ) K xopt yopt,( )≤ K xopt y,( ).≤

Xopt yopt,〈 〉

x 1〈 〉 X∈∀
x 2〈 〉 X∈∀ x 1〈 〉 x 2〈 〉 ,≠ y Y∈∀ p x 1〈 〉( ) 0 1;[ ]∈∀
p x 2〈 〉( ) 0 1;[ ]∈∀ p x 1〈 〉( ) p x 2〈 〉( )+ 1,=

K x 1〈 〉 yopt,( )p x 1〈 〉( ) K x 2〈 〉 yopt,( )p x 2〈 〉( ) ≤+

Vopt≤ K xopt
1〈 〉 yopt,( )popt xopt

1〈 〉( ) K xopt
2〈 〉 yopt,( )popt xopt

2〈 〉( ) ≤+=

K xopt
1〈 〉 y,( )popt xopt

1〈 〉( ) K xopt
2〈 〉 y,( )popt xopt

2〈 〉( ).+≤

popt xopt
1〈 〉( ) popt xopt

2〈 〉( )

Vopt K xopt
1〈 〉 yopt,( )popt xopt

1〈 〉( ) K xopt
2〈 〉 yopt,( )popt xopt

2〈 〉( ) ≤+=

K xopt
1〈 〉 y,( )popt xopt

1〈 〉( ) K xopt
2〈 〉 y,( )popt xopt

2〈 〉( )+≤ =

K xopt
1〈 〉 y,( )popt xopt

1〈 〉( ) K xopt
2〈 〉 y,( ) 1 popt xopt

1〈 〉( )–[ ]+= =

K xopt
1〈 〉 y,( ) 1 popt xopt

2〈 〉( )–[ ] K xopt
2〈 〉 y,( )popt xopt

2〈 〉( ).+=

a 0,> b 0,> a b g+ + 0=

c 0.<

Vopt c k+ K 0 1,( )popt 0( ) K 1 1,( )popt 1( ) ≤+= =
K≤ 0 y,( )popt 0( ) K 1 y,( )popt 1( )+ =

cy k+( )popt 0( ) a b gy cy k+ + + +( ) 1 popt 0( )–[ ]+= =

cy k+( )popt 0( ) cy k+( )popt 0( ) +–=
a b gy cy k a b gy+ +( )popt 0( )–+ + + + + =

gy g– cy k gy g–( )popt 0( ),–+ +=

gy g–( )popt 0( ) g y 1–( )popt 0( ) gy g– cy c–+≤= =
g y 1–( ) c y 1–( )+ g c+( ) y 1–( ).= =
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При  тобто при  з урахуванням спів-

відношення  з нерівності (22) випливає,
що

(23)

При  матимемо

(24)

що виключає залежність оптимального значення гри

від popt(0) чи popt(1). Тому, оскільки число 

із нерівності (23) остаточно отримуємо імовірність

(25)

Тут уже неважко показати, що у розглянутій грі
імовірність popt(1) теж є довільною. Звичайно, можна
використати те, що  або ж, дію-
чи з початку,

(26)

(27)

(28)

звідки з урахуванням нерівності  та (24) отри-

мується імовірність

(29)

Підсумком усього вищезазначеного є твердження
про те, що в іграх класу  оптимальні стратегії
першого гравця (8) при відомій множині 

 складаються з тієї множини  роз-
в’язків нерівності (20) відносно імовірності 
або , яка задовольняє рівності
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(9). Нехай все ще коефіцієнт  але коефіцієнти
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мум ядра (9) по змінній x на одиничному сегменті
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(32)

досягається у єдиній оптимальній стратегії 
другого гравця. Коренями відповідного рівняння (4)
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тобто множина (36) розв’язків нерівності (20) задо-

вольняє рівності (30). Тому остаточно після (31)–(37)

отримуємо імовірність (25) та, що очевидно, імовір-

ність (29) для оптимальної стратегії першого гравця
(8) у цій грі.

Таким чином, принцип визначення оптимальних
імовірностей вибору істотних чистих стратегій пер-

шого гравця в іграх класу  полягає не у розв’язу-
ванні рівняння (5), а у розв’язуванні нерівності (20)

відносно змінної  або  з урахуван-

ням співвідношення  Далі
необхідно кожен елемент множини розв’язків нерів-

ності (20) перевірити на те, чи він задовольняє
рівності (30). Якщо так, то цей елемент і буде шука-
ною імовірністю вибору відповідної істотної чистої
стратегії першого гравця, а сукупність усіх таких
елементів  фактично складатиме множину усіх

оптимальних імовірнісних мір  в
оптимальній стратегії (8).

ВИСНОВОК

Як показано прикладами двох опуклих антаго-

ністичних ігор класу , який визначається на основі
нерівності (1), існує підклас  цих ігор, де ко-

рені рівняння (5)  і  як імовірності
не існують. Тому ігри класу  слід розв’язувати не з
використанням рівняння (5) зі значеннями (6) і (7), а
з використанням основи принципу оптимальності те-
орії антагоністичних ігор, який виражається у кон-

цепції сідлових точок за допомогою подвійної нерів-

ності (18) або, точніше, подвійної нерівності (19).

При цьому імовірності  та  для оп-

тимальних стратегій першого гравця (8) при відомій

множині  знаходяться з тієї множи-

ни  розв’язків нерівності (20), яка задовольняє
рівності (30). Практичне значення запропонованого
принципу визначення оптимальних стратегій першо-

го гравця у відповідних нестрого опуклих анта-
гоністичних іграх полягає у тому, що знайдена за
цим принципом множина оптимальних ситуацій у
грі є повною, а це розкриває більші можливості пе-
ред першим гравцем у його діях щодо зрівноваження
чистої оптимальної стратегії другого гравця. Тоді і
вирішення відповідних конфліктних явищ та про-

цесів, які описуватимуться за допомогою розглянуто-

го підкласу нестрого опуклих антагоністичних ігор,

буде більш логічним, справедливим і раціональним.
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Романюк В. В.
МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ СТРАТЕ-

ГИЙ ПЕРВОГО ИГРОКА В ОДНОМ ПОДКЛАССЕ
НЕСТРОГО ВЫПУКЛЫХ АНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГР

На примере двух нестрого выпуклых антагонистических
игр, где второй игрок имеет единственную оптимальную
чистую стратегию, доказано, что существует подкласс нес-
трого выпуклых антагонистических игр, в котором извес-
тным методом не могут быть определены оптимальные
вероятности выбора существенных чистых стратегий пер-
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вого игрока. Показано, что для их определения достаточ-
но воспользоваться концепцией седловой точки в из-
вестном принципе оптимальности с использованием соот-
ветствующего правого неравенства.

Ключевые слова: антагонистическая игра, выпуклая
игра, оптимальная стратегия, оптимальная вероятность.

Romanuke V. V.
METHOD OF DETERMINATION OF THE FIRST PLA-

YER OPTIMAL STRATEGIES IN A SUBCLASS OF THE
NONSTRICTLY CONVEX ANTAGONISTIC GAMES

By the example of two nonstrictly convex antagonistic ga-
mes, where the second player has the single optimal pure stra-
tegy, it has been asserted, that there exists a subclass of
nonstrictly convex antagonistic games, in which by the known
method there cannot be determined the optimal probabilities of
selecting the essential pure strategies of the first player. It has
been demonstrated that to determine them, it is sufficient to
employ the saddle point concept in the known optimality prin-
ciple by applying the corresponding right-side inequality.

Key words: antagonistic game, convex game, optimal stra-

tegy, optimal probability.
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ФОРМАЛІЗАЦІЯ ПРОСТОРУ ДАНИХ 
ЗА ДОПОМОГОЮ АЛГЕБРАЇЧНОЇ СИСТЕМИ

Проаналізовано проблеми опрацювання розрізнених даних. Побудовано формальну модель
простору даних та уведено операції над ним.

Ключові слова: простір даних, сховище даних, база даних, алгебраїчна система, пошук
даних, групування даних, інтелектуальний агент, джерело даних.

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
В ЗАГАЛЬНОМУ ВИГЛЯДІ

У різних галузях науки спостерігається експо-
ненційний ріст обсягів експериментальних даних.
Складність використання таких даних виникає вна-
слідок їхньої природної різнорідності (зберігання у
різних системах, призначення для різних задач, різні
методи опрацювання та зберігання тощо). Розрив,
який збільшується між джерелами даних і сервісами,
приводить до необхідності пошуку нових шляхів ор-
ганізації рішення задач над множинними розподіле-
ними колекціями даних і програм, які концентру-
ються в спеціалізованих центрах даних і обчислю-
вальних ресурсах.

Традиційно при рішенні певних задач фахівці ви-
користовують звичні для них джерела інформації і
формулюють завдання з огляду на лише на такі дже-
рела. Очевидна неповнота інформації, яку вдається
охопити при такому підході. Безліч джерел даних і
сервісів, що існують в Інтернеті, їхня розмаїтість
викликають потребу в радикальній зміні такого тра-
диційного підходу. Сутність цієї зміни полягає в то-
му, що задачі повинні формулюватися незалежно від
існуючих джерел інформації, і лише після такого
формулювання повинна здійснюватися ідентифіка-
ція релевантних завданню джерел, приведення їх до

виду, необхідного для розв’язання задачі, інтеграція,
ідентифікація сервісів, які дозволяють реалізувати
окремі частини абстрактного процесу рішення зав-
дання.

Для прийняття адекватних рішень у певній галузі
необхідно, щоб дані, які надходять із різних джерел і
використовуються для прийняття керівних рішень,
задовольняли такі вимоги:

– були повними, несуперечливими та надходили
вчасно;

– були інформативними, оскільки вони застосову-
ватимуться для прийняття рішень;

– були однакової структури, щоб мати можливість
завантажити їх у єдине сховище даних та проана-
лізувати;

– зберігалися в однакових моделях даних та були
незалежними від платформи розроблення, щоб мати
можливість використання цих даних іншими засобами.

Сьогодні найгостріші проблеми керування інфор-
мацією виникають в організацій (наприклад, готелів,
баз відпочинку, оздоровчих закладів, туристичних
агентств), робота яких полягає в опрацюванні вели-
кої кількості різнотипних, взаємонезалежних джерел
даних. Такий тип системи отримав назву простір да-
них. На відміну від систем інтеграції даних, що та-
кож пропонують загальноприйнятий доступ до різ-
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