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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ
РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЖАРООПАСНЫХ ОБЪЕКТОВ С УЧЕТОМ

РЕЛЬЕФА ОБЛАСТИ РАЗМЕЩЕНИЯ
Проведены построение и анализ оптимизационной математической модели размещения

пожароопасных объектов, являющихся в случае пожара источниками загрязняющих аэ-
розольных выбросов, с учетом рельефа области размещения. Рассматриваемая задача
сводится к оптимизационной задаче размещения многоугольных объектов с изменяемыми
метрическими характеристиками и пространственной формой.
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1. АКТУАЛЬНОСТЬ ПРОБЛЕМЫ

В настоящее время техногенные катастрофы, сопро-
вождающиеся пожарами, являются одним из важных
факторов, приводящих к усложнению экологической
обстановки. В этих условиях учет загрязнения окружаю-
щей среды продуктами горения возможного пожара и
снижение его уровня при проектировании и реконст-
рукции производственных систем является весьма акту-
альной задачей как в теоретическом, так и в практичес-
ком аспектах. Одним из действенных методов снижения
вредного экологического воздействия пожаров и повы-
шения общего уровня пожарной безопасности региона
есть оптимальное размещение в нем пожароопасных
объектов, которые являются источниками повышенной
взрыво- и пожароопасности.

2. АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ
И ПУБЛИКАЦИЙ

Анализ научной литературы показал, что абсолют-
ное большинство авторов развивают методологию ма-
тематического и компьютерного моделирования процес-
сов негативного экологического влияния пожаров с той
или иной степенью учета динамики атмосферных про-
цессов и конкретных метеорологических условий [1, 2].
Наряду с этим относительно небольшое число публика-
ций [3, 4] посвящено моделированию и решению более
общей задачи оптимизации размещения пожароопасных
объектов с учетом геоклиматических факторов. В рабо-
тах [3, 4] исследована математическая постановка задачи
размещения пожароопасных объектов с учетом нега-
тивного воздействия возможного пожара и предложен
метод их рационального размещения, позволяющий
минимизировать уровень загрязнения экологически зна-
чимых зон аэрозольными выбросами пожара. При этом
задача размещения пожароопасных объектов сведена к
задаче размещения соответствующих им зон загрязне-
ния. Рельеф области размещения не учитывался, направ-
ление и скорость ветра в пределах области считались

постоянными. В качестве источника загрязнения высту-
пал пожар в заданной области Ω, выбрасывающий на
высоту Н с интенсивностью М аэрозольные продукты
горения. Авторам удалось свести задачу оптимального
размещения пожароопасных объектов к задаче нерегу-
лярного размещения ориентированных геометрических
объектов (фиксированных восьмиугольных областей
загрязнения) в ограниченной многосвязной области с
учетом заданной системы ограничений.

В работе [5] была проведена параметризация концен-
трационного поля аэрозольных выбросов пожара резер-
вуара с нефтепродуктами в зависимости от его физи-
ческих и метрических характеристик, параметров раз-
мещения в области, направления и скорости ветра. Для
этого величины М и Н были выражены через физичес-
кие параметры пожара и климатические характеристи-
ки в области Ω.

Как показывает анализ литературных источников, в
большинстве случаев распространение загрязняющих
примесей моделируется краевыми задачами турбулент-
ной диффузии [6, 7] без учета рельефа местности и свя-
занного с ним изменения направления и скорости ветра
в области размещения. Другими словами, рассматрива-
ются задачи, в которых размещаемые объекты имеют
фиксированные метрические характеристики. Между
тем, при проектировании производственных систем, со-
держащих пожароопасные объекты, с учетом рельефа
местности и изменения параметров ветра возникают за-
дачи оптимизации размещения объектов с изменяемы-
ми метрическими характеристиками и пространствен-
ной формой.

3. ЦЕЛЬ СТАТЬИ

В соответствии с вышесказанным целью статьи явля-
ется разработка математической модели оптимального
размещения пожароопасных объектов в заданной облас-
ти с учетом ее рельефа для снижения уровня загрязнения
атмосферы аэрозольными продуктами горения.
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4. ПОСТАНОВКА ОПТИМИЗАЦИОННОЙ
ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЖАРООПАСНЫХ
ОБЪЕКТОВ

Пусть имеется замкнутая ограниченная многоуголь-
ная, в общем случае многосвязная область 2

0 RS ⊂ , за-
данная координатами ее вершин ψν , Ψ=ψ ,1 .

В области S0, выделяется область размещения Ω

c
C

c
S Ω∪=Ω

=1
0 / ,

где ),( ccc baΩ  – множество выпуклых областей запрета,
),( cc ba  – фиксированные параметры размещения,
Сс ,1=  (рис.1).

Тогда оптимизационная задача размещения N пожа-
роопасных объектов в области Ω  с учетом ее рельефа
формулируется следующим образом: определить такое
расположение объектов Si, Ni ,1= , в области , чтобы
максимальная суммарная концентрация аэрозольных
выбросов возможных пожаров в конечном множестве
точек контроля  },{}{ pp yxpP ςςς ==  ,1=ς ,была мини-
мальной, т. е. найти

∑
=

ςς
∈∈ ςς

N

i
iii
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РyxDух
QGухухC
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Результатом решения задачи (1) является вектор
u=(х1, у1, х2, у2,..., хN, уN) параметров размещения пожаро-
опасных объектов.

В статье рассматривается пожар на заключительной
стадии его развития (интенсивность выбросов M =const),
следовательно, можно принять, что распределение на-
земной концентрации загрязняющих выбросов не зави-
сит от времени.

Рис. 1. Область S0 с размещаемыми объектами, зоной
запрета 1Ω  и изолиниями рельефа ),( yxℜ
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Если исключить из рассмотрения пожары, занимаю-
щие очень большие площади (лесные, степные и т. п.), то
размеры пожара малы по сравнению с расстояниями,
на которых исследуется создаваемое им концентраци-
онное поле. Поэтому пожароопасный объект Si можно
считать точечным источником выбросов.

Количественной характеристикой загрязнения обла-
сти Ω продуктами горения является их концентрация в
точках (х, у) области:

с = C(x, y, u, G, Q),

где G ={Gi} – множество параметров пожаров на объек-
тах Si; Gi={ k

ig }, Kk ,1= , Q={qh} – множество геоклима-
тических условий в области Ω, ,1=h .

Объектом размещения является зона загрязнения Ti,
создаваемая пожаром. Из-за неопределенности време-
ни возникновения пожара Ti представляется как восьми-
угольник, построенный на розе приземного ветра, ха-
рактерной для данной территории.

В наземном распределении концентрации
C(x, y, ui, Gi, Q), которая создается объектом Si, наблюда-
ется максимум [6, 7]. Поэтому в качестве границы Гi по-
лученного многоугольника Ti принята линия, в каждой
точке которой достигается максимальная концентрация
загрязняющей примеси в заданном направлении λ:

С(х, у, (xi, yi), Gi, Q)|(х,у)∈Г  =  mах С(х, у, (xi,yi), Gi, Q)| λ.

Такое построение области загрязнения Ti гарантиру-
ет, что вне ее концентрация примеси будет меньше, чем
на границе Гi.

5. МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗОНЫ ЗАГРЯЗНЕНИЯ
ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ АЭРОЗОЛЬНЫМИ
ВЫБРОСАМИ ПОЖАРА

Пусть в общей системе координат ОХYZ задана об-
ласть размещения *Ω  с функцией рельефа ),( yxz ℜ= .
В области *Ω  определено векторное поле скоростей при-
земного ветра ),,(1 zyxvg , , которое однозначно задается
рельефом ),( yxℜ .Проекцию области  на горизонталь-
ную плоскость ХОY обозначим Ω.

В области Ω  определена функция Ω∈ξ=ξ ),(),( ухух ,
значение которой в любой точке (х, у) ∈Ω  численно рав-
но длине проекции на плоскость ХОY вектора призем-
ной скорости ветра vg1(х, у, z) в точке (х, у, z) *Ω∈ :

),,(Pr),(),( 1 zyxvyxyx gXOY=ξ∃Ω∈∀ .

В области *Ω  размещается пожароопасный объект
S1 (источник выбросов). Возможный пожар на объекте
S1 порождает зону загрязнения *

1T  , проекция которой на
плоскость ХОY представляет собой выпуклую много-
угольную область Т1 (рис. 2).
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Рис. 2. Размещение объекта Т1 в области Ω

Задание в точках области 2R∈Ω  функции

Ω∈ξ=ξ ),(),( ухух  позволяет свести исходную задачу раз-

мещения объекта *
1T  в области Ω*∈R3 к задаче размеще-

ния его проекции Т1 в области Ω∈R2 [3]. Поэтому под
размещением объекта S1 в области Ω*∈R3 с рельефом
будем понимать размещение проекции зоны загрязне-
ния Т1 в области Ω∈R2.

Рассмотрим объект Т1. С ним связана подвижная си-
стема координат Х1О1Y1, начало которой (полюс О1
объекта Т1) совмещен с источником S1. Положение по-
люса О1 объекта T1 в общей системе координат ХОY ха-
рактеризуется параметрами размещения (х1, у1). Объект
T1 задается набором r1={ kr1 } расстояний от его полюса
до вершин v1

k (x1
k, y1

k), 8,1=k :

kr1 = 2
11

2
11 )()( kk yyxx −+− . (2)

Расстояния kr1  меняются в зависимости от значения фун-
кции ξ в точке (х1, у1) ∈Ω положения полюса объекта T1:

)).,(( 1111 yxrr kk ξ= (3)

Таким образом, зона загрязнения Т1 представляет
собой многоугольник с  изменяемыми метрическими
характеристиками и формой.

При определении r1 необходимо учесть следующие
требования:

– за пределами зоны Т1 концентрация загрязняющей
примеси должна быть меньше, чем на границе Г1:

11 \),(),( ),(),( ТуxГух ухCухC Ω∈∈ > ; (4)

– концентрация примеси на границе Г1 области Т1 не
должна превышать ее предельно допустимую концент-
рацию (ПДК)

ПДК),(
1),( ≤∈ГухухC . (5)

Условия (4)–(5) выполняются, если в качестве kr1  вы-
бираются расстояния k

MX  8,1=k  от источника а S1, на ко-
торых наблюдается максимум приземной концентрации
СМ примеси в данном направлении, а величина концен-
трации СМ не превышает ПДК (рис. 3).

Если CM ≥ ПДК, то в качестве kr1  в направлении kλ

выбирается расстояние k
M

k XX >* , для которого выпол-
няется условие

С* = С(Xk*) ≤ ПДК.
При наличии в области размещения Ω  рельефа

),( yxℜ  величина kr1  представляет длину проекции на

плоскость ХОY кривой ),( yxz ℜ=  в направлении kλ , при
условии, что длина кривой равна k

MX  (или Хk*).
При построении модели зоны загрязнения (объекта

Т1) приняты следующие допущения:
Д_1. Рельеф в пределах области Ω  является слабо пе-

ресеченным (холмистым).
Д_2. Движение воздушных масс над областью Ω   про-

исходит параллельно ее поверхности.
Д_3. Движение воздушных масс над областью Ω  но-

сит стационарный ламинарный характер.
Допущения 2, 3 справедливы для областей со слабо

развитым рельефом, что подтверждается наблюдатель-
ными данными [7].

Д_4. В пределах зоны загрязнения (объект Т1) при-
земная скорость ветра не меняется ни по величине, ни
по направлению.

В условиях слабо пересеченного рельефа при харак-
терном размере зоны загрязнения аэрозольными выб-
росами пожара 100≅r  метров [4] изменение вектора
скорости ветра в зоне Т1 не превышает (1…3) %. Харак-
теристики ветра соответствуют его характеристикам в
точке размещения объекта: ),( yxvλ | 1, Тух ∈ = ),( 11 yxvλ , гдеде

λv  – скорость ветра в направлении λ.
Учет указанных допущений позволяет использовать

для определения концентрационного поля загрязняющей
примеси (аэрозольные выбросы пожара) в области Ω
математический аппарат теории атмосферной диффу-
зии, моделирующей распространение примесей урав-
нением турбулентной диффузии с постоянными коэф-
фициентами [6, 7].

хXk*ХМ

С
С

С
ПДК

 
Рис. 4. Выбор метрических характеристик зоны загрязнения
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Для определения геометрических параметров зоны
загрязнения при наличии в области размещения релье-
фа, вызывающего изменение вектора скорости призем-
ного ветра, используется модель рельефа в виде функ-

ции Ω∈ℜ≅ ),(),(),( yxyxyxR  [8] и модель определения

скорости приземного ветра в любой точке области с уче-
том ее рельефа [9].

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МЕТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИ-
СТИК ЗОНЫ ЗАГРЯЗНЕНИЯ (ОБЪЕКТ Т1)

При наличии в области размещения Ω  рельефа
R(x, y) значение ri

k  есть величина проекции на плоскость
ХОY отрезка кривой z = R(x, y) длиной ХМ (или Х*)
в направлении λ.

Определим k
ir , 8,1=k . Для этого зафиксируем значе-

ние индекса k и рассмотрим величину kr1  (рис. 5).
Отрезок А1А2 = r1

k на рис. 5 есть проекция на плоскость

ХОY отрезка *
2

*
1 АА  кривой, полученной в результате пере-

сечения поверхности рельефа вертикальной плоскостью Р,
проходящей через точку А1(х1, у1) в направлении λ .

Длина L* кривой *
2

*
1 АА  равна ХМ (или Х*). Для опре-

деленности будем считать, что L* = ХМ. Уравнение пря-
мой, проходящей через точку А1(х1, у1) в направлении λ
имеет вид:

)(
),(
),(

y
),(
),(

  )(    11
11

11
1

11

11
11 xfx

yxv
yxv

x
yxv
yxv

xxkyy
x

y

x

y =−+=−+= ,

где угловой коэффициент k = 
),(
),(

tg
11

11

yxv
yxv

x

y=α .

Функцию рельефа R(x, y) на прямой, проходящей
через точку А1(х1, у1) в направлении λ, можно предста-
вить как R(x, y)|λ= R[x, f1(x)] = R1(x).
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Рис. 5. Определение величины r1
k

В этом случае длина L* кривой *
2

*
1 АА  определяется по

формуле:

∫ +=
2

1

2'
1

* )]([1
х

х
dxxRL , (6)

где неизвестный верхний предел интегрирования х2 оп-
ределяется из условия

М

х

х
ХdxxRL =+= ∫

2

1

2'
1

* )]([1 . (7)

Интеграл (6) вычисляется любым численным мето-
дом.

Ордината у2 точки А2  определяется по формуле:

1
11

11
12

11

11
2 ),(

),(
),(
),(

x
yxv
yxv

yх
yxv
yxv

y
x

y

x

y −+= .

Длина отрезка А1А2 = ri
к находится как

2
12

2
12 )()( уухх r k

i −+−= .

Приведенные рассуждения справедливы для всех зна-
чений индекса k∈{1,2,…,8}, соответствующих 8-ми направ-
лениям возмущенного приземного ветра, согласованным
с розой ветров рассматриваемой области. Так как скорость
и направление возмущенного приземного ветра есть фун-
кция координат текущей точки области, в которую поме-
щается полюс Тi, следовательно, изменение положения
объекта Si (и связанной с ним зоны Тi) вызовет изменение
метрических характеристик и формы Тi.

Выше сказанное позволяет рассматривать задачу (1)
оптимального размещения пожароопасных объектов как
задачу нерегулярного размещения геометрических
объектов с изменяемыми метрическими характеристи-
ками и пространственной формой в ограниченной мно-
госвязной области при заданной системе ограничений.

7. ФОРМАЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ ОГРАНИЧЕ-
НИЙ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ (1)

Задача допускает различные трактовки относитель-
но вида функции цели, однако общим для этого класса
задач является то, что область допустимых решений D
формируется системой ограничений, которая включает
геометрические ограничения на параметры размеще-
ния объектов Ті и физические ограничения на характе-
ристики результирующего поля приземных концентра-
ций аэрозольных выбросов пожара в области Ω . Кроме
того, система ограничений может содержать дополни-
тельные (технологические) условия.

Геометрические ограничения на размещение пожа-
роопасных объектов в области Ω  включают в себя усло-
вия принадлежности объектов области (8) и условия их
попарного взаимного непересечения (9), а также усло-
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вия взаимного расположения объектов Ti и неподвиж-
ных областей запрета сΩ  (10) – экологически значимых
зон, размещение в которых объектов Si не допускается:

Фi0 (хi, уi, m0) ≥ 0, (8)

Фij (хi, уi, хj, уj) ≥ 0, (9)

Фiс (хi, уi, хc, уc) ≥0,  Сс ,1= , jiNji ≠= ,,1, , (10)

где Фi0 (хi, уi, m0) – Ф-функция [10, 11] объекта Ti с изме-
няемыми метрическими характеристиками и области
Ω  = cl (R2 \ Ω), m0 – метрические характеристики облас-
ти Ω ; Фij (хi, уi, хj, уj) – Ф-функция объектов Ti и Тj с
изменяемыми метрическими характеристиками; Фiс (хi,
уi, хc, уc) – Ф-функция объекта Тi и области запрета сΩ .

Для некоторых практических задач условие (8) заме-
няется условием принадлежности объектов Si области
размещения Ω: (хi, yi) ∈ Ω , Ni ,1= .

Физические ограничения в общем случае представ-
ляются в виде системы неравенств

,)(),,,,( δΩδ >< CQGuyxCD

где δD  – заданный оператор; δC  – заданная функция,

Δ=δ ,1 .
В задаче (5.11) физическим ограничением на харак-

тер поля приземных концентраций аэрозольных выбро-
сов пожаров является условие:

ПДК) , , , ,( ф),( ≤+∈ СQGuyxC Рух , (11)

где С – концентрации загрязняющих выбросов от N ис-
точников в системе точек контроля; Cф – фоновая кон-
центрация.

Технологические ограничения, накладываемые на
размещение пожароопасных объектов в области Ω, пред-
ставляются, как правило, набором максимальных (ми-

нимальных) допустимых расстояний *
μiL  между разме-

щаемыми объектами и транспортной сетью, инженер-
ными коммуникациями, другими объектами и пр.:

Liμ ≥(≥)  *
μiL ,  i = 1,2,…, N,   μ = 1,2,…, М. (12)

Отметим основные свойства оптимизационной зада-
чи (1):

– пространство параметров, в котором определяется
экстремум функции цели задачи, имеет размерность 2N,
где N – число размещаемых пожароопасных объектов:

NRD 2⊂ ;
– число ограничений ℵ, описывающих область D

допустимых решений задачи, квадратично зависит от
числа размещаемых пожароопасных объектов:

ℵ =О{ 1,5ΨN+8N(N – 1) + 8N⋅C⋅A+ Δ},

где c
Cc

ϖ=
= ,1

maxA , cϖ  – число вершин зоны запретаа

),( ccс baΩ , D – количество ограничений на результиру-
ющее концентрационное поле.

Формализация геометрических ограничений (8)–(10)
задачи выполняется на основе аппарата Ф-функций с
учетом особенностей влияния физического поля [18, 58],
аналитическое описание физических ограничений (11)
базируется на результатах параметризации концентра-
ционного поля в области Ω  [5].

8. МЕТОД РЕШЕНИЯ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ
ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЖАРООПАСНЫХ
ОБЪЕКТОВ В ОБЛАСТИ С УЧЕТОМ ЕЕ РЕЛЬЕФА

Из-за сложности оптимизационной задачи (1), (8)–(12)
не приходится рассчитывать на возможность получения
точного решения. Поэтому предлагается метод поиска
рациональных решений и их перебор, в результате кото-
рого определяется приближенное значение локального
экстремума функции цели. Предлагаемый метод состо-
ит из следующих основных этапов:

– определение начального варианта размещения по-
жароопасных объектов Si, Ni 1,=  в области Ω . Данная
задача формулируется и решается как задача поиска до-
пустимого размещения многоугольных объектов Тi с
изменяемыми метрическими характеристиками;

– поиск вектора u*, соответствующего локальному
минимуму функции цели

  ∑
=

ςς
∈ςς

=
N

i
ii

pp

Рyx
QGухухCuF

pp
1),(

),,,,,(max )( .

 Локальный минимум определяется на основе ком-
бинации методов минимизации по группам перемен-
ных и градиентного метода.

– перебор локальных минимумов функции цели. При
этом выделяется рекордное значение функции цели и
определяется соответствующий ему вектор u** парамет-
ров размещения объектов.

ВЫВОДЫ

Таким образом, в работе проведены построение и
анализ оптимизационной математической модели раз-
мещения пожароопасных объектов, являющихся в слу-
чае пожара источниками загрязняющих аэрозольных
выбросов, с учетом рельефа области размещения. Ис-
следована система ограничений задачи. На основе ана-
лиза особенностей оптимизационной задачи разработан
метод поиска локального минимума функции цели, со-
стоящий из трех этапов. Разработанная математическая
модель, метод и созданное на их основе алгоритмичес-
кое и программное обеспечение может использоваться
в системах автоматизированного проектирования гене-
ральных планов и планов реконструкции промышлен-
ных предприятий с пожароопасными объектами.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ОПТИМІЗАЦІЙНОЇ ЗАДАЧІ РОЗМІЩЕННЯ ПОЖЕЖОНЕБЕЗПЕЧНИХ ОБ’ЄКТІВ З

УРАХУВАННЯМ РЕЛЬЄФУ ОБЛАСТІ РОЗМІЩЕННЯ
Проведено побудова та аналіз оптимізаційної математичної моделі розміщення пожежонебезпечних об’єктів, що є у випадку

пожежі джерелами забруднюючих аерозольних викидів, з урахуванням рельєфу області розміщення. Розглянута задача зво-
диться до оптимізаційної задачі розміщення багатокутних об’єктів із змінними метричними характеристиками і просторової
формою.

Ключові слова: оптимізація, розміщення пожежонебезпечних об’єктів, рельєф області.
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MODELING AND SOLVING THE OPTIMIZATION PROBLEM OF PLACING FLAMMABLE OBJECTS BASED ON THE

PLACEMENT REGION TOPOGRAPHY
Carried out the construction and analysis of the optimization mathematical model of placing flammable objects, which in case of fire

are the sources of pollution aerosol emissions, taking into account the topography of the placement region. The problem reduces to the
optimization problem of placing polygonal objects with variable metric characteristics and spatial form. A system of constraints of the
problem was studied. Based on the analysis of the features of the optimization problem a method of searching for a local minimum of the
objective function, which consists of three stages, was developed.

Keywords: optimization, placement of flammable objects, topography of the placing region.
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