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АНОТАЦІЯ 

Актуальність. Ефективне вирішення значного числа прикладних задач, що стосуються перевезень, у ряді випадків за-
лежить від вдалого вибору маршруту руху. Побудова оптимальних маршрутів на розміченому графі, що описує мережу 
доріг і який має сталі ваги ребер, є класичним і детально вивченим завданням. Проте в багатьох застосуваннях виникає по-
треба врахування можливої динаміки зміни в часі ваг ребер, що відповідає випадкам зміни дорожніх умов. Останнє вимагає 
розвитку відповідного науково-методичного апарату. 

Мета. Метою роботи є розробка методики вибору оптимального маршруту руху колони техніки по нестаціонарній ме-
режі доріг у розумінні змінності ваг ребер графа, що відповідає цій мережі. 

Метод. У роботі запропонована математична модель вибору оптимального маршруту руху колони техніки по мережі 
доріг. Для опису мережі доріг використаний граф. Критерієм оптимальності при виборі маршруту руху є мінімізація часу, 
який витрачається на пересування. Особливістю моделі є урахування можливості динамічної зміни ваг ребер графу при реа-
лізації пересування колони техніки по обраному маршруту. На основі використання даної моделі запропонована методика, 
яка забезпечує вибір оптимальних маршрутів руху для дискретно-стохастичного, дискретно-детермінованого та неперервно-
невизначеного випадків зміни ваг ребер графу. 

Результати. У статті запропоновано алгоритми, що забезпечують розв’язування задачі вибору оптимального маршруту 
в умовах нефіксованої в часі ваги ребер, які описують мережу доріг, а також показано особливості застосування алгоритмів. 
З використанням розробленого програмного забезпечення досліджений варіант мережі доріг з нестаціонарною вагою ребер. 
На прикладі показано недосконалість рішень щодо вибору оптимального маршруту при нестаціонарній вазі ребер графу, 
отриманих з використанням класичних методів. 

Висновки. Неврахування можливої зміни дорожньої обстановки, що проявляється зміною в часі ваг ребер графа, який 
описує мережу доріг, може призвести до неоптимальності отримуваних рішень з використанням класичних методів пошуку 
найкоротшого маршруту в графі. Для отримання оптимальних маршрутів з урахуванням зміни в часі дорожньої обстановки 
при русі колони, можливо використати запропоновану у даному дослідженні методику. Отримані результати розширюють 
можливості щодо вирішення задач в галузі дискретної оптимізації з урахуванням динаміки зміни обстановки при реалізації 
оптимальних розв’язків. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: оптимізація маршруту, граф, метод Дейкстри. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
( )( )tf ji;  – первісна функції ( )( )tv ji;  на проміжку 

( ) ( ) ( )[ ]jijiji ttt ;;0;0 ; + ; 

( )
1

;
−

jif  – функція, що обернена до функції ( )( )tf ji;  

на проміжку ( ) ( ) ( )[ ]jijiji ttt ;;0;0 ; + . 
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n  – кількість вершин графа, що описує мережу 
доріг; 

{ }ji,  – ребро графа, що з’єднує вершини i  та j ; 
l  – кількість видів транспортних засобів; 

( )jiL ;Δ  – відома довжина шляху між точками 0 і s 

ребра { }ji; ; 
( )iT  – тривалість реалізації i -го альтернативного 

шляху між вершинами графа a  і z ; 
( )jist ;  – момент часу, в який колона техніки пере-

буває в точці s; 
( )jit ;0  – момент часу, в який колона техніки пере-

буває в точці, яка відповідає вершині графа i ; 
( )jiL ;ωΔ  – довжина шляху між точками ω–1 і ω  

ребра { }ji, ; 

( ) ( )[ ]jiji ttkv
;;1 ; ω−ω

 – швидкість k -го виду техніки на 

часовому проміжку ( ) ( )[ ]jiji tt ;;1 ; ω−ω  ребра { }ji, ; 
( ) ( )( )

nn
i

ij
i wW

×
= . – матриця ваг графа; 

( )i
ijw  – вага ребра { }ji vv ,  у момент перебування у 

вершині iv ; 

( )
nnijvV

×
=  – матриця швидкостей руху вздовж 

ребер графа; 

ijv  – швидкість руху вздовж ребра { }ji vv ,  у фік-

сований момент t , тобто ( )tfv ijij =  (функції ( )tfij  
можуть бути різними в залежності від того, вздовж 
якого ребра здійснюється рух); 

( )( )tv jik ;  – швидкість k -го виду техніки у момент 
часу t , який належить часовому проміжку 

( ) ( ) ( )[ ]jijiji ttt ;;0;0 ; + ; 
( )0v  – вершина графу, з якої розпочинається рух. 

 
ВСТУП 

На сьогоднішній день питання оптимізації переве-
зень є надзвичайно важливими в різних галузях дія-
льності людства, зокрема, при вирішенні різноманіт-
них завдань логістичної сфери. Успішне здійснення 
багатьох перевезень суттєво залежить від своєчаснос-
ті прибуття колони техніки у визначене місце призна-
чення. Для ефективного перевезення різноманітних 
вантажів по суші використовується широке коло су-
часних транспортних засобів з різними можливостя-
ми. Перед плануванням перевезень можливе прове-
дення оптимізації складу колони техніки з урахуван-
ням широкого кола факторів [13]. Однак, на наступ-
ному етапі необхідно вирішити задачу визначення 
оптимального маршруту руху колони техніки.  

Наявна достатньо розгалужена мережа автомобі-
льних доріг обумовлює значну кількість можливих 
маршрутів руху, які поєднують місце вибуття з пунк-

том призначення. Така багатоваріантність, звичайно, 
спостерігається навіть при незначних відстанях, які 
потрібно подолати.  

На вибір оптимального маршруту суттєво може 
вплинути динаміка розвитку дорожньої обстановки. 
Внаслідок впливу прогнозованих і стохастичних фак-
торів швидкість пересування колони по окремих діля-
нках маршруту може суттєво змінюватись. Недостат-
нє врахування зміни у часі дорожньої обстановки мо-
же призвести до неправильного вибору маршруту 
руху, який не забезпечить своєчасність прибуття ко-
лони у пункт призначення. Внаслідок такої затримки 
може відбутись зрив виконання визначених завдань. 
Тому задача вибору оптимального маршруту руху 
колони техніки з урахуванням динаміки зміни дорож-
ньої обстановки є актуальною. 

Об’єктом дослідження є вибір маршруту руху ко-
лони техніки. 

Предметом дослідження є науково-методичний 
апарат оптимізації вибору маршрутів.  

Метою роботи є розробка методики вибору опти-
мального маршруту руху колони техніки по нестаціо-
нарній мережі доріг.  

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Колона техніки повинна вибути з пункту відправ-
лення (точки А) та прибути в пункт призначення (то-
чку В) за найкоротший час. Математична модель ме-
режі доріг являє собою розмічений граф, що наведе-
ний на рис. 1, вага ребер якого відображає час руху 
колони вздовж них.  

 

 
Рисунок 1 –Мережа автомобільних доріг між вихідним пун-
ктом А та пунктом призначення В представлена графом 

 
Необхідно знайти маршрут руху, при якому реалі-

зується переміщення колони техніки з пункту А в 
пункт В за мінімальний проміжок часу. 

Припустимо, що швидкість руху окремих одиниць 
техніки одного виду є сталою, а швидкість руху різ-
них видів техніки у загальному випадку різна.  

Вершини графа є вузлами розгалуження доріг. Ва-
га ребра графа являє собою час руху колони між його 
вершинами. Швидкість колони визначається швидкіс-
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тю виду транспортного засобу, яка має мінімальне 
значення для фіксованого проміжку часу. Останній є 
однією з складових загального часу руху колони 
вздовж ребра { }ji, . 

Критерієм оптимальності маршруту є мінімізація 
часу руху по ньому. При цьому потрібно врахувати, 
що при русі колони час подолання окремих ділянок 
маршруту може бути змінним. Це обумовлено мож-
ливістю впливу на рух транспортних засобів різнома-
нітних факторів, зокрема, погодно-кліматичних (сніг, 
туман, дощ, ожеледь, тощо), техногенних (завали, 
ремонт дорожнього полотна, його пошкодження вна-
слідок підтоплень ділянок дороги тощо), період доби 
(день, ніч) тощо. 

У математичній моделі руху колони потрібно вра-
хувати, що зміна ваг ребер може відбуватись: 

1) дискретно, при досягненні колоною вершин 
графа з оновленням матриці ваг саме в ці моменти. У 
такому випадку рішення щодо наступного прокладан-
ня маршруту формується у вузлах графа з урахуван-
ням дорожньої обстановки, яка динамічно змінюється 
і дані щодо якої надходять періодично. Цей випадок у 
подальшому називатимемо дискретно-стохастичним. 

2) аналогічно попередньому випадку з наперед ві-
домою зміною ваг ребер графа. При цьому, оптималь-
ний маршрут руху може бути обраний на початку з 
урахуванням інформації про подальшу відому зміну 
стану доріг. Цей випадок у подальшому називатимемо 
дискретно-детермінованим; 

3) неперервно при русі колони по мережі доріг. 
Цей випадок у подальшому називатимемо непере-
рвно-невизначеним. 

 
2 ЛІТЕРАТУРНИЙ ОГЛЯД 

Вирішення задач вибору маршрутів руху колон 
транспортних засобів для ефективного переміщення 
вантажів, а також суміжним задачам приділялась ува-
га у ряді робіт, зокрема в роботах [1–14]. 

Підхід щодо вибору маршруту, який ґрунтується 
на edgelabels, наведений у праці [1]. Його застосуван-
ня дозволяє прискорити пошук найкоротшого шляху в 
500 разів у порівнянні зі стандартним алгоритмом 
Дейкстри над великим графом. У роботі [2] наведено 
алгоритм для вибору оптимальних маршрутів у муль-
тимодальному режимі мережі громадського транспор-
ту. За результатами цього дослідження підхід щодо 
маршрутизацiї транзитних вузлiв був адаптований для 
планування переміщення громадським транспортом. 
У науковій праці [3] для пошуку найкоротшого шляху 
застосовано метод ієрархії контракції. У дослідженні 
[4] на основі застосування алгоритму SHARC наведе-
но можливості з відшукання найкоротших шляхів для 
довільних засобів переміщення у транспортній мережі 
континентального масштабу. У науковій праці [5] 
досліджено проблему планування мультимодальних 
маршрутів. У роботі [6] наведено модель для оцінки 
трафіку затримки транспортних засобів з урахуванням 
довільних навантажень у процесі руху. У дослідженні 

[7] наведене планування маршрутів для військових 
наземних транспортних засобів на полі бою. У роботі 
проведено моделювання невизначеностей, що мають 
місце на дорожній мережі, за допомогою набору дис-
кретних сценаріїв. Запропоновано метод відшукання 
найкоротшого шляху для кожного окремого транспо-
ртного засобу. Результати розрахунків свідчать про 
те, що запропонований метод може забезпечити якіс-
не рішення лише для мереж з невеликою кількістю 
вузлів. У науковій праці [8] розроблено алгоритм 
розв’язування задачі пошуку найкоротших за часом 
шляхів у міських маршрутних мережах транспорту 
загального користування з урахуванням тривалості 
пересадок методом віток і меж.  

У джерелах [9–11] описуються можливості засто-
сування геоінформаційних програмних продуктів 
ArcGIS для відшукання раціональних маршрутів руху. 
Маршрутний аналіз ArcGIS дозволяє здійснювати 
пошук найшвидшого за часом, найкоротшого за від-
станню або навіть найбільш живописного маршруту з 
вихідної до кінцевої точки. До параметрів аналізу ма-
ршруту можуть входити час початку руху, час доби, 
точна дата, день тижня тощо. При виборі маршруту 
руху враховуються бар’єри – об’єкти, які обмежують, 
ускладнюють чи змінюють маршрут руху. За резуль-
татами обчислення з урахуванням вихідних парамет-
рів та обмежень програмним продуктом формується 
певний маршрут руху. 

У дослідженні [12] сформовано та досліджено ва-
ріант моделі планування вантажоперевезень, предста-
влено прикладну програму для знаходження у транс-
портній мережі оптимального маршруту перевезення 
вантажів від одного постачальника до кількох спожи-
вачів.  

У праці [13] задача вибору найкоротшого маршру-
ту розв’язувалась за критерієм максимізації рівня го-
товності транспортних засобів та мінімізації марочно-
го складу й кількості транспортних засобів у колоні. 
Обмеження моделі стосувалися забезпечення норма-
тивно встановлених часу на перевезення та коефіцієн-
та готовності техніки, перевезення колоною особово-
го складу заданої кількості та вантажу, заданої маси і 
об’єму, витрат різних видів пального, що не переви-
щують встановлених значень, не зниження запасу 
ходу по моторесурсу кожним транспортним засобом 
зі складу колони. 

В авторській роботі [14] було здійснено формалі-
зацію постановки задачі розмічення графа з неоднорі-
дними ребрами та обґрунтовано метод її вирішення у 
двох різних випадках: у випадку, коли можливим є 
розбиття довільного ребра досліджуваного графа точ-
ками, що відповідають моментам часу, коли швид-
кість колони дискретно змінює своє значення, а також 
у випадку, коли розбиття ребра точками, що відпові-
дають моментам часу, коли швидкість колони дискре-
тно змінює своє значення, є проблемним, але при 
цьому швидкість колони у кожен фіксований момент 
часу є відомою.  
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З наведеного випливає, що у проаналізованих пра-
цях залишилися поза увагою наступні аспекти, які 
потребують урахування при виборі оптимального ма-
ршруту руху колони техніки: 

– перевезення військових підрозділів вимагає до-
тримання вимог режимності, тому застосування зага-
льнодоступного програмного забезпечення з великою 
ймовірністю може створювати передумови для про-
гнозування вибору маршруту руху ймовірним проти-
вником або порушником; 

– перевезення потребує прогнозування зміни до-
рожньої обстановки з урахуванням комплексної ста-
тистичної інформації щодо проблемних ситуацій 
(аналіз ДТП на маршруті руху за минулий рік, інфор-
мації щодо проведення ремонтних робіт, врахування 
прогнозу погоди та ін.) на усьому маршруті руху з 
метою своєчасного виходу у визначений район; 

– перевезення передбачають переміщення значної 
кількості людей і специфічних вантажів як на невели-
кі, так і на значні відстані; 

– у зв’язку зі специфікою окремих завдань під час 
перевезення сумісно застосовується не тільки різно-
марочна, але і достатньо різнотипна техніка; 

– виконання перевезень передбачає широке засто-
сування будь-яких доріг, в тому числі ґрунтових, а 
іноді і бездоріжжя. 

Отже, підходи та методи, які проаналізовані у на-
ведених вище роботах, не можуть бути застосовні для 
розв’язування досліджуваної задачі безпосередньо. 
Разом з тим, запропонований у праці [14] метод є ба-
зовим і таким, що дозволяє впритул наблизитися до 
вирішення задачі вибору оптимального маршруту 
руху колони техніки. Особливість досліджуваної за-
дачі полягає в нефіксованості ваг ребер, які описують 
окремі ділянки мережі доріг, у процесі руху колони. 

Враховуючи це, метою даної роботи є розробка 
методики вибору оптимального маршруту руху коло-
ни техніки по нестаціонарній мережі доріг. 

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Зважаючи на те, що задача, яка адекватна реаль-
ному процесу, може мати місце у трьох постановках, 
необхідним є формування математичної моделі для 
кожної з них. 

Розглянемо дискретно-стохастичний випадок. Не-
хай задано розмічений граф. Нехай iv  – деяка верши-
на графа. Необхідно знайти найкоротший шлях від 
заданої початкової вершини a  до заданої вершини z , 
якщо величини ( )i

ijw  наперед невідомі і стають відо-

мими лише в момент перебування у вершині iv . 
Інший можливий випадок – дискретно-

детермінований, коли необхідно знайти найкоротший 
шлях від заданої початкової вершини a  до заданої 
вершини z , якщо величини ( )i

ijw  наперед відомі. 
Найбільш складним є неперервно-невизначений 

варіант завдання, у якому необхідно знайти найкоро-

тший шлях від заданої початкової вершини a  до за-
даної вершини z , якщо величина шляху визначається 
часом руху вздовж нього. 

Розглянемо можливі підходи до алгоритмізації ме-
тоду розв’язування досліджуваної задачі. 

З урахуванням фізичного змісту задачі можна 
стверджувати, що матриця ваг ( ) ( )( )

nn
i

ij
i wW

×
=  може 

бути різною в залежності від часу, коли колона пере-
буває у вершині iv . Тому природно, що матрицю ваг 
слід диференціювати в залежності від часу перебу-
вання колони у певній вершині.  

Цей процес реалізуємо так. Початковий момент 
часу вважатимемо нульовим етапом.  

Момент часу, коли колона перемістилася вздовж 
одного ребра і знаходиться у деякій вершині графа, 
вважатимемо першим етапом.  

Момент часу, коли колона перемістилася вздовж 
двох ребер і знаходиться у деякій вершині графа, 
вважатимемо другим етапом і т.д.  

З урахуванням цього, матрицю ваг у подальшому 
позначатимемо ( ) ( )( )

nn
ki

ij
ki wW

×
= .. . Тут k  визначає 

етап реалізації руху колони.  
Для формування матриць ваг може бути застосо-

ваний підхід, який описаний у роботі [14] і вибір 
складових якого залежить від початкових умов задачі, 
що проаналізовані у цій праці, та фізичного змісту 
досліджуваної задачі. 

У випадку дискретно-стохастичної постановки за-
дачі для її вирішення можна використати метод Дейк-
стри [10] пошуку найкоротшої відстані між заданими 
вершинами графа a  і z .  

Якою саме буде матриця ваг, залежатиме від того, 
з якої вершини розпочинається рух. Тобто, для дослі-
джуваної задачі ( )0va = . 

Таким чином, застосування алгоритму Дейкстри 
дозволяє встановити оптимальний маршрут руху для 
етапу 0.  

Однак цей маршрут не буде оптимальним в цілому 
для задачі, оскільки матриця ваг у момент перебуван-
ня колони у наступній вершині після вершини ( )0v  
зміниться.  

З урахуванням цього, для етапу 1 відомою буде кі-
нцева вершина графа, яка залишається незмінною, а 
також початкова вершина, яка визначатиметься з оп-
тимального маршруту, отриманого для етапу 0, як 
його друга вершина ( ( )1v ).  

З урахуванням того, що в момент перебування ко-
лони у першій вершині етапу 1, тобто в вершині ( )1v , 
матриця ваг зміниться (якою саме буде матриця ваг, 
залежатиме від того, з якої вершини розпочинається 
рух), задачу визначення оптимального маршруту мо-
жна далі розглядати як задачу пошуку найкоротшої 
відстані між вершинами ( )1v  і z .  

Для її розв’язування знову можна скористатися ал-
горитмом Дейкстри, як і на попередньому етапі. За-
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стосування цього алгоритму дозволяє встановити оп-
тимальний маршрут руху для етапу 1.  

Таким чином, для етапу 2 відомою буде не лише 
кінцева вершина графа, яка залишається незмінною 
(вершина z ), а й початкова вершина, яка визначати-
меться з оптимального маршруту, отриманого для 
етапу 1, як його друга вершина ( ( )2v ).  

З урахуванням того, що в момент перебування ко-
лони у першій вершині етапу 2, тобто в вершині ( )2v , 
матриця ваг зміниться (якою саме буде матриця ваг, 
залежатиме від того, з якої вершини розпочинається 
рух), задачу визначення оптимального маршруту мо-
жна далі розглядати як задачу пошуку найкоротшої 
відстані між вершинами ( )2v  і z .  

З наведеного можна зробити висновок, що метод 
розв’язування задачі для розглянутого випадку поля-
гає в ітераційному застосуванні алгоритму Дейкстри 
із змінною першою вершиною та різними матрицями 
ваг на окремих етапах його застосування.  

Якщо прийняти, що ( )gvz = , то ознакою зупинки 
запропонованого алгоритму є суміжність вершин 
( )1−gv  і ( )gv  в оптимальному маршруті ( )1−g -го ета-

пу.  
Наглядне представлення наведеного алгоритму 

можна оцінити з табл. 1. 
 
 
 

Таблиця 1 - Етапи реалізації ітераційного застосування ал-
горитму Дейкстри із змінною першою вершиною та різними 

матрицями ваг на окремих етапах його застосування 
 

Вершини оптимального маршруту руху в залежності від 
етапу  

Етап 

a       z  
0 ( )0v  ( )1v  

     

1  ( )1v  ( )2v  
    

2   ( )2v  
( )3v  

   

…     …   
1−g       ( )1−gv  ( )gv

 

Таким чином, оптимальний маршрут руху колони 
у випадку 1 являтиме собою наступну послідовність 
вершин: ( )0va = , ( )1v , ( )2v ,…, ( )1−gv , ( ) zv g = . 

А отже, оптимальна тривалість руху колони у до-

сліджуваному випадку становить ( ) ( )
( )( )∑

−

=
+=

1

0

.
1

g

i

iv
vv

i

iiwT , де 

( ) ( )
( )( )iv
vv

i

iiw .
1+  – вага ребра між вершинами ( )iv  і ( )1+iv  мат-

риці ваг 
( )( )iv i

W . . 
Для дискретно-детермінованого варіанту можливо 

використати інший підхід. Наведена математична мо-
дель досліджуваної задачі у цьому випадку дозволяє 
зробити висновок, що для її розв’язування можна ско-
ристатися методом, алгоритм якого полягає у побудо-

ві на початковому етапі усіх можливих шляхів між 
заданими вершинами графа a  і z , встановленні су-
купностей матриць ваг для кожного знайденого шля-
ху, що відповідають кожній вершині на відповідному 
етапі, подальшому визначенні тривалості реалізації 
кожного шляху та вибору найкоротшого з шляхів на 
основі порівняння знайдених тривалостей. Слід звер-
нути увагу на те, що при побудові альтернативних 
варіантів можливих шляхів між вершинами графа 
можливо уникнути розгляду тих з них, які містять 
повтори вершин, у яких колона вже побувала. 

Тривалості реалізації альтернативних шляхів між 
вершинами графа a  і z будуть рівні 

( )1T  = ( )0.1
2.1w  + ( )1.2

4.2w  + ( )2.4
.4 zw , 

( )2T  = ( )0.1
3.1w  + ( )1.3

4.3w  + ( )2.4
6.4w  + ( )3.6

.6 zw , 
( )3T  = ( )0.1

2.1w  + ( )1.2
3.2w  + ( )2.3

5.3w + ( )3.5
7.5w  + ( )4.7

6.7w  + ( )5.6
.6 zw . 

З урахуванням цього, мінімальний час руху коло-
ни між заданими вершинами графа a  і z  рівний 

T  = ( ){ ;min 1T  ( )2T ; ( )3T ; }... . 

Тоді, якщо T  = ( )iT , то i -й маршрут є оптималь-
ним. 

Третій випадок постановки завдання – неперервно-
невизначений. Наведена математична модель дослі-
джуваної задачі при цьому дозволяє зробити висно-
вок, що для її розв’язування можна скористатися ме-
тодами, запропонованими для випадків 1 або 2 з ура-
хуванням підходу до розмічення графа, що наведений 
нижче. Розглянемо ребро графа (рис. 2). 

 
Рисунок 2 – Ребро графа, що представляє мережу  

автомобільних доріг 
 

Розіб’ємо ребро { }ji;  точками 0, 1, 2, …, 1−ω , ω , 
…, s-1, s, що відповідають моментам часу, коли шви-
дкість колони дискретно змінює своє значення. При 
цьому точка 0 співпадає з кінцем i , а точка s з кінцем 
j  ребра { }ji; . 
Ділянці ( )jiL ;ωΔ  відповідають такі швидкості усіх 

видів техніки колони: ( ) ( )[ ]jiji ttv
;;1 ;1 ω−ω , ( ) ( )[ ]jiji ttv

;;1 ;2 ω−ω , 

…, ( ) ( )[ ]jiji ttkv
;;1 ; ω−ω , …, ( ) ( )[ ]jiji ttlv

;;1 ; ω−ω .
 

Тоді, з урахуванням того, що швидкість колони 
визначається швидкістю того виду транспортного 
засобу, який має мінімальне значення для фіксованого 
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проміжку часу, швидкість колони на ділянці ( )jiL ;ωΔ  
визначатиметься за формулою 

( ) ( )[ ] min
;;1 ; =

ω−ωω jiji ttv { ( ) ( )[ ]jiji ttv
;;1 ;1 ω−ω , ( ) ( )[ ]jiji ttv

;;1 ;2 ω−ω ,  
 

…, ( ) ( )[ ]jiji ttkv
;;1 ; ω−ω , …, ( ) ( )[ ] }.;;1 ; jiji ttlv

ω−ω    (1)
 

Слід зауважити, що в загальному випадку для ді-
лянки ( )jiL ;ωΔ  величина ( ) ( )[ ]jiji ttv

;;1 ; ω−ωω  є сталою для 

всіх видів техніки, що рухаються в складі колони. 
Наведене дозволяє зробити висновок, що час руху 

колони на ділянці ( )jiL ;ωΔ  буде рівним 

( )
( )

( ) ( )[ ]jiji tt

ji
ji v

L
t

;;1 ;

;
;

ω−ωω

ω
ω

Δ
=  .                   (2) 

При цьому, формулою (2) можна користуватися 

при довільному 
___
,1 s=ω .  

А отже, вага ребра { }ji;  може бути знайдена за 
формулою 

( ) ( )∑
=ω

ω=
s

jiji tt
1

;; .                           (3) 

Описаний підхід дозволяє підійти до 
розв’язування задачі розмічення графа і у випадку, 
коли розбиття ребра { }ji;  точками 0, 1, 2, …, 1−ω , 
ω , …, s–1, s, що відповідають моментам часу, коли 
швидкість колони дискретно змінює своє значення, є 
проблемним, але при цьому швидкість колони у ко-
жен фіксований момент часу є відомою. 

Розв’язування задачі при цьому виглядає так. З 
урахуванням того, що швидкість колони визначається 
швидкістю того виду транспортного засобу, який має 
мінімальне значення для фіксованого моменту часу 

( ) ( ) ( )[ ]jijiji tttt ;;0;0 ; +∈ , швидкість колони у момент t  
буде рівна  

( )( ) { ( )( ),min ;1; tvtv jiji = ( )( ),; tv jik ( )( ) }.; tv jil  (4) 
А отже, справедливою буде формула 

( )( )
( )

( ) ( )

( )ji

tt

t
ji Ldttv

jiji

ji

;;

;;0

;0

Δ=∫
+

.                      (5) 

Застосування формули Ньютона-Лейбніца до лівої 
частини формули (5) дозволяє отримати, що 

( )( )
( )

( ) ( )
( )ji

tt

tji Ltf jiji

ji
;;

;;0

;0
Δ=

+
.                    (6) 

Здійснивши серію перетворень, з (6) можна отри-
мати 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),;;0;;;0; jijijijijiji Ltfttf Δ=−+  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ),;;0;;;0; jijijijijiji Ltfttf Δ+=+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ).;;0;
1

;;;0 jijijijijiji Ltfftt Δ+=+ −  

А отже, шукана вага ребра { }ji;  буде рівна  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ).;0;;0;
1

;; jijijijijiji tLtfft −Δ+= −
   (7) 

Використовуючи аналогічні підходи, можна знайти 
вагу кожного ребра графа, що описує транспортну ме-
режу, як у випадку можливості розбиття ребер графа на 
окремі фрагменти, так і в протилежному випадку. 

Застосування одного з методів, що запропоновані 
для дискретно-стохастичного і дискретно-детер-
мінованого випадків, залежить від того, відомими чи 
невідомими є моменти перебування колони у верши-
нах графа.  

У разі, якщо завчасно відомі можливі моменти пе-
ребування колони у кожній вершині графа, то засто-
совуючи описаний вище підхід, можна завчасно вста-
новити матриці ваг графа, сформувавши їх до початку 
руху колони. А отже, в цьому випадку для відшукання 
оптимального шляху руху колони можна скористати-
ся методом, що запропонований у даній роботі для 
дискретно-детермінованого випадку. 

Якщо ж можливі моменти перебування колони у 
кожній вершині графа завчасно невідомі, то застосу-
вання наведеного вище способу розмічення графа 
можливе на етапі перебування колони у певній вер-
шині. А отже, в цьому випадку для відшукання опти-
мального шляху руху колони можна скористатися 
методом, що запропонований у даній роботі для дис-
кретно-стохастичного випадку. 

Таким чином, метод розв’язування досліджуваної 
задачі у третьому випадку полягає в комплексуванні 
алгоритмів розмічення графа та безпосередньо визна-
чення оптимального шляху в залежності від часу фо-
рмування матриці ваг графа. 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Розглянемо приклад використання запропонованої 
методики для оптимізації побудови маршруту руху 
колони техніки по мережі доріг, яка зображена на  
рис. 3.  

 

 
Рисунок 3 – Досліджувана ділянка місцевості 
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Мережі доріг цієї ділянки відповідає граф, що ві-
дображений на рис. 4, ваги ребер якого обчислені з 
використанням описаного вище підходу. 
 

 
Рисунок 4 – Граф мережі доріг 

 

З метою алгоритмічно-програмної реалізації опи-
саних вище методик було розроблене програмне за-
безпечення, що відображене на рис. 5. 

З метою проведення досліджень у програмі реалі-
зовані наступні методики пошуку маршрутів: на ос-
нові класичного алгоритму Дейкстри без урахування 
динаміки зміни дорожньої обстановки (розрахунок 1); 
покрокове застосування алгоритму Дейкстри з кори-
гуванням матриці ваг на кожному кроці побудови 
маршруту (розрахунок 2); повний перебір усіх можли-
вих маршрутів, що поєднують пункт вибуття з пунк-
том призначення без повернень (розрахунок 3) і з по-
верненнями та обмеженою глибиною пошуку (розра-
хунок 4).  

 
 

 
Рисунок 5 – Головне вікно програми визначення оптималь-

ного маршруту руху колони 
 

 

 

5 РЕЗУЛЬТАТИ 
Для випадку, коли розглядається стала дорожня 

обстановка, всі реалізовані у програмному забезпе-
ченні методики очікувано забезпечують отримання 
однакового оптимального маршруту руху 
(Слов’янськ, Краматорськ, Константинівка, Донецьк) 
з однаковим значенням показника ефективності – ча-
су на подолання маршруту 2,5167 (рисунок 5). 

Однак, припустимо, що через деякий час (на третьо-
му кроці) відбудеться тривале погіршення дорожньої 
обстановки на ділянці Константинівка-Донецьк (значне 
пошкодження дорожнього покриття). Внаслідок цього 
вага відповідного ребра зміниться з 1,616 до 10,6. 

У цьому випадку, застосування алгоритму Дейкст-
ри, що не враховує зміну матриці ваг ребер, приведе 
до отримання маршруту, який є оптимальним лише 
для початкового стану ваг ребер графу. При ураху-
ванні зміни стану дорожнього покриття показник 
ефективності для такого маршруту суттєво погір-
шиться (рис. 6). 

При послідовному використанні алгоритму Дейкс-
три зі зміною матриці ваг ребер на кожному етапі си-
туація суттєво покращується. 

З використанням даної методики отримується ін-
ший маршрут, який за показником ефективності є 
кращим практично в три рази. 

Найкраще і, очевидно, оптимальне рішення забез-
печує третя і четверта методика, які приводять до 
отримання однакових результатів. При цьому показ-
ник ефективності у порівнянні з класичним алгорит-
мом Дейкстри зростає в понад 3,5 рази. 

Розглянемо ще один випадок динамічної зміни до-
рожньої обстановки з короткотривалою перешкодою 
(рис. 7). 

 
Рисунок 6 – Результати пошуку оптимального маршруту 

при тривалій зміні дорожньої обстановки 
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Рисунок 7 – Результати пошуку оптимального маршруту 

при короткотривалій зміні дорожньої обстановки 
 
Внаслідок появи короткотривалої перешкоди до-

рожньому руху лише на 3 етапі вага ребра, яке 
пов’язує Константинівку з Донецьком, зміниться з 
1,616 до 10,6, але вже на наступному кроці відновить 
своє попереднє значення і залишатиметься в подаль-
шому 1,616. 

У цьому випадку результати використання перших 
трьох методик збігаються з попереднім випадком три-
валої зміни дорожньої обстановки. Однак, ці маршру-
ти виявляються неоптимальними, оскільки з ураху-
ванням можливості повернення у попередні вузли 
наявний маршрут, який додатково забезпечує покра-
щення показника ефективності на понад 2,5%.  

 
6 ОБГОВОРЕННЯ 

Запропонована у даному дослідженні методика до-
зволяє враховувати динаміку зміни дорожньої обста-
новки при плануванні оптимальних маршрутів колон 
техніки.  

Проте, хоча при визначенні ваг ребер графа, що 
описує мережу доріг, і розглянутий неперервний в 
часі випадок, при пошуку оптимального маршруту 
досліджується лише варіант дискретної його побудо-
ви зі стрибкоподібними змінами матриці ваг у вузлах 
графу.  

Потребує окремих досліджень також і питання 
прогнозування зміни дорожньої обстановки з ураху-
ванням як детермінованих, так і стохастичних факто-
рів (планових і позапланових ремонтних робіт, плано-
вих обмежень руху, ймовірнісної оцінки аварійності 
окремих ділянок доріг тощо). 

Для прогнозування зміни дорожньої обстановки 
доцільно розглянути можливість використання методів 
штучного інтелекту, зокрема, нейронних мереж. 

 
ВИСНОВКИ 

Таким чином, у роботі поставлена задача вибору 
оптимального маршруту руху колони техніки з ураху-
ванням динаміки зміни дорожньої обстановки та ін-
ших факторів; сформовано математичні моделі дослі-
джуваної задачі для дискретно-стохастичного, дис-
кретно-детермінованого та неперервно-невизначеного 
випадків. У відповідності з цими моделями запропо-
новано методику вибору оптимального маршруту ру-
ху колони техніки. У дослідженні розглянуто приклад 
використання цієї методики для фрагменту мережі 
доріг та показано суттєвий вплив динамічної зміни 
обстановки на ефективність маршруту. Урахування 
зміни в часі ваг ребер графу, що відображає мережу 
доріг, дозволяє уникати неоптимальних розв’язків 
задачі. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає 
у формалізації задачі пошуку оптимального маршруту 
руху колони техніки з урахуванням динаміки зміни 
дорожньої обстановки, побудові відповідних матема-
тичних моделей та методики її розв’язання. Результа-
ти обчислювальних експериментів підтвердили важ-
ливість урахування зміни ваг ребер графа в ході реалі-
зації визначеного маршруту. Запропонований науко-
во-методичний апарат розширює науковий інструме-
нтарій теорії дискретної оптимізації. 

Практичне значення отриманих результатів по-
лягає в підвищенні ефективності застосування підроз-
ділів швидкого реагування за рахунок оптимізації 
маршрутів їх переміщення. Програмно-алгоритмічна 
реалізація запропонованої методики дозволяє розши-
рити функціональні можливості відповідних програ-
мно-технічних комплексів.  

Перспективи подальших досліджень полягають 
у дослідженні неперервного випадку зміни ваг ребер 
графу мережі доріг та пошуку методики вирішення 
оптимізаційного завдання у цьому випадку. Також, 
перспективним є прогнозування зміни дорожньої об-
становки з урахуванням факторів як детермінованої, 
так і стохастичної природи. 

 
ПОДЯКИ 

Роботу виконано в рамках спільних наукових до-
сліджень кафедри транспортних засобів і спеціальної 
техніки й кафедри загальнонаукових та інженерних 
дисциплін Національної академії Державної прикор-
донної служби України. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Эффективное решение значительного числа прикладных задач, касающихся перемещений, в ряде случа-
ев зависит от удачного выбора маршрута движения. Построение оптимальных маршрутов на размеченном графе, который 
описывает сеть дорог и имеет постоянные веса ребер, является классической и подробно изученной задачей. Однако во мно-
гих приложениях возникает необходимость учета возможной динамики изменения во времени весов ребер, что соответству-
ет случаям изменения дорожных условий. Последнее требует развития соответствующего научно-методического аппарата. 

Цель. Целью работы является разработка методики выбора оптимального маршрута движения колонны техники по не-
стационарной сети дорог в понимании переменности веса ребер графа, соответствующего этой сети. 

Метод. В работе предложена математическая модель выбора оптимального маршрута движения колонны техники по се-
ти дорог. Для описания сети дорог использован граф. Критерием оптимальности при выборе маршрута движения является 
минимизация времени, затрачиваемого на передвижение. Особенностью модели является учет возможности динамического 
изменения весов ребер графа при реализации передвижения колонны техники по выбранному маршруту. На основе исполь-
зования данной модели предложена методика, которая обеспечивает выбор оптимальных маршрутов движения для дис-
кретно-стохастического, дискретно-детерминированного и непрерывно-неопределенного случаев изменения весов ребер 
графа. 

Результаты. В статье предложены алгоритмы, обеспечивающие решение задачи выбора оптимального маршрута в ус-
ловиях нефиксированного во времени веса ребер, которые описывают сеть дорог, а также проанализированы особенности 
применения алгоритмов. С использованием разработанного программного обеспечения исследован вариант сети дорог с 
нестационарным весом ребер. На примере показано несовершенство решений относительно оптимального маршрута при 
нестационарном весе ребер графа, полученных с использованием классических методов. 

Выводы. Отсутствие учета возможного изменения дорожной обстановки, которое проявляется изменением во времени 
весов ребер графа, описывающего сеть дорог, может привести к неоптимальности получаемых решений с использованием 
классических методов поиска кратчайшего маршрута в графе. Для получения оптимальных маршрутов с учетом изменения 
во времени дорожной обстановки при движении колонны, возможно использовать предложенную в данном исследовании 
методику. Полученные результаты расширяют возможности по решению задач в области дискретной оптимизации с учетом 
динамики изменения обстановки при реализации оптимальных решений. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: оптимизация маршрута, граф, метод Дейкстры. 
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ABSTRACT 
Context.  Effective solution of a large number of applications requires optimal transportation. Construction of optimal routes on 

a static in time graph describing a network of roads is a classic and detailed study of tasks. However, in many applications, there is a 
need to take into account the possible dynamics of the change in time of road conditions, which requires the development of the 
appropriate scientific and methodical apparatus. 

Objective. The purpose of the work is to develop a methodology for choosing the optimal route of movement of the equipment 
column on a non-stationary road network. 

Method. In the paper a mathematical model of the choice of the optimal route of the movement of the vehicles column along the 
network is proposed. A graph is used to describe the network of roads. The criterion of optimality when choosing a route is to 
minimize the time spent on travel. The peculiarity of the model is to take into account the possibility of dynamically changing the 
weight of the edges of the graph when moving the column of technology on the chosen route. Based on the use of this model, a 
technique is proposed which ensures the selection of optimal route for discrete-stochastic, discrete-deterministic and continuously-
indefinite cases of changes in the weight of the edges of the graph. 

Results. In the article the algorithms are chosen and the features of their application are shown, which provide solution of the 
problem of choosing the optimal route in the conditions of the ribs that are not fixed in time, which describe the network of roads. 
The description of the algorithmic and programmatic implementation of the proposed methodology is given. With the use of 
developed software, the research model of the road network with a non-stationary weight of the ribs. The example shows the 
imperfection of the solutions for optimal route under the non-stationary weight of the edges of the graph obtained using classical 
methods. 

Conclusions. Failure to take into account the possible change in the road situation, which manifests itself in the change in the 
time scale of the edges of the graph, which describes the network of roads, may lead to the non-optimality of the solutions obtained 
using the classic methods of finding the shortest route in the graph. To get the best routes, taking into account the change in the time 
of the road situation during the movement of the column, it is possible to use the method proposed in this study. The obtained results 
extend the possibilities for solving the problems in the field of discrete optimization taking into account the dynamics of the changing 
situation in the implementation of optimal solutions. 

KEYWORDS: Route Optimization, Graph, Dijkstra’s Method. 
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