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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Дискретні косинусні перетворень забезпечують високу ефективність застосувань в сучасних засобах об-

роблення інформації. Адже обчислення прямих і зворотних перетворень в дійсній області особливо актуально для ефектив-
ного розв’язання конкретних практичних завдань у сфері інформаційних технологій. Застосування швидких перетворень зі 
значним зменшенням обчислювальних затрат вимагає розробки нових ефективних методів синтезу алгоритмів та їх вико-
нання для різних видів дійсних дискретних косинусних перетворень. 

Мета роботи – визначення відмінностей та спільних особливостей обчислення твірних масивів для синтезу швидких ал-
горитмів чотирьох основних видів дискретних косинусних перетворень на основі циклічних згорток. 

Метод. В роботі виконано аналіз особливостей обчислення твірних масивів на основі циклічного розкладу підстановки, 
яка визначається з рядків/стовпців аргументів базисних функцій ядра дискретного косинусного перетворення. 

Результати. Підсумком дослідження є визначення та узагальнення основних відмінностей та спільних особливостей об-
числення твірних масивів для формування блочно-циклічних структур в базисних матрицях дискретних косинусних пере-
творень довільних обсягів. 

Висновки. У проведеному дослідженні проаналізовано особливості обчислення твірних масивів для чотирьох основних 
видів дискретних косинусних перетворень. Основна ідея застосування узагальненого математичного апарату для ефектив-
ного обчислення різних видів дискретних косинусних перетворень на основі циклічних згорток  полягає у використанні 
твірних масивів, що містять стислий опис блочно-циклічної структури базису перетворення. Твірні масиви визначаються за 
допомогою циклічного розкладу підстановки і забезпечують приведення базисної матриці перетворення до набору цикліч-
них зліва підматриць. Аналіз особливостей вибору послідовностей підстановки, виконання циклічного розкладу підстанов-
ки, відбір підмасивів для формування твірних масивів забезпечують можливість ефективної організації обчислень для різ-
них видів та обсягів дискретних косинусних перетворень. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: дискретне косинусне перетворення, циклічна згортка, твірний масив, циклічний розклад підстано-
вки. 

 

АБРЕВІАТУРИ 
IEC  International Electrotechnical Commission; 
ISO  International Organization for Standardization; 
ITU-T International Telecommunication Union; 
ДКП  дискретне косинусне перетворення;  
ДПФ  дискретне перетворення Фур’є; 
ІТ  інформаційні технології; 
НВІС  надвеликі інтегральні схеми; 
ШКП  швидкі косинусні перетворення; 
ЦЗ  циклічна згортка. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
C I–IV

N  –  базисна матриця дискретного косинусно-
го перетворення видів I–IV; 

Ca 
I–IV

  –  матриця аргументів базисних функцій 
дискретного косинусного перетворення видів I–IV; 

сk,n – елемент  матриці аргументів базисних функ-
цій; 

h ij – елемент твірного підмасиву; 
Н(n’) − твірний масив; 
Нi(Li) − твірний підмасив; 
Hr(N) − твірний масив рядків;   
Hс(N) − твірний масив стовпців;   
n’ – обсяг твірного масиву; 
N − обсяг дискретного косинусного перетворення; 
P(k) – циклічні матриці; 
Q(k) – циклічні матриці; 
T – період повторення базисної функції; 

X – матриця стовпець вхідної послідовності дис-
кретного косинусного перетворення; 

Y − матриця стовпець вихідна послідовність дис-
кретного косинусного перетворення; 

γ −  нормалізуючий множник. 
 

ВСТУП 
ДКП відносять до ортогональних тригонометрич-

них перетворень, які відповідають властивостям ДПФ 
[1]. Для широкого практичного застосування міжна-
родними організаціями стандартизації ISO/IEC та 
ITU-T рекомендовано 8 видів ДКП I–VIII [2]. Ортого-
нальні тригонометричні базисні системи ДКП I–VIII  
забезпечують обчислення прямих і зворотних пере-
творень в дійсній області, що особливо актуально для 
ефективного розв’язання конкретних практичних за-
вдань в сфері ІТ.  

Одним з підходів ефективного обчислення ДКП, 
яку відзначають у багатьох виданнях із цифрової об-
робки інформації [3], є застосування алгоритмів ШКП 
на основі ЦЗ. Дискретні перетворення і згортка – два 
різні, але тісно взаємопов’язані розділи цифрового 
опрацювання інформації. Ефективне обчислення циф-
рової згортки в більшості завдань реалізується за тео-
ремою швидкої згортки, яка базується на використан-
ні швидких перетворень класу Фур’є. А ефективне 
обчислення ДКП може реалізуватись через викорис-
тання швидких ЦЗ. В роботі [4] розглянуто розвиток 
методів обчислення ДКП на основі ЦЗ. Одним з цих 
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методів використовується твірний масив для приве-
дення структури дійсної базисної системи ДКП до 
набору блочно-циклічних структур і, відповідно, до 
обчислення перетворень на основі ЦЗ [5]. 

Об’єктом дослідження є алгоритмічний та про-
грамний процес обчислення твірних масивів для син-
тезу ШКП на основі ЦЗ. 

Предметом дослідження є особливості визначен-
ня твірних масивів для синтезу алгоритмів обчислен-
ня основних видів ДКП I–IV на основі ЦЗ.  

Метою роботи є визначення відмінностей та спі-
льних особливостей обчислення твірних масивів для 
синтезу швидких алгоритмів чотирьох основних видів 
ДКП на основі ЦЗ. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

В загальному перетворення ДКП I–IV в матричній 
формі має вигляд: 

 

.XCY IVI
N

  (1)

 
Для k-го базисного вектора n-тий елемент (без 

нормалізуючого множника) для кожного з видів ДКП 
I–IV має вигляд: 

 
).,...1,0,(],/[cos      : I-ДКП NnkNnk   (2)

 
).1,...1,0,(],2/)12([cos     : II-ДКП  NnkNnk (3)

 
).1,...1,0,(],2/)12([cos : III-ДКП  NnkNnk (4)

 
).1,...1,0,(],4/)12()12([cos  :IV-ДКП  NnkNnk (5)

              
Функції (2–5) для кожного з видів ДКП мають різ-

ні вирази аргументів і, відповідно, різну періодичність 
(2N, 4N, 8N) та симетричність (відносно , /2, /4) на 
періоді повторення.  

Для визначення твірних масивів використовують 
підстановки на основі рядків/стовпців аргументів фу-
нкції базисної матриці CI–IV

N  перетворення [6]. Тому 
визначимо відмінності та спільні особливості вибору 
підстановок,  виконання циклічного розкладу підста-
новки для формування твірних масивів, що викорис-
товуються для синтезу алгоритмів обчислення основ-
них видів ДКП I–IV на основі ЦЗ. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Більшість алгоритмів для  швидкого обчислення 
ДПФ на основі ЦЗ застосовують переіндексацію ряд-
ків/стовпців базисної матриці. Відповідно публікації 
Ч. Рейдера [7] для перетворень класу Фур’є з обсягом, 
що дорівнює простому числу, для переіндексації ви-
користовуються примітивні елементи. В роботі [8] 
описано удосконалений алгоритм переформування 
базисних матриць дискретних перетворень класу 
Фур’є до блочно-циклічних структур.  

Загальний підхід обчислення ДКП довільного об-
сягу N на основі ЦЗ сформульовано Ю. Х. Чаном та 
В.-Ч. Сіу в [9], в якому переформулювання обчислен-
ня ДКП зводиться до вигляду: 

 
 

;1,...1,0),2/(cos})0()(2{)(  NkNkxkTkY (6)
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{P(k)+P(2N–k)}, {Q(k)+Q(2N–k)} відповідають циклі-
чним матрицям, що визначають обчислення на основі 
ЦЗ.  

Загальний алгоритм, як зазначають автори, не є 
оптимальним із точки зору обчислювальної складнос-
ті, але підтверджує можливість ефективного обчис-
лення ДКП за допомогою ЦЗ. Тому алгоритми ДКП 
на основі ЦЗ продовжуються досліджуватись автора-
ми в напрямі удосконалення попередніх робіт [10].  

Багато публікацій присвячено реалізації на апара-
тному рівні обчислення ДКП видів І–IV на основі ЦЗ, 
що пов’язано з ефективною реалізацією ЦЗ в процесі 
розробки НВІС та широкому їх застосуванню в сис-
темах обробки відео та аудіо інформації [11].   

Підхід застосування твірних масивів для ефектив-
ного обчислення дискретних перетворень з гармоніч-
ним базисом на основі ЦЗ розроблено в роботах [12, 
13]. Визначення твірних масивів, що відповідають 
примітивним так і не примітивним елементам, вико-
ристовується для формування блочно-циклічних 
структур у базисних матрицях ДКП І–IV. Викорис-
тання твірних масивів на фоні узагальненого підходу 
приведення обчислення перетворень до ЦЗ має свої 
особливості для різних видів ДКП I–IV. Аналіз від-
мінностей та спільних особливостей формування бло-
чно-циклічних структур для синтезу алгоритмів обчи-
слення ДКП I–IV дозволяє забезпечити ефективнішу 
організацію виконання перетворень. 

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Підхід ефективного обчислення ДКП на основі ЦЗ, 
що базується на декомпозиції матриці аргументів ба-
зисної функції розглянуто в роботі [13]. 

В результаті застосування підходу, структуру ба-
зисної матриці можна задати твірним масивом  
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(8)

  
Число підмасивів k в твірному масиві H(n) визна-

чається конкретним значенням  N обсягу перетворень 
ДКП I–IV.  

Твірний масив компактно описується у вигляді 
циклічного розкладу підстановки, який формується за 
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підстановкою з рядків/стовпців аргументів функції 
базисної матриці CI–IV

N  перетворення (1). 
Розглянемо особливості визначення твірних маси-

вів для різних видів ДКП I–IV, що використовуються 
для формування блочно-циклічних структур базисів 
перетворень і, відповідно, приводять до обчислення 
ДКП на основі ЦЗ. 

Твірний масив в алгоритмі обчислення ДКП-І об-
сягу N, відповідно робіт [5, 13], використовує для пе-
реіндексації рядків/стовпців базисної матриці CI

a ці-
лочисельні елементи, які є аргументами функції (2), 
циклічний розклад підстановки. Підстановка задаєть-
ся двома рядками, що містять набір цілочисельних 
аргументів базисної функції (2), з матриці CI

a , допов-
неної одним додатковим N-м рядком та стовпцем. 

Для ДКП-І обсягу N базисна функція (2) є пері-
одичною відносно 2N вибірок, тому рядки з набором 
аргументів базисної функції обсягом N+1 можна за-
писати у вигляді: 

 

.),...,1,0,(,)]2mod()[(),( NnkNnknkC I
a   (9)

 
Базисна функція (2) симетрична відносно аргумен-

та N, що відповідає значенню π, тому k -рядків можна 
записати у вигляді: 

 

.)...,1,0,(,]2mod)[(cякщо

)],2mod()([2),(

nk,

,

NnkNN

NcNnkC nk
I
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 (10)

    
Для формування підстановки вибирають два рядки 

базисної матриці CI
a. Ці рядки є довільними, але не 

повинні мати індекс, що є елементом розкладу обсягу 
N перетворення. Найпростіше, не обчислюючи, вико-
ристати перший рядок аргументів функції базисної 
матриці CI

a, що відповідає натуральному ряду. 
Наприклад, ДКП-І обсягу N=15 твірний масив ви-

значаємо за підстановкою 
 

1-й рядок (0 1 2 3 4 5 6 7 
2-й рядок (0 2 4 6 8 10 12 14 
         

1-й рядок  8 9 10 11 12 13 14) 
2-й рядок  1 3 5 7 9 11 13)  

               

                
В результаті сформоване значення твірного масиву 

у вигляді циклічного розкладу підстановки  
 

.)5,10()3,9,12,6()7,11,13,14()8,4,2,1()0(

)2()4()4()4()1()15( 43210


 HHHHHH  

 
Отже, серед основних особливостей, які необхідно 

враховувати у процесі формування твірного масиву 
для ДКП-І, можна зазначити: 

– розмірність рядків аргументів підстановки N+1, 
до яких входить один додатковий елемент (сk,N); 

– твірний масив H(n) формується на основі рядків, 
які визначаються за виразом (10), в якому враховуєть-
ся властивість симетричності базисної функції (2). 

Твірний масив в алгоритмі обчислення ДКП-ІI об-
сягу N, відповідно робіт [5, 13], використовує для пе-
реіндексації рядків/стовпців базисної матриці CII

a , 
елементами якої є аргументи функції (3),  циклічний 
розклад підстановки.  

Твірний масив, що формує блочно-циклічну стру-
ктуру базисної матриці в алгоритмі обчислення ДКП-
IІ обсягу N, визначається для набору числа значень 
аргументів базисної функції обсягу  

 
.2)...(' 21 NLLLn k   (11)

 
Для ДКП-ІІ обсягу N базисна функція (3) є пері-

одичною відносно 4N вибірок. Тому k-й рядок аргу-
ментів базисної функції в матриці CII

a можна записати 
у вигляді: 

 

.)2,...,1,0,(,)4mod()(),( , NnkNcnkC nk
II

a   (12)

 
Аргумент сk,n, відповідно виразу (3), для кожного n-го 
елемента k-тої компоненти ДКП-II дорівнює 
 

.)2,...,1,0,(,)12(, Nnknkc nk   (13)
 

Тобто, базисний вектор містить послідовність не-
парних цілочисельних елементів. Для формування 
підстановки вибирають два стовпці базисної матриці 
CII

a. Ці стовпці є довільними, але не повинні мати ін-
декс, що є елементом розкладу обсягу N перетворен-
ня. 

Базисна функція (3) симетрична відносно аргумен-
та 2N, що відповідає значенню π, тому значення еле-
ментів сk,n стовпців зменшується відповідно властиво-
сті симетричності  
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)],4mod()([4),(

,

,

NnkNNc

NcNnkC

nk

nk
II
a




 (14)

 
Внаслідок різних виразів індексів стовпців та ряд-

ків (13), що входять до аргументів базисної функції 
(3) для переіндексації необхідно використовувати 
твірний масив Hr(n) рядків та твірний масив Hс(n) 
стовпців. 

Наприклад, для ДКП-IІ обсягу N=7 задамо підста-
новку, що має початковий 0-й стовпець  аргументів 
базисної функції в матриці CII

a, яки відповідає нату-
ральному ряду, та 1-й стовпець з індексами, що не є 
елементом розкладу обсягу N перетворення. 

Твірний масив визначаємо за підстановкою, еле-
менти якої визначені відповідно властивості симетри-
чності  (14), 
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0-й стовпець (0 1 2 3 4 5 6 
1-й стовпець (0 3 6 9 12 13 10 
        

0-й стовпець 7 8 9 10 11 12 13) 
1-й стовпець 7 4 1 2 5 8 11) 

 

.)5,11,13()4,8,12()7()10,6,2()9,3,1()0(

)3()3()1()3()3()1()14( 543210



 HHHHHHH  

 
Твірний масив Hr(7) для індексації рядків базисної 

матриці ДКП-IІ використовує відібрані з твірного ма-
сиву H(14) підмасиви з першими непарними та пар-
ними елементами меншими N 

 
,)10,6,2()9,3,1()0()7( Hr  

 
що забезпечує обчислення N=7 вихідних значень 
ДКП-IІ перетворення. 

Твірний масив Hс(7) для індексації стовпців бази-
сної матриці ДКП-IІ використовує відібрані з H(14)  
підмасиви з першими непарними елементами менши-
ми N 

,)7()11,13,5()9,3,1()7( Hc  
 
перехід (2n+1) → n для значень елементів і матиме 
вигляд  

,)3()5,6,2()4,1,0()7( Hc  
 
що забезпечує врахування N=7 вхідних значень ДКП-
IІ перетворення. 

Серед основних особливостей, які необхідно вра-
ховувати у процесі формування твірного масиву для 
ДКП-IІ, можна зазначити: 

– розмірність стовпців аргументів підстановки 2N 
для формування твірного масиву H(n); 

– твірний масив H(n) формується на основі елеме-
нтів, які визначаються за виразом (14), що враховує 
властивості симетричності базисної функції (3); 

– для переіндексації базисної матриці використо-
вуються твірний масив рядків Hr(N) та твірний масив 
стовпців  Hс(N), що формуються на основі визначе-
ного твірного масиву H(2N). 

Твірний масив в алгоритмі обчислення ДКП-IІI 
обсягу N, відповідно робіт [5, 13], використовує для 
переіндексації рядків/стовпців базисної матриці CIII

a , 
елементами якої є аргументи базисної функції (4),  
циклічний розклад підстановки.  

Базисні матриці аргументів функцій ДКП-II і 
ДКП-III транспоновані 

 

.)( TII
a

III
a CC   (15)

                                                   
Адже, сk,n аргумент в ДКП-II для кожного n-го 

елемента k-тої компоненти базисного вектора визна-
чається за (13), а в ДКП-III для кожного n-го елемента 
k-тої компоненти базисного вектора аргументи дорів-
нюють 

.)2,...,1,0,(,)12(, Nnknkc nk   (16)
 

Тобто, базисний вектор ДКП-III містить послідов-
ність непарних цілочисельних елементів по стовпцях. 
Для формування підстановки вибирають два рядки 
базисної матриці CIII

a. Ці рядки є довільними, але не 
повинні мати індекс, що є елементом розкладу обсягу 
N перетворення. 

Отже, формування твірних масивів для ДКП-III 
буде визначатись відповідно виразу (14), як і для 
ДКП-II.  

Внаслідок різних виразів індексів стовпців та ряд-
ків (16), що входять до аргументів базисної функції 
(4) для переіндексації необхідно використовувати 
твірний масив Hr(n) рядків та твірний масив Hс(n) 
стовпців.  

Твірні масиви H(2N) ДКП-ІІ і ДКП-ІІІ для одного 
обсягу N однакові, однак відрізняються розміщенням 
блочно-циклічних структур в базисних матрицях ар-
гументів, що визначає кількість ЦЗ та порядок 
об’єднання їхніх результатів в обчислювальному ал-
горитмі. Тому для ДКП-IIІ твірний масив Hr(N) для 
індексації рядків та твірний масив Hc(N) для індекса-
ції стовпців відрізнятимуться. 

Наприклад, ДКП-IIІ обсягу N=7 задамо підстанов-
ку, що має початковий 1-й рядок  аргументів базисної 
функції в матриці CIII

a, який відповідає натуральному 
ряду, та 2-й рядок з індексами, що не є елементом 
розкладу обсягу N перетворення. 

 Тоді твірний масив визначаємо за підстановкою 
 
1-й рядок (0 1 2 3 4 5 6 
2-й ряок (0 3 6 9 12 13 10 
        

1-й рядок 7 8 9 10 11 12 13) 
2-й рядок 7 4 1 2 5 8 11) 

 

.)11,13,5()4,8,12()7()10,6,2()9,3,1()0(

)3()3()1()3()3()1()14( 543210


 HHHHHHH  

 
Твірний масив Hc(7) для індексації стовпців бази-

сної матриці ДКП-IIІ використовує відібрані з твірно-
го масиву H(14) підмасиви з першими непарними та 
парними елементами меншими N 
 

,)10,6,2()9,3,1()0()7( Hc  
 
що забезпечує врахування N=7 вхідних значень ДКП-
IIІ перетворення. 

Твірний масив Hr(7) для індексації рядків базисної 
матриці ДКП-IIІ використовує відібрані з масиву 
H(14) підмасиви з першими непарними елементами 
меншими N 

 
,)7()11,13,5()9,3,1()7( Hr  

 
і перехід (2k+1) → k матиме вигляд 
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,)3()5,6,2()4,1,0()7( Hr  
 
що забезпечує визначення N=7 вихідних значень пе-
ретворення з відповідною корекцією їх знаків 
(плюс/мінус). 

Серед основних особливостей, які необхідно вра-
ховувати у процесі формування твірного масиву для 
ДКП-IIІ, можна зазначити: 

– розмірність рядків аргументів підстановки 2N 
для формування твірного масиву H(n); 

– твірний масив H(n) формується на основі елеме-
нтів, які визначаються за виразом (14), що враховує 
властивості симетричності базисної функції (4); 

– для переіндексації базисної матриці використо-
вуються твірний масив рядків Hr(N) та твірний масив 
стовпців  Hс(N), що формуються на основі визначено-
го твірного масиву H(2N). 

Твірні масиви рядків та стовпців в Таблиці 1 ана-
логічно виразу (15) підтверджують взаємозворотність 
ДКП-II і ДКП-III.  

 
Таблиця 1 –Твірні масиви рядків та стовпців ДКП-II, IIІ 

обсягу N=7 
ДКП-ІІ, 
N=7  

 Hr(7)= 0)(1,3,9)(2,6,10), 
 

 Hс(7)=(1,3,9)(2,6,10)(7) 
      => (0,1,4)(2,6,5)(3), 

ДКП-ІІІ, 
N=7 

Hr(7)=(1,3,9)(5,13,11)(7) 
     => (0,1,4)(2,6,5)(3) 

Hc(7)= (0)(1,3,9)(2,6,10), 
 

 
Твірний масив в алгоритмі обчислення ДКП-IV 

обсягу N, відповідно робіт [5, 13], використовує для 
переіндексації рядків/стовпців аргументів функції (5) 
базисної матриці CIV

a  циклічний розклад підстановки. 
Підстановка задається двома рядками аргументів ба-
зисної функції (5) з матриці CIV

a.  
Для ДКП-ІV обсягу N базисна функція (5) є пері-

одичною відносно 8N вибірок  
 

.)12...,,1,0,(

),8mod())12)(12((),(




Nnk

NnknkC IV
a  (17)

 
Базисна функція (5) симетрична відносно аргумен-

та 4N, що відповідає значенню π, тому рядки можна 
записати у вигляді: 

 

.)...,,1,0,(,4)8mod()[(якщо

)],8mod()[(8),(

,

,

NnkNNc

NcNnkC

nk

nk
IV
a




 (18)

 
Твірний масив, що формує блочно-циклічну стру-

ктуру базисної матриці в алгоритмі обчислення ДКП- 
IV обсягу N, визначається для обсягу (11). 

Для формування підстановки вибирають два рядки 
базисної матриці CIV

a. Ці рядки є довільними, але не 
повинні мати індекс, що є елементом розкладу обсягу 
N перетворення. 

Наприклад, для ДКП-IV обсягу N=8 вибираємо 0-й 
рядок аргументів функції базисної матриці CIV

a, що 
відповідає натуральному ряду, та 1-й рядок з індекса-

ми, що не є елементом розкладу обсягу N перетворен-
ня. 

Тоді твірний масив визначаємо за підстановкою 

 
що відповідає циклічному розкладу підстановки 
 

.)21,7,19,15,5,23,29,31,11,25,13,17,27,9,3,1()16( H  
 
Враховуючи що в ДКП-IV індекси аргументів базис-
ної функції збільшені, то перехід (2n+1) → n для ма-
тиме вигляд 
 

.)10,3,9,7,2,11,14,15,5,12,6,8,13,4,1,0()16( H  
 
Враховуючи, що базисна функція (5) асиметрична 
відносно аргумента 2N, який відповідає значенню π/2, 
твірний масив можна записати вдвічі меншого обсягу 
у вигляді: 

.)5,12,6,8,13,4,1,0()8( H  
 

Це забезпечить визначення N=8 вихідних значень 
ДКП-ІV, з яких 5 обчислюються безпосередньо, а ін-
ші  обчислені 3 вихідні значення потребують корекції 
знаку на протилежний для елементів з H(8) більших 
N. 

Отже, серед основних особливостей, які необхідно 
враховувати у процесі формування твірного масиву 
для ДКП-ІV, можна відзначити: 

– розмірність рядків аргументів підстановки 2N, 
що складаються з непарних елементів; 

– твірний масив H(N) формується на основі рядків 
з елементів, які визначаються за виразом (18), що вра-
ховує властивості симетричності базисної функції (5). 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Для визначення твірних масивів H(n), які викорис-
товуються для формування блочно-циклічної струк-
тури базисної матриці ДКП I–IV для послідовностей 
довільного обсягу N, враховується що: 

– обчислення рядків підстановки виконується з 
врахуванням властивостей періодичності та симетри-
чності базисної функції (2–5); 

– визначення циклічного розкладу підстановки 
може складатись з включення одного або більше цик-
лічних підмасивів у процесі формування твірного ма-
сиву H(n) ; 

– формування твірного масиву рядків Hr(N) і твір-
ного масиву стовпців Hс(N) на основі визначеного 
твірного масиву H(n) повинно забезпечити та обчис-
лення N вихідних значень з врахуванням всіх вхідних 
значень перетворення. 

0-й рядок (1 3 5 7 9 11 13 15 

1-й рядок (3 9 15 21 27 31 25 19 
         

0-й рядок 17 19 21 23 25 27 29 31) 
1-й рядок 13 7 63 5 11 17 23 29) 
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Для побудови підстановки вибирається дві довіль-
ні послідовності, які не повинні мати індекс в базис-
ній матриці CI–IV

a, що є елементом розкладу обсягу N 
перетворення. Послідовності підстановки мають роз-
мірність, що дорівнює T/2 півперіоду повторення 
(табл. 2) базисної функції ДКП I–IV.  

 
Таблиця 2 – Період повторення базисної функції ДКП I–IV 

       Вид I II III IV 
ДКП, T 2N 4N 4N 8N 

 
Для пришвидшення визначення твірного масиву 

перша послідовність вибирається з початкового ряд-
ка/стовпця, що відповідає натуральному ряду. Елемен-
ти другої послідовності обчислюються на основі опе-
рації добутку за модулем відповідно виразу (10) для 
ДКП-I, (14) для ДКП-II та ДКП-III, (18) для ДКП-IV.   

Визначення циклічного розкладу підстановки від-
носиться до загальних комбінаційних обчислень [14]. 
Однак, твірний масив H(n) може складатись з набору 
твірних підмасивів різної розмірності, що ускладнює 
алгоритм визначення циклічного розкладу підстанов-
ки.  Для визначення циклічного розкладу підстановки 
розроблено програмне забезпечення, блок-схема ал-
горитму якого подано на рис. 1. Початковими даними 
є дві підстановки BuildMatrixA[T], BuildMatrixD[T], а 
результатом обчислений твірний масив hashAr-

ray[size]. В блок-схемі алгоритму використовується 
три цикли і одна функція. Вкладений цикл з індексом 
k використовує функцію isExist(Array, i) для вибору 
першого елементу кожного циклічного підмасиву. 
Цикл з індексом j виконує перевірку умови завершен-
ня підмасиву циклічного розкладу з визначенням 
hashSize індексу першого елемента наступного підма-
сиву циклічного розкладу в масиві hashArray-
Block[hashSize]. 

 
5 РЕЗУЛЬТАТИ 

В результаті програмної реалізації обчислено твір-
ні масиви для формування блочно-циклічної структу-
ри базисної матриці різних видів ДКП I–IV для дові-
льних обсягів. Приведемо приклади обчислених твір-
них масивів H(n) в залежності від вибору k індексу 
рядків, який не дорівнює множнику розкладу обсягу 
N перетворення, 

– для ДКП-І, N=14, k=1–3, 1–5 
);7()11,13,5()8,12,4()10,6,2()9,3,1()13( H  

);7()12,8,4()6,10,2()11,9,13,3,5,1()13( H  

– для ДКП-ІІ, N=20, k=1–7, 3–7 

);37)(20)(30(19,27,29, (16,32)

 )(10)(15,25,17,39,33)2)(8,24)(9(6,38,26,2

(5,35),28,36,12)1,13,11)(418,34)(3,2,23)(2,14,(0)(1,7,31

 

 

 

 
 

Рисунок 1 – Блок-схема алгоритму визначення циклічного розкладу підстановки 
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;16)(8)(2,22)(

)(26,34)(20 (32) 9)(39,11,1,2 ,10)(36,4),13,23)(30(24)(27,17

)(18,38)15,35,25,59)(12,28)((9,21,31,1,33)(6,14)(0)(3,7,37

 

– для ДКП-IV, N=11, k=1–3, 1–7 

33); (11, 31) 19, 23, 37,

 17, 35, 41, 43, 15, (5, 29) 39, 13, 25, 21, 7, 27, 9, 3, (1,
 

.23)(33) 41, 31, 17, (15, 

(11) 37) 43, 19, 35, (5, 13) 27, 29, 21, (3, 25) 9, 39, 7, (1,  

В табл. 3 подано обчислені твірні масиви для син-
тезу алгоритмів ДКП I–IV для обсягу N=8 на основі 
виконання 8,4,2,1–точкових ЦЗ. 

 
Таблиця 3 – Твірні масиви ДКП I–IV обсягу N=8 

ДКП-І, 
N=8 

H(8) = (0)(1,3,9,11)(2,6)(4)    

ДКП-ІІ, 
N=8  

Hr(8) = (0)(1,3,9,5,15,13,7,11) 
(2,6,14,10) (4,12)   

Hc(8) = 
(0,1,4,2,7,6,3,5)       

ДКП-
ІІІ, N=8 

Hr(8) = 
(0,1,4,13,8,9,12,5)  

Hc(8)=(0)(1,3,9,5,15,13,7,11) 
 (2,6,14,10)(4,12)(8) 

ДКП-
ІV, N=8   

H(8) = (0,1,4,13,8,6,12,5) 

 
 

6 ОБГОВОРЕННЯ 
Твірні масиви H(n), що характеризуються числом 

підмасивів k, кількістю елементів Li в підмасиві, одно-
типністю елементів в підмасиві, визначають кількість 
та розміщення блочно-циклічних структур в базисних 
матрицях ДКП I–IV. Ці характеристики визначають в 
процесі синтезу алгоритму кількість ЦЗ та порядок 
об’єднання їхніх результатів, які виконуватимуться під 
час обчислення перетворень. Число підмасивів k в тві-
рному масиві H(n) визначається конкретним значенням 
N обсягу перетворень ДКП I–IV. У випадку, якщо об-
сяг N складене число, то число підмасивів в H(n) буде 
k>1, а елементи в підмасивах будуть кратні множникам 
розкладу обсягу перетворення. 

З поданих розділі 5 прикладів результатів твірних 
масивів H(n) та їхніх характеристик можна зазначити, 
що твірні масиви для ДКП-І, N=14, з k=1–3, 1–5 та для 
ДКП-IV, N=11 з k=1–3, 1–7 мають однакову обчислю-
вальну складність, а твірні масиви для ДКП-ІІ, N=20 з 
k=1–7, 3–7 мають різну обчислювальну складність. 

Обчислювальні затрати формування  циклічного 
розкладу підстановки залежать від T періоду базисної 
функції перетворення ДКП I–IV і включають: 

1) T операцій добутку за модулем [( i x j )mod T] для 
обчислення двох рядків для підстановки (у випадку 
коли перший рядок відповідає послідовності натураль-
ного кількість операцій зменшується вдвічі); 

2) від T до Tꞏ(T/3) доступів до елементів підстанов-
ки для формування твірного масиву H(T/2), де вважа-
тимемо (T/3) – максимальна кількість підмасивів для 
випадку, що їх розмірність 3 елементи.  

Для формування твірного масиву H(T/2) викорис-
тання першого рядка/стовпця аргументів функції бази-
сної матриці ДКП I–IV, що відповідає натуральному 
ряду, в якості підстановки BuildMatrixA[T] (рис. 1) 
зменшує кількість  доступів до елементів підстановки. 

Адже, в цьому випадку індекс рядка підстановки спів-
падає з його значенням. 

Твірні масиви зі зменшеною кількістю елементів 
рядків Hr(N) і стовпців  Hс(N) визначаються на основі 
твірного масиву H(T/2) відбором з нього підмасивів з 
першими непарними та парними елементами меншими 
N, які забезпечують обчислення N вихідних значень 
перетворення з використанням всіх вхідних даних. 

 
ВИСНОВКИ 

У роботі розглянуто особливості обчислення твір-
них масивів за двома підстановками для синтезу шви-
дких алгоритмів кожного з чотирьох основних видів 
ДКП I–IV на основі ЦЗ та спільного алгоритму визна-
чення циклічного розкладу підстановки, яка може 
складатись з набору циклічних підмасивів різної роз-
мірності.   

Наукова новизна роботи полягає в тому, що ви-
значено особливості формування підстановок та об-
числення за ними твірних масивів для кожного з чо-
тирьох видів ДКП I–IV, які використовують для син-
тезу ефективних алгоритмів обчислення перетворень 
на основі ЦЗ.  

Практичне значення застосування визначених 
відмінностей та спільних особливостей формування 
твірних масивів для синтезу алгоритмів обчислення 
ДКП I–IV дозволяє забезпечити ефективнішу програ-
мну [14] або апаратну [15] організацію виконання 
перетворень за кожним конкретним обсягом на основі 
ЦЗ.  

Напрям подальших досліджень полягає в дета-
льному аналізі блочно-циклічних структур базисних 
матриць за допомогою визначених характеристик тві-
рних масивів в процесі синтезу алгоритмів обчислен-
ня ДКП I–IV на основі ЦЗ. 
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ОСОБЕННОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОБРАЗУЮЩИХ МАССИВОВ  ДЛЯ СИНТЕЗА БЫСТРЫХ  
АЛГОРИТМОВ ДКП I–IV 

 
Процько И. О. – д-р техн. наук, доцент кафедры автоматизированных систем управления Национального университета 

«Львовская политехника», Украина. 
AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Дискретные косинусные преобразований обеспечивают высокую результативность приложений в со-
временных средствах обработки информации. Ведь вычисления прямых и обратных преобразований в действительной об-
ласти особенно актуально для эффективного решения конкретных практических задач в сфере информационных техноло-
гий. Применение быстрых преобразований со значительным уменьшением вычислительных затрат требует разработки но-
вых эффективных методов синтеза алгоритмов и их выполнения для различных видов действительных дискретных преобра-
зований. 

Цель работы – определение различий и общих особенностей вычисления образующих массивов для синтеза быстрых 
алгоритмов четырех основных видов дискретных косинусных преобразований на основе циклических сверток. 

Метод. В работе выполнен анализ особенностей вычисления образующих массивов на основании циклического разло-
жения подстановки, которая определяется из строк/столбцов аргументов базисных функций ядра дискретного косинусного 
преобразования. 

Результаты. Итогом исследования является определение и обобщение основных различий и общих особенностей ис-
числения образующих массивов для формирования блочно-циклических структур в базисных матрицах дискретного коси-
нусного преобразований произвольных размерностей. 

Выводы. В проведенном исследовании проанализированы особенности исчисления образующих массивов для четырех 
основных видов дискретных косинусных преобразований. Основная идея применения обобщенного математического аппа-
рата для эффективного вычисления различных видов дискретного косинусного преобразований на основе циклических 
сверток заключается в использовании образующих массивов, содержащих сжатое описание блочно-циклической структуры 
базиса преобразования. Образующие массивы определяются с помощью циклического разложения подстановки и обеспечи-
вают приведение базисной матрицы преобразования к набору циклических слева подматриц. Анализ особенностей выбора 
последовательностей подстановки, выполнение циклического разложения подстановки, отбор подмассив для формирования 
образующих массивов обеспечивают возможность эффективной организации вычислений для различных видов и размерно-
стей дискретных косинусных преобразований. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: дискретное косинусное преобразование, циклическая свертка, образующий массив, цикличе-
ского разложения подстановки. 
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PECULIARITIES OF COMPUTATION THE HASHING ARRAYS FOR THE SYNTHESIS  

OF FAST ALGORITHMS OF DCT I–IV 
Protsko I. O. – Dr. Sc., Associate Professor, Department of Automated Control Systems, Lviv Polytechnic National University, 

Lviv, Ukraine. 
 

ABSTRACT 
Actuality. Discrete cosine transforms provide high efficiency of applications in modern information processing facilities. After 

all, the computation of forward and reverse transforms in the real field is especially important for the effective solution of specific 
practical problems in the field of information technology. The use of fast transforms with a significant reduction in computational 
cost requires the development of new efficient methods for synthesizing algorithms and performing them for different types of real 
discrete transforms. 

The purpose of the work is to determine the differences and common features of computing hashing arrays for the synthesis of 
fast algorithms of four basic types of discrete cosine transforms based on cyclic convolutions. 

Method. The paper analyzes the peculiarities of the computation of hashing arrays based on the cyclic decomposition of a substi-
tution, which is determined from the rows/columns of arguments of the basic functions of the kernel of a discrete cosine transform. 

Results. The result of the research is to determine and generalize the main differences and common features of the computation 
of hashing arrays for the formation of block-cyclic structures in the basis matrices of discrete cosine transforms of arbitrary sizes. 

Conclusions. The research analyzes the peculiarities of computing hashing arrays for four main types of discrete cosine trans-
forms. The basic idea of using a generalized mathematical apparatus to efficiently compute different types of discrete cosine trans-
formations based on cyclic convolutions is to use hashing arrays containing a brief description of the block-cyclic structure of the 
transformation basis. Hashing arrays are determined by the cyclic decomposition of the substitution and ensure that the basic trans-
formation matrix is reduced to a set of cyclic left submatrices. The analysis of the peculiarities of the choice of the substitution se-
quences, the execution of the cyclic decomposition of the substitution, the selection of arrays for the formation of hashing arrays 
provide the possibility of efficient organization of computations for different types and sizes of discrete cosine transforms. 

KEYWORDS: discrete cosine transformation, cyclic convolution, hashing array, cyclic decomposition of the substitution. 
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