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ïîâ ãîëîñîâàíèÿ íå ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ îáðàáîò-
êè. Ðàññìîòðåííûé ñïåêòð ïîäõîäîâ ê êîððåëÿöèîí-
íîìó ãîëîñîâàíèþ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè êà÷åñòâåííûé
àíàëèç è ñäåëàòü âûâîäû ïî ïðèìåíåíèþ â ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà îñíîâå
ãîëîñîâàíèÿ ôðàãìåíòîâ ñîñòîèò â îáîñíîâàíèè ìîäå-
ëåé èåðàðõè÷åñêîé ìåðû äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ èçîáðà-
æåíèé, êîòîðàÿ íàöåëåíà íà ïîâûøåíèå ýôôåêòèâ-
íîñòè ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ â óñëîâèÿõ íåïîëíîé
èíôîðìàöèè îá àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòàõ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîâûøåííîé óñòîé÷èâîñòè ê ëîêàëüíûì ïîìåõàì ïî
ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäàìè ïðè ñîõðàíå-
íèè äîñòàòî÷íîé ïîìåõîçàùèùåííîñòè ê øóìó, ÷òî
ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàìè íà ðåàëüíûõ ïîëóòî-
íîâûõ èçîáðàæåíèÿõ.

Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ åãî
óíèâåðñàëüíîñòü â ïëàíå ó÷åòà ðàçíîîáðàçèÿ âîçìîæ-
íûõ óñëîâèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñïîçíàâàíèè âèçó-
àëüíûõ îáúåêòîâ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà
òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé ïî ìíîæåñòâó îòíîøåíèé ôðàãìåíòîâ.
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Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ³ç çàñòîñóâàííÿ
ïðîöåäóð ãîëîñóâàííÿ ó êîðåëÿö³éíèõ ìåòîäàõ ðîçï³çíà-
âàííÿ çîáðàæåíü. Âèâ÷åíî ñïîñîáè ôîðìóâàííÿ ñèñòåì
ôðàãìåíò³â, ôîðìàë³çîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ðîçï³çíà-
âàííÿ, ïðîàíàë³çîâàíî ð³çíîìàí³òí³ âàð³àíòè ãîëîñóâàí-
íÿ, øëÿõè âèáîðó îçíàê ôðàãìåíò³â òà âñòàíîâëåííÿ
â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ íèìè. Åêñïåðèìåíòàëüí³ ðåçóëüòàòè
ï³äòâåðäæóþòü åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ï³äõîäó.

The results of application of voting procedures in corre-
lation methods of image recognition are shown. The ways
of systems of fragments construction are studied. The rec-
ognition problem is formalized. The variety of voting pro-
cedures, the ways of choosing fragment characteristics and
the estab-lishment of the conformity between them are ana-
lyzed. The efficiency of the suggested approach is experi-
mentally.
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Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè âûïóêëûõ ôóíêöèé
íà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ. Ñòðîÿòñÿ îöåíêè ìè-
íèìóìà âûïóêëûõ ôóíêöèé äëÿ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ ïåðåñòàíîâîê, ïðè íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå. Ïîñòðîåíèå îöå-
íîê âêëþ÷àåò â ñåáÿ äîïîëíèòåëüíóþ ïðîöåäóðó îïòè-
ìèçàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè êëàññè÷åñêèå
êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà ÷àñòî ñ èçáûòêîì îïèñûâà-

þò îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé êîìáèíàòîðíûõ îï-
òèìèçàöèîííûõ çàäà÷ [1]. Â ðàáîòå [2] ââåäåí íîâûé
êëàññ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ – êîìïîçèöèîííûå
îáðàçû êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàòü îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé ñëîæíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà êîìïîçèöèîí-
íûõ îáðàçàõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ íåîáõîäèìî
ïðèìåíÿòü ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, êîòî-
ðûå áû ó÷èòûâàëè îñîáåííîñòè ââåäåííîãî êëàññà
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

© Ãðåáåííèê È. Â., Áàðàíîâ À. Â., 2009
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Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ êîìáèíàòîðíûõ îï-
òèìèçàöèîííûõ çàäà÷ îñíîâàí íà äåêîìïîçèöèè ìíî-
æåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñ äàëüíåéøåé îöåíêîé
ìèíèìóìà ôóíêöèè öåëè íà ïîäìíîæåñòâàõ [3, 4].
Óñëîâèåì ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íàëè-
÷èå ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ìèíèìóìà ôóíêöèé íà ìíî-
æåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è åãî ïîäìíîæåñòâàõ.
Èññëåäîâàíèå îöåíîê ìèíèìóìà ïðîâåäåì äëÿ êëàñ-
ñà âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ
îöåíîê ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíêöèé íà êëàññàõ êîì--
áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïåðåñòàíîâîê ñ ó÷åòîì ëèíåé-
íûõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

(1)

ãäå M – êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî, 
Â êà÷åñòâå M ìîãóò âûñòóïàòü ðàçëè÷íûå êîìáè-

íàòîðíûå ìíîæåñòâà [5] â òîì ÷èñëå è ìíîæåñòâà ñ
áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé – êîìïîçèöèîííûå îáðàçû
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ [2, 6]. Â ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ äâà ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà êîìïîçèöèîííûõ
îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ: êîìïîçèöèÿ ïåðå-
ñòàíîâîê è ïåðåñòàíîâêè êîðòåæåé. Ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèÿ äàííûõ ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ
[2, 6, 7]. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÈ ÊÎÐÒÅÆÅÉ 
È ÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ Pnk, T1, T2, …, Tn, ïîðîæäåííûé ìíîæå-

ñòâàìè   …, 

Çäåñü  – êîðòåæ, ñîñòàâëåííûé

èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà   

  Ïðè ýòîì ñðåäè n ìíîæåñòâ Ti

ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷å-

ðåç  èëè  è íàçîâåì ìíîæåñò-

âîì ïåðåñòàíîâîê êîðòåæåé. Ìíîæåñòâî  ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê êîðòåæåé

 òî åñòü óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ

âèäà  

 ãäå   

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà  îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà

òîëüêî ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ êîðòåæåé  â íàáîðàõ.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáèíàòîð-

íûõ ìíîæåñòâ Pnk,   …,  ïîðîæäåí-

íûé ìíîæåñòâàìè   …,

 Çäåñü Pnk – ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê

èç n ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè,

   Òàêîå ìíîæåñòâî íàçîâåì êîì-

ïîçèöèåé ïåðåñòàíîâîê è îáîçíà÷èì PWN. Ìíîæåñò-

âî PWN ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà 

ãäå    Â íà-

áîðå  k ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íû-

ìè, ñðåäè ýëåìåíòîâ  ðîâíî kj ðàçëè÷-

íûõ. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà PWN áó-

äóò ðàçëè÷àòüñÿ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ êîðòåæåé ei è

ýëåìåíòîâ âíóòðè êîðòåæåé.

Ïðîèçâåäåì ïîãðóæåíèå êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñò-
âà M â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî [8]. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ãðóæåíèÿ êàæäîìó ýëåìåíòó êîìáèíàòîðíîãî ìíî-
æåñòâà ñòàâèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñò-
âèå òî÷êà ïðîñòðàíñòâà 

 

 

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó
îïòèìèçàöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:

 

(2)

ãäå     
 Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà M ìîãóò âûñòóïàòü

ìíîæåñòâî Pnk ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ, k èç êî-
òîðûõ ðàçëè÷íû, ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê êîðòåæåé

 èëè êîìïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâîê PWN è äðóãèå
êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì 

 

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ìåòîäû [9, 10], ïîñòðîèì âû-
ïóêëîå (ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì ρ) ïðîäîëæå-
íèå   ôóíêöèè öåëè  çàäà÷è (2) íà âûïóê-
ëîå ìíîæåñòâî  ãäå  – âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Ez. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïîñòðîå-
íèÿ ïîëó÷èì âûïóêëóþ èëè ñèëüíî âûïóêëóþ ôóíê-
öèþ ϕ(x), êîòîðàÿ â òî÷êàõ êîìáèíàòîðíîãî ìíî-
æåñòâà Ez ïðèíèìàåò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è èñõîäíàÿ
ôóíêöèÿ Φ(x), ò. å. äëÿ  Â ðÿäå
ñëó÷àåâ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé  ìîæ-
íî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Òîãäà çàäà÷à (2) ìîæåò áûòü çàìåíåíà ñëåäóþùåé
çàäà÷åé îïòèìèçàöèè:

k α( ) extr,→

α A M,⊆∈

k:M R1.→

z1
1 z2

1 … zm
1, , ,{ }, z1

2 z2
2 … zm

2, , ,{ }, z1
n z2

n … zm
n, , ,{ }.

Ti z1
i z2

i … zm
i, , ,( ){ }=

z1
i z2

i … zm
i, , ,{ }, zj

i R,∈ i Jn∈ =
1 2 … n, , ,{ },= j Jm.∈

PTnk T1 T2 … Tn, , ,( ) PTnk
m

PTnk
m

zi z1
i z2

i … zm
i, , ,( ),=

w PTnk
m ,∈ w z

i1 z
i2 … z

in, , ,( )= = z1

i1 z2

i1 … zm

i1 z1

i2, , , , ,(

z2

i2 … zm

i2 … z1

in z2

in … zm

in, , , , , , , ), is js Jn,∈, is js,≠ s Jn.∈

PTnk
m

zi

Pm1k1
, Pm2k2

, Pmnkn

a1
1 a2

1 … am1

1, , ,{ }, a1
2 a2

2 … am1

2, , ,{ },

a1
n a2

n … amn

n, , ,{ }.

ai
j R1,∈ i Jmi

,∈ j Jn.∈

ei1
ei2

… ein
, , ,( ),

i1 i2 … in, , ,( ) Ln,∈ ei as1

i as2

i … asmi

i, , ,( ),= i Jn.∈

ei1
ei2

… ein
, , ,( )

as1

j as2

j … asmj

j, , ,

RN:

f:M RN,→ α∀ α1 α2 … αN, , ,( ) M,∈=

x f α( ) x1 x2 … xN, , ,( ) E RN,⊂∈= = xi αi,=

i JN∈ 1 2 3 … N, , , ,{ }.=

Φ x( ) min,→

x X Ez RN,⊂⊆∈

x f α( ),= ϕ x( ) κ α( )= α M,∈∀ X f A( ),= Ez =
f M( ).=

PTnk
m

Enk f Pnk( ),=
ETnk

m f PTnk
m( ),= EWN f PWN( ).=

ϕ x( ) Φ x( )
V convEz,⊇ convEz

ϕ x( ) Φ x( )= x Ez.∈∀
X Ez⊆



83

È. Â. Ãðåáåííèê, À. Â. Áàðàíîâ: ÎÖÅÍÊÈ ÌÈÍÈÌÓÌÀ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÀ ÊËÀÑÑÀÕ 
ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

(3)

ãäå ϕ(x) – âûïóêëàÿ (ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ ïàðàìåòðîì
) íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå  ôóíêöèÿ,

  

Ñ öåëüþ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)
ïîñòðîèì îöåíêè ìèíèìóìà ôóíêöèè ϕ(x) íà ìíîæå-
ñòâå   Ðàññìîòðèì
ñëó÷àè, êîãäà 

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè ìèíèìóìà âûïóêëûõ è
ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà åâêëèäîâûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâàõ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-
íèé íà ïåðåìåííûå, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòàõ [3, 14].

Ïóñòü ϕ(x) – âûïóêëîå äèôôåðåíöèðóåìîå ïðî-
äîëæåíèå ôóíêöèè Φ(x) íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî

 Òîãäà äëÿ ëþáîãî  ñïðàâåäëèâî:

(4)

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ϕ(x) – ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïà-
ðàìåòðîì  ïðîäîëæåíèå íà  ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

(5)

ãäå 

Åñëè ϕ(x) – ñèëüíî âûïóêëîå äèôôåðåíöèðóåìîå
ñ ïàðàìåòðîì  ïðîäîëæåíèå, íà âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî  òîãäà

(6)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé îöåíîê (4)–
(6) íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷è äâóõ òèïîâ â èõ ïðà-
âûõ ÷àñòÿõ. Ïåðâàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó
îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè:

 (7)

Ðåøåíèþ çàäà÷è (7) ïîñâÿùåíû ðàáîòû [11–12].
Îäíàêî íè îäèí èç ïðåäëîæåííûõ â íèõ ìåòîäîâ íå
ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

Âòîðàÿ çàäà÷à – ýòî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìó-
ìà íîðìû ðàçíîñòè:

(8)

ãäå  

Çàäà÷è (7)–(8) ðåøàþòñÿ ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìî-
ñòè îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íå ïåðå-
ìåííûå è â çàâèñèìîñòè îò òèïà êîìáèíàòîðíîãî ìíî-
æåñòâà Ez. Åñëè â çàäà÷å (3) íåò äîïîëíèòåëüíûõ îã-
ðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå ( ), òîãäà â ýòîì ñëó-
÷àå ðåøåíèå ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå [13].

Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è (7), êîãäà Ez ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî EWN. Ïóñòü ìíîæåñòâî PWN

ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè   Ñî-
ãëàñíî [13], ðåøåíèåì çàäà÷è (7) áóäåò òî÷êà 

 ãäå   

 è  òàêîâû, ÷òî 

 è  à ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
 ïðè  Çäåñü  – ââåäåííîå

îòíîøåíèå ïîðÿäêà:

ãäå  à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì:

 

 

 

 

Åñëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (3) îã-
ðàíè÷åíà ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè  òîãäà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (7)–(8) ìîæíî èñïîëüçîâàòü èç-
âåñòíûå ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, îïèñàí-

ϕ x( ) min,→

Cx d,≤

x Ez,∈

ρ 0> V convEz⊃
C cij[ ]m n× ,= cij R,∈ d Rn.∈

P x x Ez Rn Cx d≤,⊂∈{ },= x V.∈
Ez Enk ETnk

m EWN,,{ }.∈

V convEz.⊃ x V∈

ϕ y( )
y P∈
min ϕ x( ) ϕ x( ) x,∇( )– ϕ x( ) y,∇( )

y P∈
min .+≥

ρ 0> V convEz,⊃

ϕ y( ) ϕ y*( )≥
y P∈
min ρ y y*– 2

y P∈
min ,⋅+

y* ϕ y( )
y V∈
min .arg=

ρ 0>
V convEz,⊃

ϕ y( )
y P∈
min ϕ x( ) 1

4ρ
------ ϕ x( )∇ 2– +≥

ρ y x– 1
2ρ
------ ϕ x( )∇+

2

y P∈
min .+

∂ϕ x( )
∂xj

---------------yj min,→
j 1=

N

∑ y P.∈

g y( ) y d– 2 yi di–( )2 ,
y P∈
min→

i 1=

N

∑= =

d d1 d2 … dN, , ,( ),= d Rn.∈

P Ez=

e1
i e2

i … em
i, , ,{ }, i Jn.∈

y* =

y*1 y*2 … y*N, , ,( ) EWN,∈= y*j 1–( )m rt+ est

ij,= t Jm,∈ j Jn,∈

r1 r2 … rm, , ,{ } s1 s2 … sm, , ,{ } c j 1–( )m s1+ ≥

c j 1–( )m s2+ … c j 1–( )m sm+≥ ≥ ≥ er1

ij er2

ij … erm

ij ,≤ ≤ ≤

i1 i2 … im, , ,{ }
,...

21 nicc
i

c
i eee ppp c ϕ x( ).∇=

c
p

eij c
p eik

e1

ij e2

ij … em

ij, , ,( )⇔
c
p e1

ik e2

ik … em

ik, , ,( ) ⇔

c j 1–( )m st+ ept

ij c k 1–( )m rt+ eqt

ik –
t 1=

m

∑+
t 1=

m

∑⎝⎜
⎛

⎝
⎜
⎛

⇔

c j 1–( )m αt+ eγt
ik c k 1–( )m βt+ eδt

ij

t 1=

m

∑–
t 1=

m

∑–
⎠
⎟
⎞

0≤
⎠
⎟
⎞
,

i Jn,∈

s1 s2 … sm, , ,{ }:c j 1–( )m s1+ c j 1–( )m s2+ … c j 1–( )m sm+ ,≥ ≥ ≥

p1 p2 … pm, , ,{ }:ep1

ij ep2

ij … epm

ij ,≤ ≤ ≤

q1 q2 … qm, , ,{ }:eq1

ik eq2

ik … eqm

ik ,≤ ≤ ≤

r1 r2 … rm, , ,{ }:c k 1–( )m r1+ c k 1–( )m r2+ … c k 1–( )m rm+ ,≥ ≥ ≥

α1 α2 … αm, , ,{ }:c j 1–( )m α1+ c j 1–( )m α2+ … c j 1–( )m αm+ ,≥ ≥ ≥

γ1 γ2 … γm, , ,{ }:eγ1
ij eγ2

ij … eγm
ij ,≤ ≤ ≤

δ1 δ2 … δm, , ,{ }:eδ1

ik eδ2

ik … eδm

ik ,≤ ≤ ≤

β1 β2 … βm, , ,{ }:c k 1–( )m β1+ c k 1–( )m β2+ … c k 1–( )m βm+ .≥ ≥ ≥

P Ez,⊂
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íûå â [1]. Îäíàêî ýòè ìåòîäû ïðè áîëüøèõ ðàçìåð-
íîñòÿõ çàäà÷è òðåáóþò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ è
âðåìåííûõ ðåñóðñîâ. Â [14] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðå-
øåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ íà îñíîâå ñëó÷àéíîãî ïî-
èñêà.

Îòìåòèì, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû îöåíêè (4)–(6) çà-
âèñÿò îò âûáîðà òî÷êè  ñ äðóãîé ñòîðîíû êîí-
ñòðóêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî âûïóêëûõ
ïðîäîëæåíèé ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ñèëüíî âûïóêëîå
ïðîäîëæåíèå äëÿ ëþáîãî  Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ çíà÷åíèé ïðàâûõ ÷àñòåé ñî-
îòíîøåíèé (4)–(6) ïî ýòèì ïàðàìåòðàì. Ââåäåì ñëå-
äóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(9)

(10)

(11)

Ýôôåêòèâíûìè îöåíêàìè ìèíèìóìà áóäóò ÿâëÿòü-
ñÿ òàêèå îöåíêè, êîòîðûå ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæàþò-
ñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3). Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõî-
äèìî ñòðåìèòüñÿ ê ïîëó÷åíèþ âîçìîæíî áîëüøèõ ïî
âåëè÷èíå îöåíîê (4)–(6). Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

 (12)

 (13)

  (14)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ (12)–(14) çàòðóäíå-
íî èç-çà ñëîæíîñòè âûðàæåíèé (9)–(11). Ïîýòîìó
ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû ÷èñëåííî ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðîâåäå-
íû ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ðàññìîò-
ðèì â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (3) êâàäðà-
òè÷íóþ ôóíêöèþ âèäà

(15)

ãäå  – ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà,   

Ñãåíåðèðóåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì èñõîäíûå äàííûå
çàäà÷è (3): ìàòðèöû A è B, ýëåìåíòû, ïîðîæäàþùèå
ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà 

Â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ çàäà÷ íåáîëü-
øîé ðàçìåðíîñòè ñðàâíèâàëèñü çíà÷åíèÿ îöåíîê è
òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ïóòåì ïîëíîãî
ïåðåáîðà.

Îöåíêè (4)–(6) ðàññ÷èòûâàëèñü â ñëó÷àéíî ñãåíå-
ðèðîâàííîé òî÷êå  Ïîñëå ýòîãî ðåøàëèñü çàäà-
÷è îïòèìèçàöèè îöåíîê (12)–(14) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
äåôîðìèðóåìîãî ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
(7)–(8) ïðè  èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä íà îñíîâå
ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, îïèñàííûé â [14]. Äëÿ ñëó÷àÿ

 ðåøåíèå çàäà÷ (7)–(8) ïðèâåäåíî â [13].

Äëÿ êàæäîé òåñòîâîé çàäà÷è âû÷èñëÿëàñü õàðàêòå-
ðèñòèêà dl, õàðàêòåðèçóþùàÿ â äîëÿõ åäèíèöû ñòå-
ïåíü ïðèáëèæåíèÿ îöåíêè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â
òàáë. 1 è 2. Çäåñü el – çíà÷åíèå îöåíîê â òåñòîâîé
òî÷êå,  – çíà÷åíèå îöåíîê ïðè îïòèìàëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà ρ è òî÷êè  tl – âðåìÿ, çàòðà-
÷åííîå íà âû÷èñëåíèå el,  – âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà
ðåøåíèå çàäà÷ (12)–(14),  ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå
(4),  – îöåíêå (5),  – îöåíêå (6).

Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè, îöåíêè e1

è e3 óäàëîñü ïðèáëèçèòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â ñðåä-
íåì íà 70–80 ïðîöåíòîâ (ñì. ðèñ. 1 è ðèñ. 2). Îöåí-
êà e2 îêàçàëîñü íåýôôåêòèâíîé ò. ê. óäàëîñü åå óñè-
ëèòü ëèøü íåçíà÷èòåëüíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñ ðîñ-
òîì ðàçìåðíîñòè ðàñòåò çíà÷åíèå . Äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ðàçìåðíîñòüþ 3 ïåðåìåííûå òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà
1 ñåêóíäû. Íà ðåøåíèå çàäà÷è â 15 ïåðåìåííûõ óõî-
äèò 35 ñåêóíä (äëÿ ñëó÷àÿ ) è áîëåå 300 ñå-
êóíä äëÿ ñëó÷àÿ 

ÂÛÂÎÄÛ

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå îöåíêè ìèíèìóìà âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé íà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ ñ
äîïîëíèòåëüíîé îïòèìèçàöèåé ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-
çàöèè.

2. Ðàçðàáîòàííàÿ ñõåìà îïòèìèçàöèè îöåíîê ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûå îöåíêè ìèíèìóìà âûïóê-
ëûõ ôóíêöèé íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ ïåðåñòàíîâîê.

3. Çíà÷åíèÿ îöåíîê íà êëàññàõ ìíîæåñòâ ïåðåñòà-
íîâîê â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè

 Èçìåíÿÿ ïàðàìåòð ρ, óäàëîñü äîñòè÷ü ëèøü
íåçíà÷èòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ îöåíîê.

4. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ îöåíîê íåîáõîäè-
ìû çíà÷èòåëüíûå âðåìåííûå çàòðàòû, ÷òî îãðàíè÷è-
âàåò èõ ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè.

x V,∈

ρ 0.>

e1 x( ) ϕ x( ) ϕ x( ) x,∇( )– ϕ x( ) y,∇( ),
y P∈
min+=

e2 ρ( ) ϕ y*( ) ρ y y*– 2

y P∈
min ,⋅+=

e3 x ρ,( ) ϕ x( ) 1
4
--- ϕ x( )∇ 2– +=

ρ y x– 1
2ρ
------ ϕ x( )∇+

2

y P∈
min .+

e1 x( ) max,→ x V,∈

e2 ρ( ) max,→ ρ ρ0,>

e3 x ρ,( ) max,→ x V,∈ ρ ρ0.>

ϕ x( ) Ax x,( ) B x,( ) min,→+=

A aij[ ]m n×=
aij R,∈ B Rn,∈ x Rn.∈

Ez Enk ETnk
m EWN,,{ }.∈

x V.∈

P Ez⊂

P Ez=

e*l
x V,∈

t*l
l 1=

l 2= l 3=

t*l

P Ez=
P Ez.⊂

x V.∈
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Òàáëèöà 1 – Ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ 

Ðèñóíîê 1 – Ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê äëÿ ñëó÷àÿ 

P Ez=

P Ez=
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Äîñë³äæóþòüñÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ îïóêëèõ ôóíêö³é
íà êîìá³íàòîðíèõ ìíîæèíàõ. Áóäóþòüñÿ îö³íêè ì³í³-
ìóì³â îïóêëèõ ôóíêö³é äëÿ êëàñ³â êîìá³íàòîðíèõ ìíî-
æèí ïåðåñòàíîâîê, ç óðàõóâàííÿì òà áåç óðàõóâàííÿ
ë³í³éíèõ îáìåæåíü íà çì³íí³. Ïîáóäîâà îö³íîê âêëþ÷àº â
ñåáå äîäàòêîâó ïðîöåäóðó îïòèì³çàö³¿. Íàâîäÿòüñÿ
ïðèêëàäè, àíàë³çóþòüñÿ ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ
åêñïåðèìåíò³â.

The paper is devoted to the problem of convex func-
tions optimization on combinatorial sets. Estimates of con-
vex function minimum are constructed for different classes
of combinatorial sets of permutations, with or without lin-
ear constraints on the variables. Estimates construction in-
cludes an addi-tional procedure of optimization. Examples
are given; results of numerical experiments are analyzed.
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Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû Õàññå – Âèòòà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
ñïåöèàëüíîãî âèäà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ôîðìó-
ëû áèíîìà Íüþòîíà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äâóõêëþ÷åâàÿ êðèïòîãðàôèÿ îñíîâàíà íà òðóäíî-
ñòè ðåøåíèÿ îïðåäåëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Íà
ïåðâûõ ïîðàõ ðàçâèòèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ òàêèìè çà-
äà÷àìè ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëîæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè è äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâà-
íèå â ïðîñòîì ïîëå Ãàëóà. Ñîâðåìåííûå ñòàíäàðòû
öèôðîâîé ïîäïèñè è íàïðàâëåííîãî øèôðîâàíèÿ îñ-
íîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè îïåðàöèé â ãðóïïàõ òî÷åê
ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Îíè îáåñïå÷èâàþò ìåíüøèå
äëèíû ïàðàìåòðîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå âûñîêîå
áûñòðîäåéñòâèå ïðè ñîõðàíåíèè çàäàííîãî óðîâíÿ
ñòîéêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, íûíå äåéñòâóþùèé â Óêðàè-
íå ñòàíäàðò ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ïîäïèñè ÄÑÒÓ
4145-2002 îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ â ãðóïïå òî-
÷åê ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, îïðåäåëåííûõ íàä ðàñøè-
ðåííûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Åñòåñòâåííûì òåîðåòè÷åñêèì è ïðàêòè÷åñêèì îáîá-
ùåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðýëëèï-
òè÷åñêèå êðèâûå. Èñòî÷íèêîì àáåëåâîé ãðóïïû â
ýòîì ñëó÷àå âûñòóïàåò ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ
(ÿêîáèàí) ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Òåîðèÿ äèâè-

çîðîâ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñåãîäíÿ èãðàåò
âàæíóþ ðîëü è ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèñòåì, îñíî-
âàííûõ íà ñïàðèâàíèÿõ Âåéëÿ è Òåéòà, à òàêæå ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (ìåòîä ñïóñêà Âåéëÿ).

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèïå-
ðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçìåð
îñíîâíîãî ïîëÿ, íàä êîòîðûì îïðåäåëåíà êðèâàÿ,
óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ðîäó êðèâîé áåç ïîòå-
ðè ñòîéêîñòè, õîòÿ ñàìà ôîðìóëà ãðóïïîâîãî ñëîæå-
íèÿ âûãëÿäèò áîëåå ãðîìîçäêî.

Ñðåäè âàæíûõ íàïðàâëåíèé ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñî-
âðåìåííûõ òåõíîëîãèé ïðèìåíåíèÿ ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêèõ êðèâûõ â êðèïòîãðàôèè ìîæíî âûäåëèòü çà-
äà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëåíèåì ïîðÿäêîâ ÿêîáèàíîâ
êðèâûõ, êîòîðûå è ñåãîäíÿ ñ÷èòàþòñÿ âû÷èñëèòåëü-
íî ñëîæíûìè [1, 2].

Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû Õàññå – Âèòòà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîé ìîæíî ðåøèòü çà-
äà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÿêîáèàíà ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé [1, 2]. Ýòîò ìåòîä òðåáóåò äëÿ ðåàëè-
çàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò
ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè. Îí îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà è ïðèìåíèì äëÿ
êðèâûõ ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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