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Íàä³éøëà 16.09.2008

Äîñë³äæóþòüñÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ îïóêëèõ ôóíêö³é
íà êîìá³íàòîðíèõ ìíîæèíàõ. Áóäóþòüñÿ îö³íêè ì³í³-
ìóì³â îïóêëèõ ôóíêö³é äëÿ êëàñ³â êîìá³íàòîðíèõ ìíî-
æèí ïåðåñòàíîâîê, ç óðàõóâàííÿì òà áåç óðàõóâàííÿ
ë³í³éíèõ îáìåæåíü íà çì³íí³. Ïîáóäîâà îö³íîê âêëþ÷àº â
ñåáå äîäàòêîâó ïðîöåäóðó îïòèì³çàö³¿. Íàâîäÿòüñÿ
ïðèêëàäè, àíàë³çóþòüñÿ ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ
åêñïåðèìåíò³â.

The paper is devoted to the problem of convex func-
tions optimization on combinatorial sets. Estimates of con-
vex function minimum are constructed for different classes
of combinatorial sets of permutations, with or without lin-
ear constraints on the variables. Estimates construction in-
cludes an addi-tional procedure of optimization. Examples
are given; results of numerical experiments are analyzed.
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Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû Õàññå – Âèòòà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
ñïåöèàëüíîãî âèäà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ôîðìó-
ëû áèíîìà Íüþòîíà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äâóõêëþ÷åâàÿ êðèïòîãðàôèÿ îñíîâàíà íà òðóäíî-
ñòè ðåøåíèÿ îïðåäåëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Íà
ïåðâûõ ïîðàõ ðàçâèòèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ òàêèìè çà-
äà÷àìè ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëîæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè è äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâà-
íèå â ïðîñòîì ïîëå Ãàëóà. Ñîâðåìåííûå ñòàíäàðòû
öèôðîâîé ïîäïèñè è íàïðàâëåííîãî øèôðîâàíèÿ îñ-
íîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè îïåðàöèé â ãðóïïàõ òî÷åê
ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Îíè îáåñïå÷èâàþò ìåíüøèå
äëèíû ïàðàìåòðîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå âûñîêîå
áûñòðîäåéñòâèå ïðè ñîõðàíåíèè çàäàííîãî óðîâíÿ
ñòîéêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, íûíå äåéñòâóþùèé â Óêðàè-
íå ñòàíäàðò ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ïîäïèñè ÄÑÒÓ
4145-2002 îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ â ãðóïïå òî-
÷åê ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, îïðåäåëåííûõ íàä ðàñøè-
ðåííûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Åñòåñòâåííûì òåîðåòè÷åñêèì è ïðàêòè÷åñêèì îáîá-
ùåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðýëëèï-
òè÷åñêèå êðèâûå. Èñòî÷íèêîì àáåëåâîé ãðóïïû â
ýòîì ñëó÷àå âûñòóïàåò ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ
(ÿêîáèàí) ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Òåîðèÿ äèâè-

çîðîâ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñåãîäíÿ èãðàåò
âàæíóþ ðîëü è ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèñòåì, îñíî-
âàííûõ íà ñïàðèâàíèÿõ Âåéëÿ è Òåéòà, à òàêæå ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (ìåòîä ñïóñêà Âåéëÿ).

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèïå-
ðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçìåð
îñíîâíîãî ïîëÿ, íàä êîòîðûì îïðåäåëåíà êðèâàÿ,
óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ðîäó êðèâîé áåç ïîòå-
ðè ñòîéêîñòè, õîòÿ ñàìà ôîðìóëà ãðóïïîâîãî ñëîæå-
íèÿ âûãëÿäèò áîëåå ãðîìîçäêî.

Ñðåäè âàæíûõ íàïðàâëåíèé ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñî-
âðåìåííûõ òåõíîëîãèé ïðèìåíåíèÿ ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêèõ êðèâûõ â êðèïòîãðàôèè ìîæíî âûäåëèòü çà-
äà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëåíèåì ïîðÿäêîâ ÿêîáèàíîâ
êðèâûõ, êîòîðûå è ñåãîäíÿ ñ÷èòàþòñÿ âû÷èñëèòåëü-
íî ñëîæíûìè [1, 2].

Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû Õàññå – Âèòòà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîé ìîæíî ðåøèòü çà-
äà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÿêîáèàíà ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé [1, 2]. Ýòîò ìåòîä òðåáóåò äëÿ ðåàëè-
çàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò
ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè. Îí îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà è ïðèìåíèì äëÿ
êðèâûõ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

GF 2m( ).
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1 ÊÐÀÒÊÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÌÅÒÎÄÎÂ 
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÏÎÐßÄÊÀ ßÊÎÁÈÀÍÎÂ 
ÃÝÊ

Ïóñòü Fq − êîíå÷íîå ïîëå è ïóñòü  − àëãåáðàè-
÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Fq. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ C ðîäà  íàä ïîëåì Fq ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
[3] íàáîð ðåøåíèé  óðàâíåíèÿ

(1)

ãäå  − ïîëèíîì ñòåïåíè íå áîëåå g, 
 − íîðìèðîâàííûé ïîëèíîì ñòåïåíè  è

íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé (îñîáûõ òî÷åê)  
êîòîðûå áû îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ
(1) è óðàâíåíèÿì  è 
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà  òàêæå
ïðèíàäëåæèò êðèâîé.

Îïåðàòîð Êàðòåðà – Ìàíèíà êðèâîé, îïðåäåëåííîé
íàä êîíå÷íûì ïîëåì, âìåñòå ñ ìàòðèöåé Õàññå – Âèò-
òà [4, 5] óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ àðèôìå-
òè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÿêîáèàíà êðèâîé. Ýòà ìàòðèöà èñ-
ïîëüçóåòñÿ êàê ÷àñòü ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ïî-
ðÿäêà ÿêîáèàíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíûì
ïàðàìåòðîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñòîéêîñòè êðèïòîñèñòå-
ìû íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ [6].

Êàê èçâåñòíî, ïîðÿäîê ÿêîáèàíà ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé îãðàíè÷åí èíòåðâàëîì Õàññå – Âåéëÿ.

(2)

ãäå q – õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ, íàä êîòîðûì
îïðåäåëåíà êðèâàÿ, g – ðîä êðèâîé.

Â íàøåé ðàáîòå [2] ïðèâåäåí îáùèé àíàëèç ñóùå-
ñòâóþùèõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÿêîáèàíîâ
ÃÝÊ. Îòìå÷åíî, ÷òî ïîðÿäîê ÿêîáèàíà íàïðÿìóþ çà-
âèñèò îò êîëè÷åñòâà òî÷åê êðèâîé íàä îñíîâíûì ïî-
ëåì è åãî ðàñøèðåíèÿìè q2, …, qg [1]. Â îáùåì
ñëó÷àå îïåðàöèÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà òî÷åê êðè-
âîé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíîé. Èññëåäîâàòå-
ëÿìè áûëè âûäåëåíû ÷àñòíûå âèäû êðèâûõ (êðèâûå
Êîáëèöà, êðèâûå Ôóðóêàâû), äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáî-
òàíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÿêî-
áèàíà.

Îñíîâíàÿ èäåÿ áîëüøèíñòâà ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ
ïîðÿäêà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ýíäîìîðôèçìà
Ôðîáåíèóñà.

Äëÿ   ýòî îòîáðàæåíèå âèäà

(3)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ýíäîìîðôèçìà
Ôðîáåíèóñà íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûé ïîëèíîì ñòå-
ïåíè 2g ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà Z:

(4)

Ïðè ýòîì
(5)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÿêîáèàíà
äîñòàòî÷íî íàéòè êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ïîëèíîìà ýíäîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà.

Äðóãèå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÿêîáèàíà, íà-
ïðèìåð òàêèå, êàê p-àäè÷åñêèå ìåòîäû, èñïîëüçóþ-
ùèå àëãîðèòì Kedlaya, ýôôåêòèâíû â ïîëÿõ ìàëîé
õàðàêòåðèñòèêè.

Äëÿ êðèâûõ íàä áîëüøèìè ïðîñòûìè ïîëÿìè íàè-
áîëåå ïåðñïåêòèâíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà, èñïîëü-
çóþùåãî îïåðàòîð Êàðòåðà – Ìàíèíà è ìàòðèöó Õàñ-
ñå – Âèòòà [4, 5]. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà äàåò âîç-
ìîæíîñòü îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ïîëèíîìà ýíäîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà ïî ìîäó-
ëþ õàðàêòåðèñòèêè îñíîâíîãî ïîëÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò îã-
ðàíè÷èòü èíòåðâàë èõ ïîèñêà çíà÷åíèÿìè, êðàòíûìè
õàðàêòåðèñòèêå îñíîâíîãî ïîëÿ.

Ìàòðèöà Õàññå – Âèòòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èí-
âàðèàíòà Õàññå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå [3]. Ïóñòü γk − êîýôôèöèåíò ïîëèíî-
ìà  ïðè ïåðåìåííîé ñòåïåíè k. Ìàò-
ðèöà Õàññå – Âèòòà – ýòî ìàòðèöà ðàçìåðà  ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fq, çàäàííàÿ êàê

(6)

Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà Êàðòåðà – Ìàíèíà
 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé

òåîðåìîé.
Òåîðåìà 1 [4]. Ïóñòü C − ÃÝÊ ðîäà g, îïðåäåëåí-

íàÿ íàä ïîëåì Fq è  Ïóñòü H − ìàòðèöà

Õàññå – Âèòòà êðèâîé C è ïóñòü 

 ãäå  − ýòî ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëå-
ìåíòîâ H, âîçâåäåííûõ â ñòåïåíü t. Ïóñòü 

 − õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàò-

ðèöû M, òîãäà 

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Êàð-
òåðà – Ìàíèíà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìàòðèöû
Õàññå – Âèòòà, à èìåííî, â âîçâåäåíèè ïîëèíîìà â
áîëüøóþ ñòåïåíü

(7)

Òðèâèàëüíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ñîñòîèò â ïîëíîì âîçâåäåíèè ïîëèíîìà
â áîëüøóþ ñòåïåíü è âûáîðå íóæíûõ êîýôôèöèåíòîâ
èõ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøîãî p, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâè-
åì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòîéêîé êðèïòîñèñòåìû, òðåáóåòñÿ

Fq

g 1≥
x y,( ) Fq Fq×∈

C:y2 h x( )y+ f x( ),=

h x( ) Fq x[ ]∈ f x( ) ∈
Fq x[ ]∈ 2g 1+

x y,( ) Fq Fq,×∈

2y h x( )+ 0= h′ x( )y f′ x( )– 0.=
P∞

q 1–( )
2g

#J C Fq⁄( ) q 1+( )
2g

,≤≤

K Fq,= q pm=

φq φ
p

m : x xp
m

.→=

χq T( ) T2g a1T
2g 1– … agT

g+ + + +=

ag 1– qTg 1– … a1q
g 1– T qg.+ + + +
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ñëèøêîì ìíîãî ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ è âû÷èñëåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëèøêîì ìåäëåííûì äàæå äëÿ êðèâûõ âòîðî-
ãî ðîäà.

Â ðàáîòå [3] ïðèâîäèòñÿ îïòèìèçèðîâàííûé ìåòîä
îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Õàññå – Âèòòà êàê
òåðìîâ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ôîðìóëû 

Åãî ñëîæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ãäå RM(s) − ÷èñëî îïåðàöèé êîëüöà ïðè óìíîæåíèè
äâóõ  ìàòðèö íàä êîëüöîì; RP(s) − ÷èñëî îïåðà-
öèé êîëüöà ïðè óìíîæåíèè äâóõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè
s íàä êîëüöîì; μ − êîíñòàíòà òàêàÿ, ÷òî äâà B-áèòî-
âûõ öåëûõ ìîãóò áûòü óìíîæåíû çà âðåìÿ 

Èçëîæèì òåïåðü ñóùíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.

2 MÅÒÎÄ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 
ÌÀÒÐÈÖÛ ÕÀÑÑÅ – ÂÈÒÒÀ

Çà îñíîâó áåðåòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ýíäîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà, îñ-
íîâàííûé íà òåîðåìå 1. Ñàìîé òðóäîåìêîé îïåðàöèåé
â ýòîì ìåòîäå ÿâëÿåòñÿ âîçâåäåíèå ïîëèíîìà f(x) â
ñòåïåíü 

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû

Õàññå – Âèòòà íåîáõîäèìî ëèøü  êîýôôèöèåíòîâ

ïîëó÷åííîãî ïîëèíîìà γ(x).
Êàê ïîêàçàíî â [3], äëÿ çíà÷åíèé  óðàâíåíèå

ëþáîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íåñëîæíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(8)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèâûå ñïåöèàëüíîãî âèäà, â
êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí f(x) ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû
äâóõ îäíî÷ëåíîâ, òî åñòü

(9)

ãäå k ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå öåëîå çíà÷åíèå èç èí-
òåðâàëà 

Ïðè ïðåäñòàâëåíèè (9) îïðåäåëåíèþ ãèïåðýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé (1) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî êðè-
âûå, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð k ðàâåí 0 èëè 1. Îñòàëü-
íûå êðèâûå èìåþò îñîáóþ òî÷êó (0, 0) è òðåáóþò áî-
ëåå òùàòåëüíîãî àíàëèçà. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
òàêèõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ ðîäà 1 â êðèïòîãðàôè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [7].

Îáîçíà÷èì  òîãäà âûðàæåíèå (7)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(10)

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû Õàññå –
Âèòòà íåò íåîáõîäèìîñòè ïîëíîñòüþ âîçâîäèòü f(x) â
ñòåïåíü n, à ìîæíî ëèøü âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû
ïðè íåîáõîäèìûõ ÷ëåíàõ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû áèíî-
ìà Íüþòîíà [8].

(11)

ãäå

(12)

Äëÿ êðèâûõ (10) ïðè  çàïèøåì ôîðìóëó (11)
â âèäå

(13)

Â (13) ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ 
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ïåðåìåííîé

 è

(14)

Ïðè  ïðåäñòàâèì  êàê

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ 
 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîêàçàòåëåé

ñòåïåíè ïåðåìåííîé ìíîãî÷ëåíà  ñïðàâåäëèâî ñî-

îòíîøåíèå  è äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè m

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(15)

Òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè  äëÿ çíà÷åíèé ïî-
êàçàòåëÿ ñòåïåíè d0, ïðèíèìàþùåì çíà÷åíèÿ 

 èìååì

 

. . . . . . . . . . . . . 

γ x( ) f x( ) p 1–( ) 2⁄ :=

f x( ) γ′ x( ) p 1–
2

------------ f x( )′ γ x( )⋅⋅–⋅ 0.=

O RM g( )g p g3RP p( )+( )( dlg p( )μ( ),

s s×

Bμ.

p 1–( ) 2.⁄

g g×

p 3>
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m n!
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--------------------------------------------------------.= =
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Cn
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∑= = =
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2g 1+( )
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a

2g 1+( )n d0–
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d0 2g 1+( ) n m–( )=
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2g 1+( )
------------------------------------ n

d0

2g 1+
----------------.–= =
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Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íàñ óñòðàèâàþò òîëüêî òå, êî-
òîðûå äàþò öåëûå çíà÷åíèÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ  ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïî-
ëó÷àåì

. . . . . . . . . . . . . . .

È çäåñü, î÷åâèäíî, áåðóòñÿ òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ.
Äàëåå ìîæíî óæå ìîæíî îïðåäåëÿòü èíòåðåñóþ-

ùèå íàñ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà γ(x), äëÿ ÷åãî íå-
îáõîäèìî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
áèíîìà Íüþòîíà  Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé ýëå-
ìåíò ìàòðèöû Õàññå – Âèòòà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(16)

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿò â ïðèìåíåíèè
îïåðàòîðà Êàðòåðà – Ìàíèíà ê ïîëó÷åííîé ìàòðèöå.

3 ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß 
ÁÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

Îñíîâíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèé â ïðåäëàãàåìîì àâòî-
ðàìè ìåòîäå çàíèìàþò âû÷èñëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ, à èìåííî îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòî-
ðèàëà äëèííîãî ÷èñëà. Â ðàáîòå [9] ïðèâîäèòñÿ ýô-
ôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà. Åãî ñóòü
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ôàêòîðèàë ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n ìî-
æåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

(17)

ãäå    ñèìâîëîì n!!! îáî-

çíà÷åíî ïðîèçâåäåíèå âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë â èíòåðâà-
ëå  à îáîçíà÷åíèå  ñîîòâåòñòâóåò
ïðîèçâåäåíèþ âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ â èí-
òåðâàëå îò aj äî ak.

Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû ïîçâîëèëî àâòîðàì
óñîâåðøåíñòâîâàòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèíîìè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïðåäñòàâèì ôîðìóëó (17) â âèäå

ãäå

Òîãäà ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(18)

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñêîðîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñïåöèàëèçèðî-
âàííîì ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò-
íîé è óñîâåðøåíñòâîâàííîé ïðîöåäóð.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàíà ýôôåê-
òèâíîñòü óñîâåðøåíñòâîâàííîé ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Òàáëèöà 1 – Ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

Äëèíà p, 
áèò

p m
Âðåìÿ

mbinomial (n, m, p)
(ïðåäëîæåíèå àâòîðîâ), c

Âðåìÿ
binomial (n, m) mod p

(ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà), c

10 997 498 249 ìåíüøå 0,1 ìåíüøå 0,1
14 9973 4986 2493 ìåíüøå 0,1 0,2
17 99991 49995 24997 0,1 11,6
20 999979 499989 249994 1,4 1132,4

n p 1–( ) 2⁄=
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4 ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ 
ÄËß ÃÈÏÅÐÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÐÈÂÎÉ 
ÂÒÎÐÎÃÎ ÐÎÄÀ

Îïðåäåëèì ïîðÿäîê ÿêîáèàíà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé âòîðîãî ðîäà

(19)

Ñîãëàñíî [6]

(20)

ãäå 

  

Ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà Êàðòåðà – Ìà-
íèíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà òîëüêî ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñ-
òèêè îñíîâíîãî ïîëÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà s1 è s2 ïîìîãóò
çíà÷èòåëüíî ñóçèòü èíòåðâàë ïîèñêà èõ èñòèííûõ
çíà÷åíèé.

Ìàòðèöà Õàññå – Âèòòà â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä:

(21)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîìó ìåòîäó, îïðåäåëèì ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû ïóòåì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
áèíîìà Íüþòîíà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ ïåðå-
ìåííîé x ïîëèíîìà

(22)

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàäî îïðåäåëèòü, êàêèå êîýô-
ôèöèåíòû áèíîìà Íüþòîíà  íàäî âû÷èñëèòü, à
èìåííî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
m äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (22), ïîñêîëüêó n
âñåãäà ðàâíî  è äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ðàâíî
495. Èìååì:

 

 

Ïîëó÷àåì äâà öåëûõ çíà÷åíèÿ  è 
Ðàññ÷èòàåì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû Õàññå – Âèòòà èç ïîëèíîìà (23) ïî ôîðìóëå
(16). Èñïîëüçóåì óñîâåðøåíñòâîâàííóþ àâòîðàìè ôîð-
ìóëó ðàñ÷åòà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

,

è ìàòðèöà Õàññå – Âèòòà èìååò âèä

Äàëåå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Êàðòåðà – Ìàíèíà îï-
ðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ýíäîìîðôèçìà
Ôðîáåíèóñà ïî ìîäóëþ õàðàêòåðèñòèêè îñíîâíîãî
ïîëÿ:

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (20), âîññòàíîâèì ïîëíûå
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëè-
íîìà ýíäîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà:

Êàê âèäíî, â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå íå âïîëíå îïðå-
äåëåííûì îñòàëîñü òîëüêî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà

 Îïðåäåëèì ãðàíèöû äëÿ s2, ïîëü-
çóÿñü ôîðìóëîé (21).

 è 

Îòñþäà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ s2 è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì çíà÷åíèÿì ïîðÿäêè ÿêîáèàíà êðèâîé #J ïî-
ëó÷àþòñÿ ðàâíûìè

  

  

  

Îêîí÷àòåëüíûé âûáîð èç ïîëó÷åííûõ àëüòåðíà-
òèâ ïóòåì óìíîæåíèÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî äèâè-
çîðà <x – 402, 661> íà ïðåäïîëàãàåìûå ïîðÿäêè ÿêî-
áèàíà êðèâîé ïîêàçàë, ÷òî ïðàâèëüíûì â äàííîì ñëó--
÷àå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå #J = 1010941.

y2 x5 3 mod 991( ).+=

χq T( ) T4 s1 T3 s2 T2 s1 q T q2,+⋅ ⋅–⋅+⋅–=

s1 4 q,⋅≤ s2 6 q,⋅≤

2 q s1 2 q⋅– s2 s1
2 4 2 q⋅+⁄ .≤ ≤

cp 1– cp 2–

c2p 1– c2p 2–

c990 c989

c1981 c1980

.=

γ x( ) x5 3+( )
991 1–( ) 2⁄

.=

Cn
m

p 1–( ) 2⁄

m1 495 990
5

---------– 297,= = m2 495 989
5

---------– 1486
5

------------,= =

m3 495 1981
5

------------– 494
5

---------,= = m4 495 1980
5

------------– 99.= =

m1 297= m4 99.=

a:=3:
mbinomial(s, m1, p)*a^m1 mod p;
mbinomial(s, m4, p)*a^m4 mod p;

286

676

cp 1– c990 C495
297 3297⋅ mod 991( ) 286,= = =

c2p 2– c1980 C495
99 399 mod 991( )⋅ 676= = =

286 0
0 676

.

χ991 T( ) T4 29 T3 91 T2 mod 991( ).⋅+⋅+=

χ991 T( ) T4 29 T3 91 k 991⋅+( ) T2 +⋅+⋅+=

29 991 T⋅ 9912.+⋅+

s2 91 k 991⋅+( ).=

b1 2 q s1 2 q⋅– 157–= =

b2 s1
2 4 2 q⋅+⁄ 2192.= =

k 0,= s2 91,= #J 1010941,=

k 1,= s2 1082,= #J 1011932,=

k 2,= s2 2073,= #J 1012923.=
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû Õàññå – Âèòòà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ, ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ÿêî-
áèàíà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ìåòîä òðåáóåò
äëÿ ðåàëèçàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñî-
âåðøåíñòâîâàíèè ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ ïî ìîäóëþ áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà, à òàêæå â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷å-
íèÿì  â ôîðìóëå (9).

ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÑÑÛËÎÊ

1. Colm Ó hÉigeartaigh. A Comparison of Point Counting
methods for Hyperelliptic Curves over Prime Fields
and Fields of Characteristic 2 [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] /
Colm Ó hÉigeartaigh: Cryptology ePrint Archive:
Report 2004/241, 2004 . – P. 1–12. – Ðåæèì äîñòóïà:
http://eprint.iacr.org/ 2004/241.pdf.

2. Äîëãîâ Â. È. Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ÿêîáèàíîâ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ / Äîëãîâ Â. È., Íåëà-
ñàÿ À. Â. // Ïðèêëàäíàÿ ðàäèîýëåêòðîíèêà. Òåìàòè÷å-
ñêèé âûïóñê, ïîñâÿùåííûé ïðîáëåìàì îáåñïå÷åíèÿ
áåçîïàñíîñòè èíôîðìàöèè. – ÕÍÓÐÝ, 2007. – Òîì 6,
¹ 3. – C. 366–369.

3. Menezes A. An Elementary Introduction to Hyperelliptic
Curves [Ýëåêòðîííûé ðå-ñóðñ] : Published as Technical
Report CORR 96–19 Department of C&O University of

Waterloo: Ontario: Canada / Menezes A., Wu Y., Zuc-
cherato R. – 1996. – P. 1–35. – Ðåæèì äîñòóïà: www.
cacr.math.uwaterloo.ca/techreports/1997/corr96-19.ps.

4. Ìàíèí Þ. È. Î ìàòðèöå Õàññå–Âèòòà àëãåáðàè÷åñêîé
êðèâîé / Ìàíèí Þ. È. // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ:
Ìàòåìàòèêà. – 1961. – Òîì 25, âûïóñê 1. – Ñ. 153–172.

5. Bostan A. Linear recurrences with polynomial coeffi-
cients and application to integer factorization and Carti-
er–Manin operator / Bostan A., Gaudry P., Schost É. //
Proceedings of Fq7, Lecture Notes in Comput. Sci. –
Berlin : Springer-Verlag, 2004. – Vol. 2948. – Ð. 40–58.

6. Äîëãîâ Â. È. Ñòîéêîñòü êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèò-
ìîâ íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ / Äîëãîâ Â. È.,
Íåëàñàÿ À. Â. // Ïðèêëàäíàÿ ðàäèîýëåêòðîíèêà : òå-
ìàòè÷åñêèé âûïóñê, ïîñâÿùåííûé ïðîáëåìàì îáåñïå-
÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè èíôîðìàöèè. –  2006. – Òîì 5,
¹ 1. – Ñ. 30–34.

7. ×åâàðäèí Â. Å. Ìåòîä àóòåíòèôèêàöèè äàííûõ íà îñ-
íîâå êëþ÷åâîãî õåøèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
àðèôìåòèêè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ : äèñ. êàíä. òåõí.
íàóê : 05.13.21 / ×åâàðäèí Â. Å. – Ïîëòàâà, 2006. –
202 ñ.

8. Áðîíøòåéí È. Í. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå / Áðîí-
øòåéí È. Í. Ñåìåíäÿåâ Ê. À.  – Ì. : Íàóêà, 1967. –
608 ñ.

9. Ëàäèêîâ À. Â. Óëó÷øåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôàê-
òîðèàëà / Ëàäèêîâ À. Â. // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. –
2008. – Ò. 83, ¹ 6. – Ñ. 857–863.
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Â ñòàòò³ ïðîïîíóºòüñÿ ìåòîä îá÷èñëåííÿ åëåìåí-
ò³â ìàòðèö³ Õàññå – Â³òòà ã³ïåðåë³ïòè÷íèõ êðèâèõ ñïå-
ö³àëüíîãî âèäó, ùî áàçóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ ôîðìóëè
á³íîìà Íüþòîíà.

The method of calculation of Hasse – Witt matrix for
special hyperelliptic curves is proposed. This method is
based on using binomial theorem.

ÓÄÊ 004.93.1

Â. Ì. Çàÿöü

ÄÎÖ²ËÜÍ²ÑÒÜ ÂÑÒÀÍÎÂËÅÍÍß ÏÐÈÎÐ²ÒÅÒÓ ÏÅÐÂÈÍÍÈÕ ÎÇÍÀÊ 
ÏÐÈ ÏÎÁÓÄÎÂ² ÑÈÑÒÅÌ ÐÎÇÏ²ÇÍÀÂÀÍÍß ÒÀ ²ÄÅÍÒÈÔ²ÊÀÖ²¯ 

ÎÁ’ªÊÒ²Â ² ÏÐÎÖÅÑ²Â ÍÀ ÎÑÍÎÂ² ÄÅÒÅÐÌ²ÍÎÂÀÍÈÕ 
ÒÀ ²ÌÎÂ²ÐÍ²ÑÍÈÕ ÌÅÒÎÄ²Â

Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äî âñòàíîâëåííÿ ïð³îðèòåòíó
ïåðâèííèõ îçíàê ïðè ïîáóäîâàíî¿ ñèñòåìè ðîçï³çíàâàííÿ
êîðèñòóâà÷³â êîìï’þòåðà íà îñíîâ³ ¿¿ îïèñó ó âèãëÿä³
äèñêðåòíî¿ ìîäåë³, ùî ðåêóðåíòíî çâ’ÿçóº ÷àñîâ³ çàò-
ðèìêè ïðè ââåäåí³ ³íôîðìàö³¿ ç êëàâ³àòóðè êîìï’þòåðà
ó äèñêðåòí³ â³äë³êè ÷àñó. Äîö³ëüí³ñòü ðîçðîáëåíèõ ï³ä-
õîä³â ïðî³ëþñòðîâàíî ïðè ðåàë³çàö³¿ àâòîìàòèçîâàíî¿
ïðîöåäóðó ³äåíòèô³êàö³¿ êîðèñòóâà÷³â êîìï’þòåðà íà
îñíîâ³ äåòåðì³íîâàíîãî òà ³ìîâ³ðí³ñíîãî ìåòîä³â.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ïðè ñòâîðåí³ íîâèõ ðåàëüíèõ ïðèñòðî¿â, äîñë³ä-
æåíí³ íåâèâ÷åíèõ ô³çè÷íèõ ÿâèù ÷è ïðîöåñ³â, ïîáó-

äîâ³ ñèñòåì ðîçï³çíàâàííÿ òà ³äåíòèô³êàö³¿, ùî ìàþòü
áàæàí³ õàðàêòåðèñòèêè ³íôîðìàö³éíîãî ñèãíàëó àáî
íåâ³äîì³ õàðàêòåðèñòèêè, ÿê³ ï³äëÿãàþòü âèâ÷åííþ,
äîö³ëüíî ïðîâåñòè êîìï’þòåðíå ìîäåëþâàííÿ òà àíà-
ë³ç, ñòâîðèâøè àäåêâàòí³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ îá’ºê-
òà, ùî ðîçðîáëÿºòüñÿ ÷è âèâ÷àºòüñÿ. Òàêèé ï³äõ³ä âè-
ìàãàº çíà÷íî ìåíøèõ ÷àñîâèõ ³ òåõí³÷íèõ çàñîá³â
ïîð³âíÿíî ç ô³çè÷íèì åêñïåðèìåíòîì, îñîáëèâî íà
ïîïåðåäí³é ñòàä³¿ ðîçðîáêè, çà â³äñóòíîñò³ äîñòîâ³ðíî¿
àïð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿

Îñòàíí³ì ÷àñîì â íåë³í³éí³é äèíàì³ö³ øèðîêå çàñ-
òîñóâàííÿ çíàõîäÿòü äèñêðåòí³ ìîäåë³ ñèñòåì [1–6]
äëÿ ÿêèõ äèñêðåòí³ñòü çàêëàäåíà â ïðèðîä³ ñàìîãî

k 1>
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