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êîòîðûõ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: 1) êîìïåíñèðóþ-
ùåé âëèÿíèå íåîïðåäåëåííîñòè è 2) ðåãóëÿòîðà, îáåñ-
ïå÷èâàþùåãî çàäàííûé âèä ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ
ïðè îòñëåæèâàíèè ïðîãðàììíûõ ïåðåìåùåíèé è ñêî-
ðîñòåé. Çà ñ÷åò ïðèíÿòîé ñòðóêòóðû óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ðîáîòà è êîìáèíèðîâàííîãî ïðèíöèïà óïðàâ-
ëåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ íå òîëüêî ðîáàñòíîñòü, à è âû-
ñîêàÿ òî÷íîñòü óïðàâëåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåí-
íóþ íåëèíåéíîñòü è íåñòàöèîíàðíîñòü äèíàìèêè ðî-
áîòà, àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
ïðîñòûìè, ëèíåéíûìè, ñòàöèîíàðíûìè, ïîêàíàëüíî
äåêîìïîçèðîâàííûìè. Ïðèìåíåííûé ìåòîä óïðàâëå-
íèÿ, íåñìîòðÿ íà íåëèíåéíîñòü è íåñòàöèîíàðíîñòü
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîçâîëÿåò õàðàêòåðèçîâàòü äè-
íàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ-
ìè êà÷åñòâà ëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Áîëåå òî-
ãî, äëÿ ñèíòåçà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
íåò íåîáõîäèìîñòè òî÷íî çíàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå â ðàññìîòðåííîì ïðèìå-
ðå äàæå íå ïðèíèìàëèñü âî âíèìàíèå ïðè ñèíòåçå
ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Íåêîòîðûìè èç ïåðå÷èñëåííûõ
ïîëîæèòåëüíûõ êà÷åñòâ îáëàäàþò ñèñòåìû ñ ïåðåìåí-
íîé ñòðóêòóðîé (ÑÏÑ). Â îòëè÷èå îò ÑÏÑ, ðàññìîò-
ðåííîå óïðàâëåíèå ëèøåíî ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ è
ïðèñóùèõ èì íåäîñòàòêîâ: âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáà-
íèé, ñíèæåíèÿ íàäåæíîñòè, ïîâûøåííûõ ýíåðãîçà-
òðàò íà óïðàâëåíèå, âîçáóæäåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé
ïàðàçèòíîé äèíàìèêè.

Ìàòåðèàëû âòîðîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû ïîëíîñòüþ
ïîäòâåðæäàþò ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèé ïåðâîé ÷àñòè.
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Çà äîïîìîãîþ ìåòîäà, ùî ðîçðîáëåíî ó ïåðø³é ÷àñ-
òèí³ ðîáîòè [1], ñèíòåçóºòüñÿ çàêîí êåðóâàííÿ ïå-
ðåì³ùåííÿì íåâ³äîìîãî âàíòàæà äâîëàíêîâèì ðîáîòîì
³ç íåòî÷íî â³äîìèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âèêîíàâ÷èõ îð-
ãàí³â. Ó ÿêîñò³ âèì³ðþâà÷åé âèêîðèñòîâóþòüñÿ ò³ëüêè
äàò÷èêè êóò³â ïîâîðîòó ëàíîê ðîáîòà. Êîìï’þòåðíå
ìîäåëþâàííÿ ï³äòâåðäèëî ðîáàñòí³ñòü òà âèñîêó
òî÷í³ñòü êåðóâàííÿ, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ.

With the help of the method designed in the first part
of the paper [1] syn-thesized was the law of transfer con-
trol of unknown load by two-link robot with uncertain
characteristics of the effector. Linear-and-angular move-
ment sensors of robot units are used as the only measuring
device. Computer simulation has confirmed the robustness
and high-precision of the control being considered.

ÓÄÊ 62-50

Ñ. Î. Ñèìîíÿí, À. Ã. Àâåòèñÿí, Ä. À. Êàçàðÿí

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß 
Ñ ÇÀÊÐÅÏËÅÍÍÛÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ Â ÎÁËÀÑÒÈ 

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ (ÎÁÙÈÉ ÑËÓ×ÀÉ)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñ
çàêðåïëåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è âåêòîðíûì óï-ðàâ-
ëÿþùèì âîçäåéñòâèåì (îáùèé ñëó÷àé), äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-
ðûõ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà âû-
ñòóïàþò äèôôåðåíöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ã. Å. Ïóõîâà.
Ïîêàçûâàþòñÿ äîñòîèíñòâà ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïî ñðà-
âíåíèþ ñ íåñêîëüêèìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [1, 3–5] çàäà÷à, âûíåñåííàÿ
â íàçâàíèå ñòàòüè, ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû

îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, åå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû, à

òàêæå âåêòîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñîïðÿæåííûõ ïå-

ðåìåííûõ, îáåñïå÷èâàþùèõ îïòèìàëüíîñòü çàêîíà

óïðàâëåíèÿ. Ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è òðåáóþò áîëüøîãî

îáúåìà âû÷èñëåíèé.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ óñòðàíåíèå íåîáõî-

äèìîñòè ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ çà ñ÷åò ñâåäå-

íèÿ çàäà÷è ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

© Ñèìîíÿí Ñ. Î., Àâåòèñÿí À. Ã., Êàçàðÿí Ä. À., 2009
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî áûñò-
ðîäåéñòâèÿ [1–5]:

– êðèòåðèé êà÷åñòâà:

(1)

– óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

(2)

– çàêðåïëåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ:

 (3)

– îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà óïðàâëÿþùèå âîç-
äåéñòâèÿ:

 (4)

ãäå  – n-ìåðíûé âåêòîð ïå-
ðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ;   – ìàò-
ðèöà ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè; 

  – r-ìåðíûé âåêòîð óïðàâ-
ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé;    –
ìàòðèöà óïðàâëÿþùèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîñòîÿííûìè
ýëåìåíòàìè; T – âðåìÿ ïåðåõîäà.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿå-
ìà è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A äåéñòâèòåëüíûå è
îòðèöàòåëüíûå ëèáî íóëåâûå.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÏÏÀÐÀÒ

Ñíà÷àëà ðåøèì êðàåâóþ çàäà÷ó (2), (3). Ñèñòåìà
(2) â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

ãäå  – âåêòîð èçîáðàæå-
íèé ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ; A(P) – P-ÿ ìàòðè÷íàÿ
äèñêðåòà ìàòðèöû A; B(P) – P-ÿ ìàòðè÷íàÿ äèñêðåòà
ìàòðèöû B; K – íîìåð äèñêðåò; H – ìàñøòàáíûé êî-
ýôôèöèåíò [6].

Ó÷èòèâàÿ, ÷òî    à òàê-
æå   â îáùåì ñëó÷àå áó-
äåì èìåòü

 

(5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî [1–5], ÷òî äëÿ çàäà÷
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà èìååò ìåñòî èçâåñòíàÿ òåî-
ðåìà Ôåëüäáàóìà, ñîãëàñíî êîòîðîé îïòèìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé, ïðè÷åì ÷èñëî ïåðåêëþ÷å-
íèé êàæäîãî óïðàâëåíèÿ   íå ìîæåò ïðå-
âîñõîäèòü  ò. å. â îáùåì ñëó÷àå íà âðåìåííîì
èíòåðâàëå  áóäåì èìåòü  ïîäûíòåðâà-
ëîâ, à ÷èñëî âðåìåí ïåðåêëþ÷åíèé 
áóäåò 

Íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñò-
âèÿ   ïîñòîÿííû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

  

 (6)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

(7)

èëè

 

, (8)

ãäå ìàòðèöû-èçîáðàæåíèÿ BK,  è âåêòîðû-
èçîáðàæåíèÿ   îïðåäåëÿþòñÿ ñî-
ãëàñíî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì [7–9]:

  

(9)

â ñâîþ î÷åðåäü,  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïî-
ðÿäêà n,  – íóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö ñ ðàç-
ìåðàìè  à Ú(K) – òàê íàçûâàåìàÿ òåéëîðîâñêàÿ
åäèíèöà (òåä) [6]:

I 1 td
0

T

∫ T ,
u t( )
min→= =

X· t( ) AX t( ) BU t( ),+=

X 0( ) fix,= X T( ) fix,=

uk t( ) 1,≤ k∀ 1 r, ,=

X t( ) x1 t( ) … xn t( ), ,( )T=
A aij( );= i j, 1 n,=

U t( ) =
u1 t( ) … ur t( ), ,( )T,= r n≤

B bjk( ),= j 1 n, ,= k 1 r,=

X K 1+( ) =

H
K 1+
-------------- A P( ) X K P–( ) B P( ) U K P–( )⋅+⋅[ ]

P 0=

K

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,=

K 0 1 …,, ,=

X K( ) X1 K( ) … Xn K( ), ,( )T=

A P 0=( ) A,≡ A P 1≥( ) 0[ ],=
B P 0=( ) B,≡ B P 1≥( ) 0[ ],=

X K 1+( ) H
K 1+
-------------- A X K( )⋅ B U K( )⋅+( ),=

K 0 1 …., ,=

uk t( ) k 1 r,=
n 1,–
0 T,[ ] r n 1–( ) 1+

tp p, 1 r n 1–( )⋅,=
r n 1–( ).⋅

ukp k, 1 r, ,= p 1 r n 1–( ) 1+⋅,=

ukp

+1

èëè

1–⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

Up 0( ),= = Up K 1≥( ) 0,≡

k 1 r, ,= p 1 r n 1–( ) 1+⋅, .=

X K 1+( ) H
K 1+
-------------- A X K( )⋅ B U K( ) Ú K( )⋅⋅+( ),=

K 0 1 …, ,=

X K 1+( ) HK 1+ BK 1+ X 0( ) CK 1+ U 0( )( )+⋅[ ],⋅=

K 0 1 …., ,=

K 0 1,…,=
CK U 0( )( ), K 0 1 …, ,=

BK 1+
1

K 1+
--------------A BK,⋅= K 0 1 …,, ,=

CK 1+ U 0( )( ) 1
K 1+
-------------- A CK U 0( )( ) B U K( ) Ú K( )⋅⋅+⋅( ),=

K 0 1 …,, ,=

B0 En n×=
C0 0( )n 1×=

n 1,×

Ú K( )
1  ïðè K, 0,=
0  ïðè K 0.≠,⎩

⎨
⎧

=
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Îðèãèíàë X(t) ñîãëàñíî äèôôåðåíöèàëüíî-òåéëî-

ðîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì áóäåò âîññòàíîâëåí ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

(10)

ãäå  à tυ – öåíòð àïïðîêñèìàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à çàìåíÿåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíî ñòûêóþùåéñÿ äðóã ñ äðóãîì â òî÷êàõ ïå-

ðåêëþ÷åíèé t1, t2, …,  ñîâîêóïíîñòüþ 

äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàí-

íûå â ïóáëèêàöèÿõ [7–9] ïîäõîäû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â

êàæäîé ïîäçàäà÷å åå ëåâûå êðàåâûå óñëîâèÿ ñîâïà-

äàþò ñ ïðàâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðåäûäóùåé

ïîäçàäà÷è, à åå ïðàâûå êðàåâûå óñëîâèÿ – ñ ëåâûìè

êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîñëåäóþùåé ïîäçàäà÷è, òî ïî-

ëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íèæåïðèâåäåííûõ ïîäçà-

äà÷.

Íà ïåðâîì ïîäûíòåðâàëå áóäåì èìåòü ñëåäóþùóþ

äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

  

(11)

íà i-ì ïîäûíòåðâàëå áóäåì èìåòü

(12)

è, íàêîíåö, íà -ì ïîäûíòåðâàëå – ñëåäóþùóþ
äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

 

 

(13)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è, ñ ó÷åòîì
ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùèõ ïîäçàäà-
÷àõ, íàéäåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ â âèäå ðàâåíñòâ,
êîòîðûå áóäóò âûñòóïàòü êàê îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍËÏ), êîòîðàÿ ýê-
âèâàëåíòíà èñõîäíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåé-
ñòâèÿ:

(14)

ãäå â ïðåäñòàâëåíèè   èíäåêñ p ïîêàçûâàåò íîìåð ïîäûíòåðâàëà.
Îãðàíè÷åíèÿ âèäà íåðàâåíñòâ (4) ó÷òåì ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

  (15)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ÍËÏ îêîí÷àòåëüíî ïðèîáðåòàåò âèä

(16)

X t( ) X 0( ) X 1( ) t tυ–( ) X 2( ) t tυ–( )2 …+ + + +=

X K( ) t tυ–( )K+ X 0( ) B1X 0( ) C1+( ) t tυ–( )+ +=

B2X 0( ) C2+( ) t tυ–( )2 …+ + +

BKX 0( ) CK+( ) t tυ–( )K,+

t 0 T,[ ],∈

tr n 1–( )⋅ r n⋅

X· t( ) A X t( ) B U1;⋅+⋅= X 0( ) fix,=

X t1( ) x11 x21 … xn1, , ,( )T,=

X· t( ) A X t( )⋅ B Ui;⋅+=

X ti 1–( ) x1 i 1–, x2 i 1–, … xn i 1–,, , ,( )T,=

X ti( ) x1i x2i … xni, , ,( )T,=

r n⋅

X· t( ) A X t( )⋅ B Ur n 1–( ) 1+⋅ ;⋅+=

X tr n 1–( )⋅( ) x1 r n 1–( )⋅, x2 r n 1–( )⋅, … xn r n 1–( )⋅,, , ,( )T,=

X T( ) fix.=

ϕ1 t1 t2 … tr n 1–( )⋅ T u11 u12 … u1 r n 1–( ) 1+⋅, … u21 … u2 r n 1–( ) 1+⋅, ur1 … ur r n 1–( ) 1+⋅,, , , , , , , , , , , , , , ,( ) x1 T( )– 0,=

ϕ2 t1 t2 … tr n 1–( )⋅ T u11 u12 … u1 r n 1–( ) 1+⋅, … u21 … u2 r n 1–( ) 1+⋅, ur1 … ur r n 1–( ) 1+⋅,, , , , , , , , , , , , , , ,( ) x2 T( )– 0,=

M

ϕn t1 t2 … tr n 1–( )⋅ T u11 u12 … u1 r n 1–( ) 1+⋅, … u21 … u2 r n 1–( ) 1+⋅, ur1 … ur r n 1–( ) 1+⋅,, , , , , , , , , , , , , , ,( ) xn T( )– 0,=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

ukp k, 1 r, ,= p 1 r n 1–( ) 1+⋅,=

ukp
2 1– 0,= k 1 r, ,= p 1 r n 1–( ) 1+⋅, .=

T ,
t1 … t, r n 1–( )⋅ T u11 … u1 r n 1–( ) 1+⋅, ur1 … ur r n 1–( ) 1+⋅,, , , , , , , ,

min→

ϕ1 t1 t2 … tr n 1–( )⋅ T u11 u12 … u1 r n 1–( ) 1+⋅, … u21 … u2 r n 1–( ) 1+⋅, ur1 … ur r n 1–( ) 1+⋅,, , , , , , , , , , , , , , ,( ) x1 T( )– 0,=

ϕ2 t1 t2 … tr n 1–( )⋅ T u11 u12 … u1 r n 1–( ) 1+⋅, … u21 … u2 r n 1–( ) 1+⋅, ur1 … ur r n 1–( ) 1+⋅,, , , , , , , , , , , , , , ,( ) x2 T( )– 0,=

M

ϕn t1 t2 … tr n 1–( )⋅ T u11 u12 … u1 r n 1–( ) 1+⋅, … u21 … u2 r n 1–( ) 1+⋅, ur1 … ur r n 1–( ) 1+⋅,, , , , , , , , , , , , , , ,( ) xn T( )– 0;=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

ukp
2 1– 0, k 1 r, , p 1 r n 1–( )⋅, .===

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
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Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîëó÷èì âñå íåèçâåñò-
íûå. Ïîñòðîåíèå âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê èñõîäíîé
çàäà÷è íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîé òðóäíîñòè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî
áûñòðîäåéñòâèÿ [1, 4]:

 

Èìååì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ
ðàñ÷åòîâ:

  

  

 

 

  

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî  áóäåì
èìåòü  ïåðåêëþ÷åíèé. Îäíàêî ñîãëàñíî ïðèí--
öèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (èëè òåîðåìå Ôåëüäáàó-
ìà) â êîíêðåòíîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü ôóíêöèè [1]

ãäå  – íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ 

Èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé î÷åâèäíî, ÷òî  ïî-
ñòîÿííî íà îòðåçêå   ìîæåò íå èìåòü íè
îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ èëè èìåòü âñåãî îäíî ïåðåêëþ-
÷åíèå, à  ìîæåò íå èìåòü íè îäíîãî ïåðåêëþ÷å-
íèÿ èëè èìåòü îäíî èëè äâà ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî âñåì êîìïîíåíòàì âåêòîðà U(t) áóäåì
èìåòü 4 ïîäûíòåðâàëà âðåìåíè íà îòðåçêå  ñ
÷åòûðüìÿ äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè ïîäçàäà÷àìè â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âðåìåíà ïåðåêëþ÷åíèé ðàñïîëî-
æåíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà â ñîîòâåòñòâèè ñ öå-
ïî÷êîé íåðàâåíñòâ

Çäåñü ïîêà ÷òî íå èçâåñòíî, êàêîå âðåìÿ ïåðåêëþ-
÷åíèÿ êàêîìó ñîñòàâëÿþùåìó âåêòîðà U(t) ïðèíàäëå-
æèò; îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áóäåò ïîëó÷åí ëèøü òîëü-
êî ïîñëå îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîýòîìó
ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîäçàäà÷ íà âðåìåííûõ ïîäûíòåðâàëàõ  

  ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äâóõòî÷å÷íûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ïîäçàäà÷à 1. Èìååì

Ñëåäîâàòåëüíî,

îòêóäà ïðè 

èëè

T ,
u t( )
min→

x· 1 t( )

x· 2 t( )

x· 3 t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

x1 t( )

x2 t( )

x3 t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

u1 t( )

u2 t( )

u3 t( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

;+=

x1 0( ) 1, x1 T( )– 0,= =

x2 0( ) 0, x2 T( ) 0,= =

x3 0( ) 0, x3 T( ) 0;= =⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

uk t( ) 1,≤ k 1 3, .=

A 0( )
0 1 0
0 0 1
0 0 0

,= A K 1≥( ) 0[ ];=

B 0( )
1 0 0
0 1 0
0 0 1

,= B K 1≥( ) 0[ ];=

B1 A 0( )
0 1 0
0 0 1
0 0 0

,= =

B2
1
2
--- A 0( )B1 A 1( )+( ) 1

2
---

0 0 1
0 0 0
0 0 0

,= = B 3≥ 0[ ];=

C1 B 0( )U 0( )
U1 0( )

U2 0( )

U3 0( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= =

C2
1
2
---

U2 0( )

U3 0( )

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= C3
1
6
---

U3 0( )

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= C 4≥ 0( ).=

uk t( ) k, 1 3,=
n 1– 2=

u1 t( ) signψ10,= u2 t( ) sign ψ10 t ψ20+⋅–( ),=

u3 t( ) sign ψ10 t2 2 ψ20 t ψ30+⋅–⁄⋅( ),=

ψi0 i, 1 3,=
ψi t( ) i, 1 3, .=

u1 t( )
0 T,[ ], u2 t( )

u2 t( )

0 T,[ ]

0 t1 t2 t3 T.≤ ≤ ≤ ≤

0 t1,[ ], t1 t2,[ ],
t2 t3,[ ], t3 T,[ ]

x· 1 t( ) x2 t( ) u11,+=

x· 2 t( ) x3 t( ) u21,+=

x· 3 t( ) u31;=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

X 0( )0

x1 0( )

x2 0( )

x3 0( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1–

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= =

X t1( )
x1 t1( )

x2 t1( )

x3 t1( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ x11

x21

x31⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

X t( ) X 0( )0 B1X 0( )0 C1+( )t+ +=

B2X 0( )0 C2+( )t2 B3X 0( )0 C3+( )t3 …,+ + +

t t1=

X t1( ) X 0( )0 B1X 0( )0 C1+( )t1 B2X 0( )0 C2+( )t1
2+ + +=

B3X 0( )0 C3+( )t1
3 …+ + x11 x21 x31, ,( )T=

1–
0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

1–
0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u11

u21

u31⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ t1+ +

1
2
---

0 0 1
0 0 0
0 0 0

1–
0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u21

u31

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ t1
2 1

6
---

u31

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

t1
3+ + X t1( )

x11

x21

x31⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =
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Èç ïîñëåäíåãî

Ïîäçàäà÷à 2. Èìååì

 

Ñëåäîâàòåëüíî,

îòêóäà ïðè 

èëè

Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò

Ïîäçàäà÷à 3. Èìååì

 

 

Ñëåäîâàòåëüíî,

îòêóäà ïðè 

èëè

Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò

1– u11t1
1
2
---u21t1

2 1
6
---u31t1

3+ + + x11,=

u21t1
1
2
---u31t1

2+ x21,=

u31t1 x31.=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

x· 1 t( ) x2 t( ) u12,+=

x· 2 t( ) x3 t( ) u22,+=

x· 3 t( ) u32;=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

X 0( )1 X t1( )
x11

x21

x31⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= =

X t2( )
x1 t2( )

x2 t2( )

x3 t2( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ x12

x22

x32⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

X t( ) X 0( )1 B1X 0( )1 C1+( ) t t1–( )+ +=

B2X 0( )1 C2+( ) t t1–( )2+ +

B3X 0( )1 C3+( ) t t1–( )3 …,+ +

t t2=

X t2( ) X 0( )1 B1X 0( )1 C1+( ) t2 t1–( )+ +=

B2X 0( )1 C2+( ) t2 t1–( )2+ +

B3X 0( )1 C3+( ) t2 t1–( )3 …+ + x12 x22 x32, ,( )T=

x11

x21

x31⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

x11

x21

x31⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u12

u22

u32⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ t2 t1–( ) ++

1
2
---

0 0 1
0 0 0
0 0 0

x11

x21

x31⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u22

u32

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ t2 t1–( )2+ +

1
6
---

u32

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

t2 t1–( )3+ X t2( )
x12

x22

x32⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

x11 x21 u12+( ) t2 t1–( ) 1
2
--- x31 u22+( ) t2 t1–( )2+ + +

                                 1
6
---u32 t2 t1–( )3+ x12,=

x21 x31 u22+( ) t2 t1–( ) 1
2
---u32 t2 t1–( )2+ + x22,=

x31 u32 t2 t1–( )+ x32.=⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

x· 1 t( ) x2 t( ) u13,+=

x· 2 t( ) x3 t( ) u23,+=

x· 3 t( ) u33;=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

X 0( )2 X t2( )
x12

x22

x32⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= = X t3( )
x1 t3( )

x2 t3( )

x3 t3( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ x13

x23

x33⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

X t( ) X 0( )2 B1X 0( )2 C1+( ) t t2–( )+ +=

B2X 0( )2 C2+( ) t t2–( )2 B3X 0( )2 C3+( ) t t2–( )3 …,+ + +

t t3=

X t3( ) X 0( )2 B1X 0( )2 C1+( ) t3 t2–( )+ +=

B2X 0( )1 C2+( ) t3 t2–( )2+ +

B3X 0( )1 C3+( ) t3 t2–( )3 …+ + x13 x23 x33, ,( )T=

x12

x22

x32⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

x12

x22

x32⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u13

u23

u33⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ t3 t2–( )+ +

1
2
---

0 0 1
0 0 0
0 0 0

x12

x22

x32⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u23

u33

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ t3 t2–( )2+ +

1
6
---

u33

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

t3 t2–( )3+ X t3( )
x13

x23

x33⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

x12 x22 u13+( ) t3 t2–( ) 1
2
--- x32 u23+( ) t3 t2–( )2+ + +

                                  1
6
---u33 t3 t2–( )3+ x13,=

x22 x32 u23+( ) t3 t2–( ) 1
2
---u33 t3 t2–( )2+ + x23,=

x32 u33 t3 t2–( )+ x33.=⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
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Ïîäçàäà÷à 4. Èìååì

 

 

Ñëåäîâàòåëüíî,

îòêóäà ïðè 

èëè

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ÍËÏ ïðèîáðåòàåò âèä

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ïðå-
äûäóùèõ ïîäûíòåðâàëàõ è îãðàíè÷åíèÿ òèïà (15),
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ÍËÏ:

   

   

   

Òàêèì îáðàçîì, èìååì çàäà÷ó ÍËÏ ñ 16 íåèçâåñò-
íûìè (3 ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ t1, t2, t3, îäíî âðåìÿ
ïåðåõîäà T, 12 óïðàâëÿþùèõ âåëè÷èí 

) è ñ 15 îãðàíè÷åíèÿìè âèäà ðàâåíñòâ. Ýòà
çàäà÷à áûëà ðåøåíà ìåòîäîì Ëàãðàíæà, â ðåçóëüòàòå
÷åãî áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïðåòåíäåíòû-ðåøå-
íèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç 3 ïîëó÷åííûõ ïðåòåíäåíòîâ-ðå-
øåíèé ïåðâîå ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîé çà-
äà÷å, èáî íàðóøåíî óñëîâèå  à âðåìÿ ïåðåõîäà
3-ãî ïðåòåíäåíòà-ðåøåíèÿ ìåíüøå âðåìåíè ïåðåõîäà
2-ãî ïðåòåíäåíòà-ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, âî 2-ì ïðåòåí-
äåíòå-ðåøåíèè íàðóøåíî óñëîâèå  Ïîýòîìó
îêîí÷àòåëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ñëóæèò 3-å
ïðåòåíäåíò-ðåøåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì èìå-
åì âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è, ïðåäñòàâëåí-
íûå íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2. Ïîñëåäíèå ïîëíîñòüþ ñîâ-
ïàäàþò ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì â [1, 4].

x· 1 t( ) x2 t( ) u14,+=

x· 2 t( ) x3 t( ) u24,+=

x· 3 t( ) u34;=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

X 0( )3 X t3( )
x13

x23

x33⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= = X T( )
x1 T( )

x2 T( )

x3 T( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

X t( ) X 0( )3 B1X 0( )2 C1+( ) t t3–( )+ +=

B2X 0( )3 C2+( ) t t3–( )2 B3X 0( )3 C3+( ) t t3–( )3 …,+ + +

t T=

X T( ) X 0( )3 B1X 0( )2 C1+( ) T t3–( )+ +=

B2X 0( )3 C2+( ) T t3–( )2+ +

B3X 0( )3 C3+( ) T t3–( )3 …+ + 0 0 0, ,( )T=

x13

x23

x33⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

x13

x23

x33⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u14

u24

u34⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ T t3–( )2+ +

1
2
---

0 0 1
0 0 0
0 0 0

x13

x23

x33⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ u24

u34

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

+ T t3–( )2+ +

1
6
---

u34

0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

T t3–( )3+ X T( )
0
0
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

T ;
x13 x23 x33 t3 T u14 u24 u34, , , , , , ,

min→

x13 x23 u14+( ) T t3–( ) 1
2
--- x33 u24+( ) T t3–( )2+ + +

                                   1
6
---u34 T t3–( )3+ 0,=

x23 x33 u24+( ) T t3–( ) 1
2
---u34 T t3–( )2+ + 0,=

x33 u34 T t3–( )+ 0.=⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

T ;
t1 t2 t3 T u11 u21 u31, , , , , , ,

u12 u22 u32 u13 u23 u33 u14 u24 u34, , , , , , , ,

min→

1– u11t1
1
2
---u21t1

2 1
6
---u31t1

3 u21t1
1
2
---u31t1

2 u12+ +⎝ ⎠
⎛ ⎞ t2 t–( )+ + + + +

1
2
--- t1u31 u22+( ) t2 t1–( )2 1

6
---u32 t2 t1–( )3+ + +

u21t1
1
2
---u31t1

2 t1u31 u22+( ) t2 t1–( ) 1
2
---u32 t2 t1–( )2 u13+ + + +⎝ ⎠

⎛ ⎞ ×+

t3 t2–( )× 1
2
--- u31t1 u32 t2 t1–( ) u23+ +( ) t3 t2–( )2+ +

1
6
---u33 t3 t2–( )3 u21t1

1
2
---u31t1

2 u31t1 u22+( ) t2 t1–( )+ + +⎝
⎛+ +

1
2
---u32 t2 t1–( )2 u31t1 t2 t1–( )u32 u23+ +( ) t3 t2–( )+ + +

1
2
---u33 t3 t2–( )2 u14+ + ⎠

⎞ T t3–( ) 1
2
--- u31t1 u32 t2 t1–( )+ +(+

u33 t3 t2–( ) u24+ + ) T t3–( )2 1
6
---u34 T t3–( )3+ 0,=

u21t1
1
2
---u31t1

2 u31t1 u22+( ) t2 t1–( ) 1
2
---u32 t2 t1–( )2+ + + +

u31t1 u32 t2 t1–( ) u23+ +( ) t3 t2–( ) 1
2
---u33 t3 t2–( )2+ ++

u31t1 u32 t2 t1–( ) u33 t3 t2–( ) u24+ ++
⎝ ⎠
⎛ ⎞ T t3–( )+ +

1
2
---u34 T t3–( )2+ 0,=

u31t1 u32 t2 t1–( ) u33 t3 t2–( ) u34 T t3–( )+ + + 0;=

u11
2 1– 0,= u12

2 1– 0,= u13
2 1– 0,= u14

2 1– 0,=

u21
2 1– 0,= u22

2 1– 0,= u23
2 1– 0,= u24

2 1– 0,=

u31
2 1– 0,= u32

2 1– 0,= u33
2 1– 0,= u34

2 1– 0,=

ukp k, 1 3, ,=
p 1 4,=

t3 T,≤

t2 t3.≤
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ÇÀÊÐÅÏËÅÍÍÛÌÈ ÊÐÀÅÂÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ... 

ÂÛÂÎÄÛ

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðåäëîæåííîì ïîäõîäå, â îò-
ëè÷èå îò [1, 3–5], èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íåêî-
òîðîé çàäà÷å ÍËÏ, â êîòîðîé íåò íåîáõîäèìîñòè â
îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A, ôóíäàìåíòàëüíîé
ìàòðèöû ïîñëåäíåé, âåêòîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñî-
ïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, îáåñïå÷èâàþùèõ îïòèìàëü-
íîñòü çàêîíà óïðàâëåíèÿ Uopt(t), çíàêîâ ïîäûíòåð-
âàëîâ ïîñòîÿíñòâà êîìïîíåíòîâ âåêòîðà óïðàâëåíèÿ,
äåòåðìèíàíòíûõ óðàâíåíèé â íåîáõîäèìîì êîëè÷åñòâå

Òàáëèöà 1

t1 t2 t3 T u11 u21 u31 u12 u22 u32 u13 u23 u33 u14 u24 u34

1 0,9337 1,1912 2,1249 1,8675 1 –1 1 –1 1 1 1 –1 –1 1 –1 1

2 0,4614 0,5058 0,4614 0,8339 1 1 –1 1 1 1 1 –1 –1 1 –1 1

3 0,2041 0,4082 0,6123 0,8164 1 1 1 1 1 –1 1 –1 –1 1 –1 1

Ðèñóíîê 1 – Âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ

Ðèñóíîê 2 – Âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè óïðàâëÿþùèõ ïåðåìåííûõ
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷³ ë³í³éíî¿ øâèäêîä³¿ ³ç çàêð³ï-
ëåíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè é âåêòîðíèì êåðóþ÷èì
âïëèâîì (çàãàëüíèé âèïàäîê), äëÿ ð³øåííÿ ÿêèõ ó ÿêî-
ñò³ îñíîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòà âèñòóïàþòü äè-
ôåðåíö³àëüí³ ïåðåòâîðåííÿ Ã. Å. Ïóõîâà. Äåìîíñòðó-
þòüñÿ ïåðåâàãè çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó â ïîð³âíÿíí³ ç
â³äîìèìè ìåòîäàìè.

Linear speed problems with fixed boundary conditions
and control influence vector (general case) are considered,
Pukhov's differential transformations serve as a main ma-
thematical apparatus serving as the main mathematical ap-
paratus. The merits of the proposed approach with respect
to a number of known methods are shown.


