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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ
КОНИЧЕСКОЙ АНТЕННЫ С ПОЛУПРОЗРАЧНЫМИ СТЕНКАМИ

И ПРОДОЛЬНОЙ ЩЕЛЬЮ

Рассмотрена краевая задача возбуждения гармоническим электрическим радиальным
диполем полубесконечного полупрозрачного кругового тонкого конуса с продольной
щелью. Метод решения задачи основан на использовании потенциала Дебая, интегральных
преобразований Конторовича-Лебедева и метода рядов Фурье. Получено аналитическое
решение задачи и исследовано влияние щели на спектр, структуру поля и его поведения
у вершины конуса.

Ключевые слова: диполь, полупрозрачный конус, продольная щель, строгий метод,
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ВВЕДЕНИЕ

Математическое моделирование процессов взаимо-
действия электромагнитных волн с объектами является
одним из базовых этапов проектирования и создания со-
временных радиоэлектронных приборов и устройств.
Построение математической модели, адекватной рассмат-
риваемому физическому процессу, является ключевым
моментом и играет существенную роль в теоретическом
изучении рассеивающих и фокусирующих свойств тел.
Задача дифракции электромагнитных волн на каноничес-
ких сплошных идеально проводящих регулярных и одно-
родных структурах (цилиндр, шар) относятся к хорошо
исследованным задачам теории дифракции, чего нельзя
сказать об электродинамических краевых задачах для им-
педансных нерегулярных и незамкнутых структурах. Ус-
ложнение конструкций радиофизических, радиотехничес-
ких и электронных приборов и устройств значительно рас-
ширяют область их применения, но приводит к
необходимости совершенствования соответствующих
математических моделей. Так, наличие ребер (вершин,
краев) приводит к возникновению краевых волн, которые

нередко вносят существенный вклад в рассеиваемое поле.
Конические структуры занимают особое место среди ка-
нонических структур, поскольку имеют вершину и явля-
ются моделями широкополосных и сверх-широкополос-
ных антенн [1]. Задачам дифракции электромагнитных
волн на неограниченном круговом идеально проводящем
конусе посвящено значительное число работ [2–6]. Для
практических приложений интерес представляет решение
электродинамических задач для неидеально проводящих
конусов (полупрозрачных, резистивных, диэлектрических
и т.д.) [7–9]. Наличие неоднородностей в виде щелей на
поверхности рассеивающих экранов меняет структуру
рассеянного поля и приводит к появлению щелевых и ре-
берных волн, а также к расширению рабочей полосы ра-
диотехнических устройств [10, 11]. Анализ литературных
источников показал отсутствие строгого решения крае-
вой электродинамической задачи для полупрозрачного
конуса с прорезанной от вершины продольной щелью.

Целью данной работы является исследование модель-
ной задачи возбуждения точечным источником полу-
бесконечного неидеальнопроводящего конуса с про-
дольной щелью.
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ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ
Электрический радиальный диполь с единичным

моментом возбуждает полу-бесконечный круговой по-
лупрозрачный тонкий конус Σ с углом раскрыва 2γ и
находится на оси конуса в точке ( )0B r  (рис. 1). Поле ди-

поля изменяется по гармоническому закону i te− ω . Свой-
ство конической поверхности частично отражать и час-
тично пропускать электромагнитное поле определяется
параметром прозрачности 0W > . Вдоль образующей
конуса от его вершины прорезана продольная щель с
угловой шириной d , равной по величине двугранному
углу, который образован плоскостями, проходящими
через ось конуса и кромки щели.

Поскольку коническая поверхность является коорди-
натной поверхностью сферической системы координат
r, θ, ϕ введем ее с началом в вершине конуса а ( )0r = ,
который определяется уравнением 2θ = γ.

Задача заключается в нахождении в присутствии ис-
точника и конической поверхности полного поля E , H:

0 1E E E= + , 0 1H H H= + , (1)

где 0E , 0H  поле источника, а 1E , 1H  – рассеянное кону-ону-
сом поле. Искомое поле E , H  удовлетворяет:

1) уравнениям Максвелла вне полупрозрачного ко-
нуса и источника;

2) краевым условиям на поверхности конуса:

{ } ,n n E E Zn L H H

n E n E

+ − + −

+ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× × + = × −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

× = ×
(2)

3) условию на бесконечности;

Рис. 1. Полубесконечный круговой полупрозрачный тонкий
конус с продольной щелью

;

3) условию на бесконечности;
4) условию ограниченности энергии в любой огра-

ниченной области пространства,

где 0| ;E E±
θ=γ±=  2 sinwZ W

q
= γ , q ik= − , k = ω εμ ,

w = μ ε  – волновое сопротивление среды, ε  и μ  –
проницаемости среды, в которую помещен незамкну-
тый полупрозрачный конус, n – внешняя нормаль к по-
верхности конуса Σ , L – дифференциальный операторор
2-го порядка  по радиальной координате:

( )
2

2
2LU q rU

r

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

. Следует отметить, что наличие в

краевых условиях (2) дифференциального оператора
позволяет построить уточненную модель неидеально
проводящей конической поверхности по сравнению с
моделью краевых условий с  линейной зависимостью
между электрическим и магнитным полями [12]. Крае-
вая электродинамическая задача в такой постановке име-
ет единственное решение [13]. Введем потенциал Дебая
u , через который выражаются составляющие электро-
магнитного поля [14]. Полному полю E, H  соответству-
ет потенциал u, а полю источника и рассеянному полям,
соответственно, 0u  и 1u :

0 1u u u= + .

Таким образом, исходная электродинамическая за-
дача 1)–4) свелась к смешанной краевой задаче матема-
тической физики относительно потенциала u , который
удовлетворяет:

– уравнению Гельмгольца

2 0u q uΔ − = ,

всюду вне незамкнутой полупрозрачной конической
поверхности и источника;

– принципу предельного поглощения;
– условию ограниченности энергии;
– краевым условиям на конусе, соответствующим (2):

[ ] 0 0.

sin 0,uu W

Q Q Q

θ=γ
θ=γ

θ=γ+ θ=γ−θ=γ

∂⎡ ⎤= γ =⎢ ⎥∂θ⎣ ⎦

= −
 (3)

МЕТОД РЕШЕНИЯ. СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Для решения краевой задачи применим интеграль-
ные преобразования Канторовича-Лебедева [15] отно-
сительно радиальной координаты и представим неизве-
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стный потенциал для рассеянного конусом поля 1u  в
таком виде

0
1 2

00 0

1/2

( )1
2

( ) ˆ(cos )

i

i
i i

K qr
u th

rr
K qr

P U d
r

∞
τ

τ
− + τ τ

= τ πτ ×
π ε

γ τ

∫
, (4)

где ( )iK qrτ  функция Макдональда, 1/2 (cos )iP− + τ γ  функ-
ция Лежандра 1-го рода,

1/2

1/2

( cos )ˆ
( cos )

n
ini

i n n
n i

P
U x e

P

+∞
ϕ− + τ

τ
=−∞ − + τ

± θ
=

± γ
∑ , (5)

nx  неизвестные коэффициенты, а знак «+» в (5) соответ-
ствует области 0 < θ < γ, и «–» – области γ < θ < π .
В результате использования краевых условий (3), а также
условия непрерывности потенциала и его частных про-
изводных в щели приходим к таким функциональным
уравнениям относительно искомых коэффициентов nx :

( )

( ) ( )

          1,

2 ,  1 2

n in
ni

n
n n

i i

x e

d W

+∞
ϕ

τ
=−∞

τ τ

σ =

< ϕ ≤ π σ = + ϖ

∑

, (6)

( ) 0n in
ni

n
x e

+∞
ϕ

τ
=−∞

ϖ =∑ , 2dϕ < , (7)

( ) ( )

( )

1/2 1/2

( 1) (1/ 2 )
(1/ 2 )

1
cos cos

n
n

i

n n
i i

ch i n
i n

P P

τ

− + τ − + τ

− πτ Γ + τ +
ϖ = ×

π Γ + τ −

− γ γ
.

Сведем (6), (7) к системе линейных алгебраических
уравнений фредгольмовского типа (СЛАУ-2), посколь-
ку решить (6), (7) представляется проблематичным из-за
их неустойчивости. Используя метод рядов Фурье, при-
ходим к СЛАУ-2 такого вида

( ) ( )( )
,0,

1 ,
2

                  2, 0, 1, 2...

p
p n p ni p

n
x B B x

W

d p

τϖ δ δ

δ

+∞

=−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= = ± ±

∑  (8)

( )

( )

( )
,

sin1 , ,

1 , .
n p

n p
n p

n pB
n p

⎧ − δ
− ≠⎪⎪ π −δ = ⎨

⎪ π − δ =⎪ π⎩

В результате формального предельного перехода в (8)
при исчезновении щели ( )0d →  получаем значения ко-
эффициентов для сплошного полупрозрачного конуса:

0 (0)
1

2 1i
x

W τ

=
ϖ +

, 0xp =  для 0p ≠ .

Тогда потенциал для рассеянного сплошным полу-
прозрачным конусом поля имеет вид

0
1 2

00 0

1/2 1/2
(0)

1/2

( ) ( )1
2

(cos ) ( cos )
( cos )2 1

i i

i i

ii

K qr K qr
u th

r rr

P P
  d

PW

∞
τ τ

− + τ − + τ

− + ττ

= τ πτ ×
π ε

γ ± θ
τ

± γϖ +

∫

. (9)

Для изучения структуры рассеянного поля и спектра
краевой задачи следует перейти к интегрированию по
мнимой оси, воспользоваться теоремой Коши о вычетах
[16] и записать интеграл в (9) в виде ряда вычетов подын-
тегральной функции. Подынтегральная функция после
преобразования интеграла является мероморфной функ-
цией комплексной переменной, полюсы которой являют-
ся спектральными значениями краевой задачи для сплош-
ного полупрозрачного конуса и корнями уравнения

1 2 1 2(cos ) ( cos ) 2 cos 0P P W− +ς − +ςπ γ − γ + πς = . (10)

При малых значениях параметра  W  ( )1W << , повер-
хностные свойства сплошного полупрозрачного конуса
незначительно отличаются от поверхностных свойств
сплошного идеально проводящего конуса, а корни урав-
нения (10)

( )* 2

*

1 2 1 2

1 2 1 2

2              ,

cos ,
(cos ) ( cos )

(cos ) 0 , ( cos ) 0,

                         0,1, 2, 3...

s

s s

s s WG O W

G
d P P
d

P P

s

±

+ −

± ±
α

α

− +μ − +μ ς=α

− +α − +α

ς = α − +
π

πα
=

⎡ ⎤γ − γ⎣ ⎦ς
γ = − γ =

=

� �

находятся вблизи корней 1 2 ( cos ) 0P− + ± =ς γ , которые
определяют спектр для сплошного идеально проводящего
конуса в случае осесимметричного возбуждения его
электрическим радиальным диполем [2]. Вблизи верши-
ны составляющие электрического поля ведут себя как

( ) .1 п прqr − +α , а магнитного ( ) .п прqr α , гдеде

( )

0 0

** 2
. . . 0

** 0

2 1 2 21 2

 ,  ,`

cos
.

(cos ) ( cos )

п пр ид пр ид пр
W G O W

G
dP P
d− −

−

−

− +ς− +α ς=α

α = α − + α = α
π

πα
=

⎡ ⎤γ − γ⎣ ⎦ς

×
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Учитывая свойства функций Лежандра, заключаем,
что при достаточно малом параметре W  имеем

. .п пр ид прα < α . Из вышеизложенного следует, что осо-
бенность поля у вершины сплошного полупрозрачного
конуса при 1W <<  больше, чем у сплошного идеально
проводящего.

В случае большого значения параметра прозрачнос-
ти 1W >>  (полупрозрачный конус с высоким уровнем
прозрачности), корни (10) такие:

( ) ( )2 2
2

11 2 cos ,
2j jj P O W
W

−⎡ ⎤ς = + + γ +⎣ ⎦

0,1, 2,3...j = , ( )2
0

11 2
2

O W
W

−ς = + + . (11)

Электромагнитное поле вблизи вершины сплошного
полупрозрачного конуса ведет себя так:

1 1 2~ WE qr − +G
, 1 2~ WH qr
G

. (12)

Отсюда следует, что особенность поля вблизи острия
конуса слабо зависит от угла раствора полупрозрачного
конуса.

В случае близкого расположения источника к вер-
шине конуса (наиболее интересном для практических
приложений) одна из составляющих электрического поля
определяется слагаемым

03 2
* 0 01
1

1 0

sin
tg

4 2 2

ikrkr krikp eE
W r r

− +ς −

θ
θ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
,

которое описывает сферическую ТЕМ волну, соответ-
ствующую спектральному значению 0ς  (11) и распрост-
раняющуюся от вершины конуса. Поле этой волны и
определяет поведение электромагнитного поля вблизи
вершины конуса ( )1qr << :

1~E qr − +αG
, ~H qr
G α , 01 2α = − + ς . (13)

В структуре поля для сплошного идеально проводя-
щего конуса такой волны нет [2], а ее существование
обусловлено поверхностными свойствами полупрозрач-
ного конуса. Вдоль оси конуса ( )0θ =  поле этой волны
отсутствует, а вблизи поверхности конуса ( )θ = γ  дости-
гает своего наибольшего значения. Если источник рас-
полагается в точках 0 ,kr n n= ∈`π , то поле этой волны
пренебрежимо мало и ее вклад в общее поле незначите-
лен. О возможности существовании ТЕМ волн в струк-
туре рассеянного подобной конической поверхностью
поля упоминается в [8]. Для произвольных значений па-
раметра прозрачности W  анализ спектра краевой зада-
чи может быть проведен на основе численного решения

уравнения (10). Изменению параметра W  в пределах от
нуля до больших значений соответствует изменение по-
верхностных свойств полупрозрачного конуса от свойств,
близких к свойствам идеально проводящего конуса, до
свойств поверхности, слабо отражающей падающее на
нее поле. В соответствии с (13), поведение электромагнит-
ного поля у вершины конуса определяется величиной
параметра α , зависимость которого от параметра про-
зрачности  и угла раскрыва  конуса приведена на рис. 2, 3.
Отсюда видно, что особенность поля вблизи вершины ко-
нуса слабо зависит от угла раствора конуса  при больших
значениях . С уменьшением параметра , особенность поля
у вершины полупрозрачного конуса приближается к осо-
бенности сплошного конуса.

Рис. 2. Зависимость параметра α , характеризующего
поведение поля у вершины конуса от параметра

прозрачности W

Рис. 3. Зависимость параметра α от угла раскрыва полу-
прозрачного конуса
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ ПОЛУ-
ПРОЗРАЧНОГО КОНУСА С УЗКОЙ ПРОДОЛЬ-
НОЙ ЩЕЛЬЮ

В предположении узкой щели ( )1δ�  потенциал Де-
бая 1u  имеет такое асимптотическое разложение по ма-
лому параметру δ вдали от щели:

( )

( )

0 0
1 2 (0)

0 0

1/2

1/2

0 0
3 ( )

0 0

21/2

1/2

1
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n i
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i i
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r W G W
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d O

Wr P
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ττ τ

τ

− + τ

− + τ
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ϕ τ τ
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=−∞ τ
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τ − + τ
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= − ×
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τ πτδ
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∫

∑ ∫
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В случае исчезновения щелей на поверхности полу-
прозрачного конуса ( )0δ → , в пределе представление
для 1u  (14) совпадает с выражением для сплошного по-
лупрозрачного конуса (9). При неограниченном возрас-
тании параметра прозрачности W  (W → +∞) полупроз-
рачная поверхность исчезает, а предел потенциала 1u   (14)
(W → +∞) равен нулю. Появления в представлении (14)
ряда Фурье по азимутальной координате ϕ  обусловле-
но наличием щели на поверхности полупрозрачного ко-
нуса. В результате использования алгоритма сведения
интегрального представления к представлению в виде
ряда по полюсам подынтегральной функции, правую
часть (14) можно записать в виде суперпозиции волн,
которые возникают вследствие взаимодействия поля ис-
точника и рассеивающей конической поверхностью. Эти
волны определяются собственными значениями крае-
вой задачи, которые удовлетворяют такому спектраль-
ному уравнению:

( ) ( ), (2 ) 0pG W W−
ς γ − δ π = , 0,1, 2...p = (15)

Уравнение

( )0 0Gς = ,

( ) ( ) 0,p
pG W−

ς =γ = 0

представляет собой спектральное уравнение (10) для
сплошного полупрозрачного конуса. Появление щели
на поверхности полупрозрачного конуса приводит к воз-
никновению в структуре рассеянного поля высших мод

( 1,2...p = ). При 1Wδ �  корни (15) ˆ ˆˆ ˆ ( , , )p p
s s W− −ς = ς γ δ ,

находятся вблизи корней ˆˆ ˆ ( , )p p
s s W− −ς = ς γ  уравнения

(Re 0ς > )

( ) ( ), 0pG W−
ς γ = ,

а последние зависят как от угла раскрыва конуса γ , так и
параметра прозрачности W :

( )

( )( )
ˆ

2

1ˆ̂ ˆ
2

,  0,1,2...,  0,1,2...

p
s

p p
s s pdW G

d

O W s p

−

− −
−

ς ς=ς

δ
ς = ς + +

π
ς

δ = =

.  (16)

Наименьшее собственное значение спектра находит-
ся среди корней (16) при 0p = . Рассмотрим значения

ˆ̂ p
s
−ς  при 0p = :

( )
( )( )
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2
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ς ς=ς

ς ς=ς

δ
ς = ς = ς + ×

π

+ δ

ς

= = .

 (17)

Наименьшее собственное значение краевой задачи

0
ˆ̂ς  является наименьшим  из значений (17):

( )( )
ˆ0

2
0 0

*

1ˆ̂
2

O W
dW G
d

ς=ς
ς

δ
ς = ς + + δ

ς

, (18)

а 0ς  – наименьший корень функции ( ) ( )0 ,G Wς γ . При

1W �  и 1δ�  значение (18) записывается в таком виде

( )( )2
0

1 1ˆ̂
2 2 2

O W
W W

δ
ς = + − + δ

π
. (19)

Принимая во внимание представление (11), получа-
ем из (19)

0 0
ˆ̂

2 W
δ

ς ≈ ς −
π

, (20)

из чего следует, что 0 0
ˆ̂ς < ς .
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Поле вблизи вершины полупрозрачного конуса с уз-
кими щелями ведет себя так

0
ˆ̂3 2~E qr − +ςG

, 0
ˆ̂1 2~H qr − +ςG

.

На основании (20) заключаем, что наличие узкой щели
усиливает имеющуюся особенность поля (12) у верши-
ны полупрозрачного конуса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено исследование в строгой поста-
новке электродинамической краевой задачи для полу-
бесконечного полупрозрачного конуса с прорезанной
вдоль образующей щелью в случае его возбуждения элек-
трическим радиальным диполем, расположенным на
оси структуры. Метод решения краевой задачи базиру-
ется на использовании интегрального преобразования
Конторовича-Лебедева и рядов Фурье вследствие чего
исходная электродинамическая задача сведена к реше-
нию системы линейных алгебраических уравнений от-
носительно неизвестных коэффициентов разложения
потенциалов Дебая в ряд Фурье по азимутальной коор-
динате сферической системы координат. В частном слу-
чае сплошного полупрозрачного конуса исследованы
спектр рассеянного поля и его поведение вблизи верши-
ны. Впервые получено строгое решение в случае воз-
буждения конуса с узкой щелью электрическим ради-
альным диполем. Вследствие сравнения решений для
сплошного полупрозрачного конуса и полупрозрачно-
го конуса с продольной щелью показано, что наличие
щели усиливает имеющуюся вблизи вершины полупроз-
рачного конуса особенность поля. Полученные в рабо-
те результаты могут быть использованы при проектиро-
вании широкополосных и сверхширокополосных антенн,
а также приборов диагностики и контроля.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ЗБУДЖЕНЯЯ КОНІЧНОЇ АНТЕНИ З НАПІВПРОЗОРИМИ СТІНКАМИ І ПО-

ВЗДОВЖНЬОЮ ЩІЛИНОЮ
Розглянута крайова задача збудження гармонійним електричним радіальним диполем напівнескінченного напівпрозорого

кругового тонкого конуса з поздовжньою щілиною. Метод розв’язку задачі базується на використанні потенціалу Дебая,
інтегральних перетворень Конторовича-Лебедєва і методу рядів Фур’є. Отримано аналітичний розв’язок задачі і досліджено
вплив щілини на спектр, структуру поля та його поведінку поблизу вершини конуса.

Ключові слова: диполь, напівпрозорий конус, поздовжня щілина, строгий метод, аналітичний розв’язок.
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MATHEMATICAL MODELING OF EXCITATION OF A CONICAL ANTENNA WITH SEMI-TRANSPARENT WALLS

AND A LONGITUDINAL SLOT
A boundary problem of excitation of a semi-infinite semi-transparent circular thin cone with a longitudinal slot by a harmonic

electrical radial dipole is considered. The solution method is based on using a Debuey’s potential, the Kontorovich-Lebedev transforms
and the Fourie’s series method. It is shown that solving an electromagnetic boundary problem is equivalent to solving a system of linear
algebraic equations with respect to unknown coefficients. The analytical problem solution is obtained and a slot effect on the boundary
problem spectrum, the electromagnetic field structure and its behavior at the cone tip is investigated. It is proved that slot presence
intensifies the tip singularity as for comparing with the field singularity at the tip of the continuous (closed) semi-transparent cone.

Keywords: dipole, semi-transparent cone, longitudinal slot, rigorous method, analytical solution.
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