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ПРОИЗВОДНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ИНТЕРВАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ
Рассмотрены задачи, связанные с вычислением производных от интервально-определенных функций. Эти задачи актуальны при

изучении систем с присущей им той или иной степенью неопределенности (недетерминированные системы). Именно, речь идет о
простейших системах, которые описываются элементарными интервально-определенными функциями. Соответственно этому
решаются задачи нахождения производных от элементарных функций указанного вида. При этом используются полученные ранее
формулы и приемы вычисления производных от любых интервально-определенных функций. Приведены основные определения,
связанные с производными от интервально-определенных функций, а также формулы двух типов, которые позволяют вычислять
указанные интервальные производные. Формулы первого типа выражают производные в закрытой интервальной форме, которая
требует использования аппарата интервальной математики. Формулы второго типа выражают производные в открытой интервальной
форме, в виде двух формул, первая из которых выражает нижнюю границу интервала, представляющего искомую производную, а
вторая – верхнюю границу, и вычисление производной от интервальной функции сводится к вычислению двух вещественных
функций. С помощью изложенного математического аппарата были найдены производные от следующих элементарных интервальных
функций: интервальной константы, интервальной степенной функции, интервальной показательной функции, интервальной
экспоненциальной функции, интервальной логарифмической и натурально-логарифмической функций, интервальных
тригонометрических функций (синуса, косинуса, тангенса и котангенса), интервальных обратных тригонометрических функций
(арксинуса, арккосинуса, арктангенса, арккотангенса). Формулы всех производных даны в открытой интервальной форме. Указано
отличие интервальных производных интервальных элементарных функций от классических производных соответствующих обычных
элементарных функций.

Ключевые слова: интервал, интервальная функция, интервальная производная, интервально-дифференциальное исчисление,
интервальные вычисления.

НОМЕНКЛАТУРА

nxxx ...,, ,21  – вещественные независимые перемен-
ные;

myyy ,...,, 21  – вещественные зависимые переменные;
21,, fff  – детерминированные функции;

nxxx ~...,~,~
,21  – интервальные независимые перемен-

ные;

myyy ~,...,~,~
21  – интервальные зависимые переменные;

],[
~

21 fff =  – интервальная функция;

)~(
~

xf ′  – интервальная производная;

)~(
~ )( xf n  – интервальная производная n -го порядка.
ВВЕДЕНИЕ
Проектирование и анализ свойств различных систем

требует соответствующего, адекватного рассматривае-
мой задаче математического аппарата. Если изучаемая
система полностью определенная (детерминированная),
то решаемая задача и, соответственно, используемый для
ее решения математический аппарат обычно достаточ-
но просты. К сожалению, встречающиеся на практике
системы обычно характеризуются той или иной степе-
нью неопределенности (недетерминированы). Для ис-
следования и построения таких систем применяют бо-
лее сложный специализированный математический ап-
парат – теорию вероятностей, нечеткие множества,
интервальную математику [1–3].

Так, в работах [4, 5] автором был предложен новый
математический аппарат для проектирования и иссле-
дования недетерминированных систем – недетерминис-
тское (интервальное) дифференциальное исчисление.
Этот аппарат является аналогом классического диффе-
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ренциального исчисления Ньютона-Лейбница [6]. Он по-
зволяет переносить основные идеи классического диф-
ференциального исчисления на неполностью определен-
ные функции, задаваемые с точностью до интервалов воз-
можных значений переменных. Однако, несмотря на
сходство основных исходных идей двух исчислений, пред-
ложенное исчисление по форме совсем не похоже на клас-
сическое дифференциальное исчисление Ньютона–Лей-
бница, что является следствием неопределенности интер-
вальных функций, фигурирующих в  интервальной
математике. Кроме того, предложенное интервальное
дифференциальное исчисление, по нашему мнению, бо-
лее адекватно реальным объектам и процессам, чем
классическое дифференциальное исчисление [7].

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Как известно из классического дифференциального

исчисления [6], нахождение производной от любой фун-
кции базируется на 1) представлении этой функции в
виде соответствующей суперпозиции так называемых
элементарных функций; 2) переходе в представлении от
функций к производным, с использованием теорем диф-
ференциального исчисления (производная суммы фун-
кций, производная произведения функций и т.д.). 3) под-
становке вместо производных элементарных функций
их выражений, полученных ранее. Для осуществления
процедуры составляют таблицы производных элемен-
тарных функций.

Сходная описанной процедура может быть полезна
и при нахождении производных от интервальных функ-
ций, изучаемых в интервальном дифференциальном
исчислении. Конечно, при этом необходимо учитывать
большое отличие свойств и форм представления обыч-
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ных и интервальных функций и производных от них.
В соответствии с этим основными задачами в данной
статье являются: 1) составление полного набора произ-
водных от всех интервальных элементарных функций;
2) выявление различий производных от интервальных
элементарных функций и производных от детерминиро-
ванных элементарных функций.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Мы будем использовать в качестве вспомогательных

сведений прежде всего основные математические све-
дения из алгебры интервальных чисел [3, 4]. В этой ал-
гебре в качестве операндов берутся замкнутые веще-
ственные интервалы, определяемые как множества всех
вещественных чисел между нижней и верхней граница-
ми интервала, включая сами эти границы

}|{],[~
2121 aaaaaaa ≤≤≡≡ .

Эти операнды естественно называть интервальными
числами. Операции D  над интервальными числами

],[
~

],,[~
2121 bbbaaa ==  вводятся как прямые теоретико-

множественные обобщения соответствующих операций
над вещественными числами ba, , т.е.

}
~

,~|{
~~ bbaababa ∈∈= DD .

Таким образом, основные алгебраические операции
над интервальными числами определяются следующи-
ми формулами:
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На основе определений операций над интервальны-
ми числами можно вывести следующие формулы для
вычисления результатов этих операций [3]:
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В качестве вспомогательного нам потребуется еще
понятие интервальной функции [4, 5, 7], которая вводит-
ся как однозначное отображение множества замкнутых
вещественных интервалов ],[~},~{ 21 xxxx =  на множество
замкнутых вещественных интервалов ],[~},~{ 21 yyyy =  это-
го же типа. Символически интервальная функция запи-
сывается в виде

)~(
~~ xfy = ,

где, аналогично числовым функциям, x~ называется интер-
вальной независимой переменной (интервальным аргумен-
том), y~ – интервальной зависимой переменной, f

~ – ин-
тервальной функцией.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Базовое понятие интервальной функции [4, 5, 7] вво-

дится как однозначное отображение множества }~{x  зам-
кнутых вещественных интервалов ],[~

21 xxx=  на множество
}~{y  замкнутых веещественных интервалов ],[~

21 yyy =  тако-
го же вида. Символически интервальная функция запи-
сывается в виде

)]~(),~([],[~ или)~(
~~

2121 xfxfyyyxfy === , (1)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy=  – интервальная зависимая переменная,

],[
~

21 fff =  – интервальная функция, с ее нижней 1f  и
верхней 2f  граничными функциями. Второе базовое
понятие, используемое далее в настоящей статье – поня-
тие предела интервальной функции.

Независимая интервальная переменная ],[~
21 xxx =

интервальной функции (1) по определению неограни-
ченно приближается к некоторому интервалу (пределу)

],[~
21
DDD xxx = , если в процессе этого изменения 1x   неогра-

ниченно приближается к D
1x , а 2x  к D

2x . Это записывается:

),(~~
2211
DDD xxxxxx →→≡→ . (2)

Аналогично определяется неограниченное прибли-
жение зависимой интервальной переменной ],[~

21 yyy =
интервальной функции (1) к интервалу (пределу)

],[~
21
DDD yyy = :

),(~~
2211
DDD yyyyyy →→≡→ . (3)

Если независимая интервальная переменная x~  сво-
им неограниченным приближением к интервалу-преде-
лу Dx~  вызывает неограниченное приближение зависи-
мой интервальной переменной y~ к интервалу-пределу
Dy~ , говорится, что предел интервальной функции (1) при

x~, стремящемся к Dx~ , равен Dy~ , или символически

DD
DD

yxfyy
xxxx

~)~(
~

limили~~lim
~~~~

==
→→

. (4)

В случае если интервальная функция f
~  (1) непре-

рывна, т.е. ее нижняя 1f  и верхняя 2f  граничные функ-
ции являются непрерывными функциями нижней 1x  и
верхней 2x  границ независимой переменной ],[~

21 xxx= , то

предел функции f
~  равен ее значению в предельной точ-

ке Dx~  аргумента x~ , или символически

)~(
~

)~(
~

lim
~~

D
D

xfxf
xx

=
→

. (5)

Основное для нас понятие интервальной производ-
ной вводится аналогично понятию обычной производ-
ной функции [6]. Рассмотрим произвольную интерваль-

ную функцию f
~  вида (1). Будем считать ее непрерыв-

ной. Зафиксируем значение независимой переменной
],[~~

21
DDD xxxx == . Этому значению, в силу непрерывности
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функции, соответствует некоторое фиксированное зна-
чение самой функции )~(

~~ DD xfy = . Зададим приращение
независимой и зависимой переменных функции отно-
сительно этих фиксированных значений

)~(
~

)~(
~~~~

,~~~

DD

D

xfxfyyy

xxx

−=−=Δ

−=Δ

(6)

и составим отношение второго приращения к первому

)~~/())~(
~

)~(
~

()~~/()~~(~/~ DDDD xxxfxfxxyyxy −−=−−=ΔΔ . (7)

Предел отношения (7) при неограниченном прибли-
жении независимой переменной x~ к ее фиксированно-
му предельному значению Dx~ , если он существует, назы-
вается интервальной производной функцией от исход-
ной интервальной функции )~(

~
xf  (1) в точке Dx~  и

обозначается как Dxy~
~′  или )~(

~
~ xfxD′ . Таким образом,м,

(6)из~,~где,~/~lim)~(
~~

~~
~~ yxxyxfy

xx
xx ΔΔΔΔ=′≡′

→ D
DD . (8)

Доказано [4, 5, 7], что для существования у непре-

рывной интервальной функции )~(
~~ xfy =  в точке Dx~  ин-

тервальной производной необходимо и достаточно, что-
бы в этой точке и некоторой ее окрестности независи-
мая x~  и зависимая y~ переменные были существенно
интервальными, а именно, не вырождались в точку.

Как и в случае обычной производной, понятие ин-
тервальной производной можно обобщить путем повтор-
ного выполнения операции взятия производной.

При этом из интервальной производной 1-го порядка

xy~~′  получается интервальная производная 2-го порядка

xy~~′′ , из последней – производная 3-го порядка xy~~ ′′′  и т.д.
Согласно введенным определениям интервальной про-
изводной любого порядка, все интервальные производ-
ные, в том числе и исходная интервальная функция, при
любом численном значении аргумента x~ как интервала
возможных значений ],[~

21 xxx =  также принимают чис-
ленные значения в виде некоторого интервала значений.
Поэтому вычисление интервальной функции и интер-
вальной производной от нее любого порядка заключает-
ся в вычислении нижних и верхних граничных функций
соответствующих интервальных функций. Вычисление
функции f

~ выполняется по правилу (1), задающем эту
функцию в виде пары «нижняя 1f  и верхняя 2f  гранич-
ные функции». Вычисление производной n -го порядка

)~(
~~ )(
~

)(
~ xfy n

x
n

x =  от интервальной функции )~(
~~ xfy =  можно

выполнять с помощью формулы [7]
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~
)(

~ xfxfxfy n
x

n
x

n
x

n
x == , (9)

где )(
~,1

~ n
xf  и )(

~,2
~ n

xf  – соответственно нижняя и верхняя гра-

ничные функции интервальной производной )(
~

~ n
xf  n-го

порядка от исходной интервальной функции )~(~~ xfy= . Гра-
ничные функции в формуле (9) выражаются в таком виде

,)/()(2)~(
~

1212
1)(

~,1
nnn

x xxyyxf −−−= −

nnn
x xxyyxf )/()(2)~(

~
1212

1)(
~,2 −−= − , (10)

где 21,xx  – нижняя и верхняя границы интервального ар-
гумента ],[~

21 xxx =  в точке взятия производной от функ-

ции )~(
~~ xfy = , 21,yy  – нижняя и верхняя границы интер-

вальной зависимой переменной ],[~
21 yyy =  этой функции

в той же точке. Как следует из выражений (9), (10), интер-
вальная производная любого порядка имеет вид интер-
вала, который симметричен относительно нуля. Это по-
зволяет записать в более простой форме выражение ин-
тервальной производной любого n-го порядка (9), (10):

)]~(),~([)~(
~

)~(~ )(
~

)(
~

)(
~

)(
~ xfxfxfxy n

x
n

x
n

x
n

x −== , (11)

где
nnn

x xxyyxf )/()(2)~( 1212
1)(~ −−= − , (12)

а значения 2121 ,,, yyxx  раскрыты в пояснениях к фор-
муле (10).

Формулы (11), (12) позволяют находить интервальные
производные любого порядка от любых интервальных
функций. В том числе, они позволяют найти производ-
ные от элементарных интервальных функций.

4 РЕЗУЛЬТАТЫ
Согласно определению любая элементарная интер-

вальная функция )~(
~~ xfy =  вида (1) получается из соот-

ветствующей вещественной элементарной функции
)(xfy =  путем раздетерминизации ее аргумента x , за-

висимой переменной y  и собственно функции f , т.е.
преобразования в соответствующие интервальный ар-
гумент ],[~

21 xxx = , интервальную зависимую перемен-

ную ],[~
21 yyy=  и интервальную функцию ],[

~
21 fff = . Опреде-

ление производных от элементарных интервальных фун-
кций мы начнем с простейшей функции: интервальной
константы.

Функция интервальная константа выражается в виде

212121 ,const,const],,[~~ cccccccy <===≡ . (13)

Сравнивая формулу (13) с общим выражением (1)
любой интервальной функции, видим, что интервальная
константа – это интервальная функция, нижняя и верх-
няя граничные функции которой имеют вид

221222121111 ),()~(,),()~( cxxfxfycxxfxfy ====== . (14)
Подставив (14) в общие формулы интервальных про-

изводных (11), (12), мы получим выражение производ-
ной любого n -гоо порядка от интервальной константы

cy ~~ =  в виде

)]~(),~([],[~~ )(
~

)(
~21

)()( xcxccccy n
x

n
x

nn −==≡ , (15)

где nnn
x xxссxс )/()(2)~( 1212

1)(
~ −−= − .
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Как видно из выражения (15), интервальная производ-
ная любого n-го порядка от функции – интервальной кон-
станты c~ (13) не равна 0 – нулю (точнее, нулевому интер-
валу ]0,0[0~= ), в отличие от классической производной отт
вещественной константы, равной 0. Более того, эта произ-
водная не является постоянной величиной, а существен-
но зависит от аргумента ],[~

21 xxx = . Согласно формуле (15),
она существует во всех точках x~, где 21 xx ≠ , и монотон-
но убывает при увеличении разности 12 xx − .

Интервальная степенная функция выражается в виде
mm xxxyyy ],[~],[~

2121 ≡== , (16)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая переменная. Будем

считать, исходя из физических соображений, что в преде-
лах одной (любой!) решаемой задачи переменная величи-
на ],[~

21 xxx =  может быть только положительной (более
общо – неотрицательной) или только отрицательной (бо-
лее общо – неположительной), т.е. выполняется условие

0,или0, 2121 ≤≥ xxxx . (17)
Тогда интервальную степенную функцию (16) мож-

но записать в явном интервальном виде посредством
следующей формулы:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
≤≥==
.четно ,0,при],,[

;нечетно ,0,или0,при],,[],[~
2112

212121
21

mxxxx
mxxxxxxyyy mm

mm

Сравнив выражение (18) с общим выражением любой
интервальной функции (1) мы видим, что интервальная
степенная функция есть интервальная функция, нижняя и
верхняя граничные функции которой имеют такой вид:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
≤≥===

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
≤≥===

.четно ,0,при,
;нечетно ,0,или0,при,),()~(

;четно ,0,при,
;нечетно ,0,или0,при,),()~(

211

21212
21222

212

21211
21111

mxxx
mxxxxxxxfxfy

mxxx
mxxxxxxxfxfy

m

m

m

m

Подставим (19) в общие формулы интервальных про-
изводных (11), (12). В результате получим выражение
производной n-го порядка от интервальной степенной
функции mxy ~~ =  (16)

)]~(),~([)],([)~(~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnmnmn −=== , (20)
где

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−−
≤≥−−= −

−

.четно ,0,при,)/()(2
;нечетно ,0,или0,при,)/()(2)~(

211221
1

21211212
1

)(

mxxxxxx
mxxxxxxxxxf nmmn

nmmn
n

Как видно из формулы (20), в интервальной произ-

водной любого n-го порядка )()~( nmx  от интервальной сте-
пенной функции mx~  (16) при увеличении n  показатель
степени m   не уменьшается, приближаясь к нулю, в от-
личие от классической производной от вещественной
степенной функции, у которой этот эффект существует.
Интервальная производная )()~( nmx , как показано в (20),
существует во всех точках ],[~

21 xxx = , в которых 21 xx ≠ ;
она монотонно убывает с увеличением разности 12 xx − .

(18)

(19)

Интервальная показательная функция выражается
в виде

0,],[~ ],[~
21 21 >≡== aaayyy xxx , (21)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая переменная. Со-

гласно общему определению интервальной функции [4,
5, 7], интервальная функция xa

~
 определяется в следую-

щем виде

}~|{
~

xxaa xx ∈= , (22)

в котором xa  – обычная показательная функция, кото-
рая монотонно возрастает. Это позволяет задать интер-
вальную показательную функцию (21) в явном интер-
вальном виде формулой

0],,[],[~ 2121 >=≡ aaayyy xx . (23)

Сравнив выражение (23) с общим выражением лю-
бой интервальной функции (1), устанавливаем, что ин-
тервальная показательная функция есть интервальная
функция, нижняя и верхняя граничные функции кото-
рой принимают следующий вид:

  0,),()~(,),()~( 21 2122221111 >====== aaxxfxfyaxxfxfy xx . (24)

Подставив выражения (24) в общие формулы интер-
вальных производных (11), (12), имеем выражение про-
изводной n-го порядка от интервальной показательной
функции xay

~~ =  (21):

)]~(),~([)()(~ )()()(],[)(~)( 21 xfxfaay nnnxxnxn −=== , (25)

где nxxnn xxaaxf )/()(2)~( 12
1)( 12 −−= − .

Формула (25) показывает, что в интервальной произ-

водной любого n-го порядка )(~
)( nxa  от интервальной

показательной функции xa
~

 при увеличении n  перед дан-
ной функцией не появляются дополнительные множи-
тели aln , в отличие от классической производной отт
вещественной показательной функции, у которой такие
множители появляются. Согласно формуле (25), интер-

вальная производная )(~
)( nxa , существует во всех точках

],[~
21 xxx = , в которых 21 xx ≠ ; она монотонно убывает с

увеличением разности 12 xx − .
Интервальная экспоненциальная функция выража-

ется в виде

],[~
21 21],[~ xxx eeyyy ≡== , (26)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy=  – интервальная зависимая переменная. Из срав-

нения (21) и (26) выясняется, что интервальная экспо-
ненциальная функция (26) – частный случай интерваль-
ной показательной функции (21) при ea= . Таким обра-
зом, из выражения (25) производной любого n -го по-
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рядка от интервальной показательной функции, поло-
жив в нем ea= , получим следующее выражение произ-
водной любого n -го порядка от интервальной экспонен-
циальной функции

)]~(),~([)()(~ )()()(],[)(~)( 21 xfxfeey nnnxxnxn −=== , (27)

где
nxxnn xxeexf )/()(2)~( 12

1)( 12 −−= − .
Формула (27) показывает, что в интервальной произ-

водной )(~
)( nxe  любого n-го порядка от интервальной

экспоненты xe
~  (26) при увеличении n перед экспонен-

той изменяется множитель
nn xxM )/(2 12

1 −= − , (28)
в отличие от классической производной от веществен-

ной экспоненты, у которой этого множителя нет. Интер-

вальная производная )(~
)( nxe , согласно (27), существует

во всех точках ],[~
21 xxx= , в которых 21 xx ≠  и монотонно

убывает с увеличением разности 12 xx − .
Интервальная логарифмическая функция выража-

ется в виде
0],[log~log],[~

2121 >=== axxxyyy aa , (29)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая переменная. Со-

гласно определению интервальной функции [4, 5, 7], ин-
тервальная функция xa

~log  определяется в виде

1,0},~|{log~log ≠>∈= aaxxxx aa , (30)
при этом xalog  – исходная обычная логарифмическая
функция, которая монотонно возрастает. Это позволяет
записать интервальную логарифмическую функцию (29)
в явном интервальном виде с помощью такой формулы

1,0],log,[log],[~
2121 ≠>=≡ aaxxyyy aa . (31)

Сравнив выражение (31) с общим выражением любой
интервальной функции (1), заключаем, что интервальная
логарифмическая функция – интервальная функция, ниж-
няя и верхняя граничные функции которой выглядят как

,log),()~( 121111 xxxfxfy a===

1,0,log),()~( 221222 ≠>=== aaxxxfxfy a . (32)

При подстановке (32) в общие формулы интерваль-
ных производных (11), (12), выражение для производной
любого n -го порядка от интервальной логарифмичес-
кой функции xy a

~log~ =  (29) запишется в виде

)]~(),~([]),[(log)~(log~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnn
a

n
a

n −=== , (33)

здесь 1,0,)/()log(log2)~( 1212
1)( ≠>−−= − aaxxxxxf n

aa
nn ,

или, после потенцирования,

1,0,)/()/(log2)~( 1212
1)( ≠>−= − aaxxxxxf n

a
nn .

Как это видно из (33), в интервальной производной
)()~(log n

ax  любого n -го порядка от интервальной функ-

ции логарифм xa
~log  исходная логарифмическая функ-

ция остается логарифмической, в отличие от классичес-
кой производной от вещественной логарифмической
функции xalog , которая равна ax ln/1 , т.е. является ра-

циональной функцией. Производная )()~(log n
ax  суще-

ствует во всех точках ],[~
21 xxx = , где 21 xx ≠ , и монотонно

убывает с увеличением 12 xx − .
Интервальная натуральная логарифмическая фун-

кция выражается в виде

],ln[~ln],[~
2121 xxxyyy === , (34)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая переменная. Из

сравнения (29) и (34) мы видим, что интервальная нату-
ральная логарифмическая функция (34) – частный слу-
чай интервальной логарифмической функции (29) при

ea= . Так что, из формулы (33) производной любого n-
го порядка от интервальной логарифмической функции,
положив в нем ea= , найдем выражение производной
любого n-го порядка от интервальной натурально-лога-
рифмической функции

)]~(),~([]),(ln[)~(ln~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (35)

где

nnn xxxxxf )/()/ln(2)~( 1212
1)( −= − .

При этом из (35) видно, что в интервальной произ-

водной любого n-го порядка )()~(ln nx  от натурально-ло-
гарифмической интервальной функции x~ln  исходная на-
турально-логарифми-ческая функция остается натураль-
но-логарифмической, в отличие от классической
производной от натурально-логарифмической функции

xln , которая равна x/1  и является рациональной функ-
цией. Интервальная производная )()~(ln nx  существует
во всех точках ],[~

21 xxx = , в которых 21 xx ≠ , она моно-
тонно убывает с увеличением разности 12 xx − .

Интервальная тригонометрическая функция «си-
нус» выражается в следующем виде

],sin[~sin],[~
2121 xxxyyy === , (36)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая переменная. По

определению интервальной функции [4, 5, 7], функция
x~sin  задается в виде

}~|{sin~sin xxxx ∈= , (37)

где xsin  – исходная обычная тригонометрическая фун-
кция «синус», которая монотонно возрастает на интер-
вале 2/2/ π≤≤π− x , в котором она последовательно при-
нимает все возможные значения от –1 до 1. Последнее
позволяет нам записать интервальную тригонометричес-
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кую функцию синус (37) в явном интервальном виде с
помощью формулы

]sin,[sin],[sin~sin],[~
212121 xxxxxyyy ===≡ . (38)

Сравнив выражение (38) с общим выражением лю-
бой интервальной функции (1), видим, что интервальная
тригонометрическая функция «синус» есть интерваль-
ная функция, нижняя и верхняя граничные функции ко-
торой имеют вид

,sin),()~( 121111 xxxfxfy ===

221222 sin),()~( xxxfxfy === . (39)

Подставив выражения (39) в общие формулы интер-
вальных производных (11), (12), получаем следующее
выражение производной любого n-го порядка от интер-
вальной тригонометрической функции x~sin

)]~(),~([]),[(sin)~(sin~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (40)
где

nnn xxxxxf )/()sin(sin2)~( 1212
1)( −−= − .

Формула (40) показывает, что в интервальной произ-
водной любого n-го порядка )()~(sin nx  от интервальной
тригонометрической функции x~sin  исходная тригоно-
метрическая функция синус остается синусом, в отли-
чие от классической производной от обычной тригоно-
метрической функции xsin , которая равна xcos . Интер-
вальная производная )()~(sin nx  существует во всех точках

],[~
21 xxx = , где 21 xx ≠ , она монотонно убывает с увеличе-

нием разности 12 xx − .
Интервальная тригонометрическая функция «коси-

нус» выражается в следующем виде

],[cos~cos],[~
2121 xxxyyy === , (41)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy=  – интервальная зависимая переменная. Соглас-

но общему определению интервальной функции [4, 5,
7], интервальная функция x~cos  определяется в следую-
щем виде:

}~|{cos~cos xxxx ∈= , (42)

где xcos  – исходная обычная тригонометрическая фун-
кция «косинус», которая монотонно убывает в интерва-
ле π≤≤ x0 , принимая последовательно все возможные
значения от 1 до –1. Это позволяет нам задать интерваль-
ную тригонометрическую функцию «косинус» в явном
интервальном виде посредством формулы

]cos,[cos],[cos~cos],[~
122121 xxxxxyyy ===≡ . (43)

Сравним формулу (43) с общим выражением интер-
вальной функции (1). Видим, что интервальная тригоно-
метрическая функция «косинус» является интервальной
функцией, нижняя и верхняя граничные функции кото-
рой имеют вид

,cos),()~( 221111 xxxfxfy ===

121222 cos),()~( xxxfxfy === . (44)

Подставив выражения (44) в общие формулы интер-
вальных производных (11), (12), получим следующее
выражение производной любого n -го порядка от ин-

тервальной тригонометрической функции x~cos

)]~(),~([]),[(cos)~(cos~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (45)

где

nnn xxxxxf )/()cos(cos2)~( 1221
1)( −−= − .

Формула (45) показывает, что в интервальной произ-
водной любого n -го порядка )()~(cos nx  от интервальной
тригонометрической функции x~cos  исходная тригоно-
метрическая функция косинус остается косинусом, в
отличие от классической производной от вещественной
тригонометрической функции xcos , которая равна

xsin− . Интервальная производная )()~(cos nx  существует
во всех точках ],[~

21 xxx = , 21 xx ≠ , и монотонно убывает с
увеличением разности 12 xx − .

Интервальная тригонометрическая функция «тан-
генс» выражается в виде

],[tg~tg],[~
2121 xxxyyy === , (46)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая переменная. Со-

гласно общему определению интервальной функции [4,
5, 7], интервальная функция x~tg  определяется следую-
щим образом

}~|tg{~tg xxxx ∈= , (47)

причем xtg  – обычная тригонометрическая функция
«тангенс», которая монотонно возрастает в интервале

2/2/ π≤≤π− x , где она последовательно принимает все воз-
можные значения от −∞  до +∞ . Это позволяет записатьть
интервальную тригонометрическую функцию «тангенс»
(47) в явном интервальном виде с помощью формулы

]tg,tg[],[tg~tg],[~
212121 xxxxxyyy ===≡ . (48)

Сравнивая выражение (48) с общим выражением
интервальной функции (1), заключаем, что интерваль-
ная тригонометрическая функция «тангенс» является
интервальной функцией, нижняя и верхняя граничные
функции которой имеют вид

,tg),()~( 121111 xxxfxfy ===

221222 tg),()~( xxxfxfy === . (49)

Подставив выражения (49) в общие формулы для ин-
тервальных производных (11), (12), получим следующее
выражение производной любого n-го порядка от ин-
тервальной тригонометрической функции x~tg

)]~(),~([]),[tg()~tg(~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (50)

где

nnn xxxxxf )/()tgtg(2)~( 1212
1)( −−= − .
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Формула (50) показывает, что в интервальной произ-
водной любого n-го порядка )()~tg( nx  от интервальной
тригонометрической функции x~tg  исходная функция
«тангенс» остается тангенсом, в отличие от классической
производной от обычной тригонометрической функции

xtg , равной x2cos/1 . Интервальная производная )()~tg( nx
существует во всех точках ],[~

21 xxx = , в которых 21 xx ≠  и
монотонно убывает с увеличением разности 12 xx − .

Интервальная тригонометрическая функция «котан-
генс» выражается в виде

],[ctg~ctg],[~
2121 xxxyyy === , (51)

в котором ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая пе-

ременная, ],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая пере-

менная. Согласно общему определению интервальной
функции [4, 5, 7], интервальная функция x~ctg  определя-
ется в виде

}~|ctg{~ctg xxxx ∈= , (52)

здесь xctg  – исходная обычная тригонометрическая фун-
кция «котангенс», которая монотонно убывает на интер-
вале π≤≤ x0 , где последовательно принимает возмож-
ные значения от +∞  до −∞ . Это позволяет нам записатьть
интервальную тригонометрическую функцию «котан-
генс» явно в интервальном виде с помощью формулы

]ctg,ctg[],[ctg~ctg],[~
122121 xxxxxyyy ===≡ . (53)

Сравнивая выражение (53) с общим выражением
произвольной интервальной функции (1), видим, что
интервальная тригонометрическая функция «котангенс»
есть интервальная функция, нижняя и верхняя гранич-
ные функции которой имеют вид

,ctg),()~( 221111 xxxfxfy ===

121222 ctg),()~( xxxfxfy === . (54)

Подставив выражения (54) в общие формулы интер-
вальных производных (11), (12), получаем следующее
выражение производной любого n-го порядка от интер-
вальной тригонометрической функции x~ctg

)]~(),~([]),[ctg()~ctg(~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (55)

где

nnn xxxxxf )/()ctgctg(2)~( 1221
1)( −−= − .

Формула (55) показывает, что в интервальной произ-
водной любого n-го порядка )()~ctg( nx  от интервальной
тригонометрической функции x~ctg  исходная тригоно-
метрическая функция котангенс остается котангенсом,
в отличие от классической производной от обычной
тригонометрической функции xctg , которая равна

x2sin/1− . Интервальная производная )()~ctg( nx  существу-

ет во всех точках ],[~
21 xxx = , где 21 xx ≠  и монотонно убы-

вает с увеличением 12 xx − .

Интервальная обратная тригонометрическая функ-
ция «арксинус» выражается в виде

],[arcsin~arcsin],[~
2121 xxxyyy === , (56)

где ],[~
21 xxx=  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy =  – интервальная зависимая переменная. Соглас-

но общему определению интервальной функции [4, 5,
7], интервальная функция x~arcsin  определяется в виде

}~|{arcsin~arcsin xxxx ∈= , (57)

в котором xarcsin  есть исходная обычная обратная три-
гонометрическая функция «арксинус». Последняя мо-
нотонно возрастает на интервале 11 ≤≤− x , проходя пос-
ледовательно все возможные значения от 2/π−  до 2/π .
Это позволяет записать интервальную обратную триго-
нометрическую функцию «арксинус» (57) в явном ин-
тервальном виде

]arcsin,[arcsin],[arcsin~arcsin],[~
212121 xxxxxyyy ===≡ . (58)

При сравнении выражения (58) с общим выражени-
ем интервальной функции (1), устанавливаем, что ин-
тервальная обратная тригонометрическая функция «ар-
ксинус» является интервальной функцией, нижняя и вер-
хняя граничные функции которой имеют вид

,arcsin),()~( 121111 xxxfxfy ===

221222 arcsin),()~( xxxfxfy === . (59)

Если подставить (59) в общие формулы интерваль-
ных производных (11), (12), мы получаем следующее
выражение производной любого n-го порядка от нашей
интервальной обратной тригонометрической функции

xy ~arcsin~ =

)]~(),~([]),[(arcsin)~(arcsin~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (60)

где

nnn xxxxxf )/()arcsin(arcsin2)~( 1212
1)( −−= − .

Как видно из формулы (60), в интервальной произ-
водной любого n-го порядка )()~(arcsin nx  от интерваль-
ной обратной тригонометрической функции x~arcsin
исходная обычная обратная тригонометрическая функ-
ция арксинус так и остается арксинусом, в отличие от
классической производной от обычной обратной триго-

нометрической функции xarcsin , которая равна 21/1 x− .
Интервальная производная )()~(arcsin nx  существует во
всех точках ],[~

21 xxx= , 21 xx ≠ , монотонно убывая с увеличе-
нием разности 12 xx − .

Интервальная обратная тригонометрическая функция
«арккосинус» определяется следующим выражением:

],[arccos~arccos],[~
2121 xxxyyy === , (61)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy=  – интервальная зависимая переменная. Соглас-

но общему определению интервальной функции [4, 5,
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7], интервальная функция x~arccos  определяется в сле-
дующем виде:

}~|{arccos~arccos xxxx ∈= , (62)

при этом xarccos  – исходная обычная обратная триго-
нометрическая функция «арккосинус», которая моно-
тонно убывает на 11 ≤≤− x , проходя последовательно все
свои возможные значения от π  до 0. Это позволяет запи-
сать функцию «арккосинус» (62) в явном интервальном
виде

]arccos,[arccos],[arccos~arccos],[~
122121 xxxxxyyy ===≡ . (63)

Сравнив выражение (63) с общим выражением лю-
бой интервальной функции (1), устанавливаем, что ин-
тервальная обратная тригонометрическая функция «ар-
ккосинус» является интервальной функцией, у которой
нижняя и верхняя граничные функции таковы:

,arccos),()~( 221111 xxxfxfy ===

121222 arccos),()~( xxxfxfy === . (64)

Подставив выражения (64) в общие формулы интер-
вальных производных (11), (12), получим выражение про-
изводной любого n -го порядка от интервальной функ-
ции xy ~arccos~ = :

)]~(),~([]),[(arccos)~(arccos~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (65)

где

nnn xxxxxf )/()arccos(arccos2)~( 1221
1)( −−= − .

Формула (65) отражает факт, что в интервальной про-
изводной n-го порядка )()~(arccos nx  от интервальной об-

ратной тригонометрической функции x~arccos  исход-
ная обычная обратная тригонометрическая функция
арккосинус остается арккосинусом, в отличие от клас-
сической производной от обычной обратной тригоно-

метрической функции xarccos ,  равной 21/1 x−− .  Интер-
вальная производная )()~(arccos nx  существует во всех

точках ],[~
21 xxx = , в которых 21 xx ≠ , и монотонно убыва-а-

ет с увеличением разности 12 xx − .
Интервальная обратная тригонометрическая функ-

ция «арктангенс» выражается в виде

],[arctg~arctg],[~
2121 xxxyyy === , (66)

где ],[~
21 xxx =  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy=  – интервальная зависимая переменная. Соглас-

но общему определению интервальной функции [4, 5,
7], интервальная функция x~arctg  определяется как

}~|arctg{~arctg xxxx ∈= , (67)

при этом xarctg  – исходная обычная обратная тригоно-
метрическая функция «арктангенс», которая монотон-
но возрастает на интервале ∞<<−∞ x , проходя последо-
вательно все свои возможные значения от 2/π−  до 2/π ,
что дает возможность записать интервальную обратную

тригонометрическую функцию «арктангенс» (67) в яв-
ном виде

]arctg,arctg[],[arctg~arctg],[~
212121 xxxxxyyy ===≡ . (68)

Сравним формулу (68) с общим выражением любой
интервальной функции (1). Хорошо видим, что интер-
вальная обратная тригонометрическая функция «арктан-
генс» является интервальной функцией, нижняя и верх-
няя граничные функции которой имеют вид

,arctg),()~( 121111 xxxfxfy ===

221222 arctg),()~( xxxfxfy === . (69)

Подставив формулы (69) в общие формулы для интер-
вальных производных (11), (12), составим выражение ин-
тервальной производной любого n-го порядка от интер-
вальной обратной тригонометрической функции

xy ~arctg~ =  в виде

)]~(),~([]),[arctg()~arctg(~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (70)

где

nnn xxxxxf )/()arctgarctg(2)~( 1212
1)( −−= − .

Запись (70) дает понять, что в выражении интерваль-
ной производной )()~arctg( nx  от интервальной обратной
тригонометрической функции x~arctg  исходная обычная
обратная тригонометрическая функция арктангенс ос-
тается арктангенсом, в отличие от классической произ-
водной от обычной обратной тригонометрической фун-
кции xarctg , которая равна )1/(1 2x+ . Интервальная про-

изводная )()~arctg( nx  существует во всех точках ],[~
21 xxx = ,

в которых 21 xx ≠ . Она монотонно убывает с увеличени-
ем разности 12 xx − .

Интервальная обратная тригонометрическая функ-
ция «арккотангенс» определяется следующим интер-
вальным выражением

],[arcctg~arcctg],[~
2121 xxxyyy === , (71)

где ],[~
21 xxx=  – интервальная независимая переменная,

],[~
21 yyy=  – интервальная зависимая переменная. По об-

щему определению интервальной функции [4, 5, 7], ин-
тервальная тригонометрическая функция x~arcctg  опре-
деляется как

}~|arcctg{~arcctg xxxx ∈= , (72)

при этом xarcctg  – исходная обычная обратная триго-
нометрическая функция «арккотангенс», которая моно-
тонно убывает на интервале ∞<<−∞ x  и проходит пос-
ледовательно все возможные значения от π  до 0. Этоо
позволяет записать интервальную обратную тригономет-
рическую функцию «арккотангенс» (72) в явном виде

]arcctg,arcctg[],[arcctg~arcctg],[~
122121 xxxxxyyy ===≡ . (73)

Если сравнивать (73) с общим выражением интер-
вальной функции (1), можно видеть, что интервальная
обратная тригонометрическая функция «арккотангенс»
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есть интервальная функция, нижняя и верхняя гранич-
ные функции которой имеют вид

,arcctg),()~( 221111 xxxfxfy ===

121222 arcctg),()~( xxxfxfy === . (74)

Подставив формулы (74) в общие формулы для ин-
тервальных производных (11), (12), получим выражение
производной любого n-го порядка от интервальной фун-
кции xy ~arcctg~ = :

)]~(),~([]),[arcctg()~arcctg(~ )()()(
21

)()( xfxfxxxy nnnnn −=== , (75)

где

nnn xxxxxf )/()arcctgarcctg(2)~( 1221
1)( −−= − .

Формула (75) показывает, что в интервальной произ-
водной n-го порядка )()~arcctg( nx  от интервальной об-
ратной тригонометрической функции x~arcctg  исходная
обычная обратная тригонометрическая функция аркко-
тангенс остается арккотангенсом, в отличие от класси-
ческой производной от вещественной обратной триго-
нометрической функции xarcctg , которая равна

)1/(1 2x+− . Интервальная производная )()~arcctg( nx  суще-

ствует во всех точках ],[~
21 xxx= , в которых 21 xx ≠  и моно-

тонно убывает с увеличением разности 12 xx − .
5 ОБСУЖДЕНИЕ
Проблема вычисления производных от интервально-

определенных функций существенно отличается от ана-
логичной проблемы для полностью определенных фун-
кций. Это отличие связано с известным отличием про-
цесса вычисления полностью определенной функции от
процесса вычисления интервальной функции – во вто-
ром случае приходится вычислять параллельно две не-
зависимые точно заданные функции – нижнюю и верх-
нюю граничные функции интервальной функции. В свя-
зи с этим отличием для вычисления полностью
определенных функций имеются простые и ясные мето-
дики, основанные на методах вычислительной матема-
тики, в то время как вычисление неполностью опреде-
ленной – интервальной функции оказывается более
сложным [8–14]. Эта сложность вычисления распрост-
раняется и на производные от интервальных функций,
поскольку они также являются интервальными функци-
ями. Поэтому предпринятое в статье детальное изуче-
ние производных элементарных функций, сопровожда-
емое получением простых формул для вычисления этих
производных, является важным шагом на пути умень-
шения сложности вычисления интервальных функций.
В процессе изучения выявлены различия между интер-
вальными производными от интервальных элементар-
ных функций и классическими производными от детер-
минированных элементарных функций. Главное разли-
чие состоит в том,  что производная любого n -го

,...)2,1( =n  порядка от любой интервальной функции

)~(~ xP , в частности, элементарной функции, всегда пред-

ставляет собой функцию класса nxxP ~/)~(~ . Поэтому ин-

тервальную производную любого n-го порядка с полным
правом можно интерпретировать как скорость
n -го порядка изменения функции )~(xP  относительно ее
аргумента x~. Известно, что классическая производная
любого порядка n  от любой детерминированной функ-
ции )(xP  не обязательно представляет собой функцию
класса nxxP /)( . Поэтому такую производную в общем
случае нельзя интерпретировать как скорость n-го поряд-
ка изменения функции )(xP  относительно ее аргумента.
Это означает, в свою очередь, что классическая произ-
водная Ньютона-Лейбница, в отличие от интервальной
производной, вообще говоря, не может считаться адек-
ватной моделью динамики большинства природных
объектов и процессов. Другими словами, именно учет
неопределенности исходных функций в форме интерваль-
ности их возможных значений делает производные от них
адекватными моделями динамики природных процессов.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Автором в данной работе впервые получен полный

набор производных любых порядков от всех существую-
щих элементарных интервальных функций (формулы (15),
(20), (25), (27), (33), (35), (40), (45), (50), (55), (60), (65), (70), (75)).

Научная новизна полученных результатов заключает-
ся как в самих полученных формулах, так и в том, что
каждая из этих формул выражает набор интервальных
производных всех возможных порядков n  от данной ин-
тервальной функции. Практическая ценность выполнен-
ной работы состоит в необычайной простоте вычисле-
ния интервальных производных с помощью полученных
формул: эти вычисления требуют всего лишь деления ис-
ходной интервальной функции на n-ю степень аргумен-
та, где n  – порядок вычисляемой производной.
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ПОХІДНІ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ІНТЕРВАЛЬНИХ ФУНКЦІЙ
Розглянуто задачі, пов’язані з обчисленням похідних від интервально-певних функцій. Ці задачі актуальні при вивченні систем з

властивою їм тим чи іншим ступенем невизначеності (недетерміновані системи). Саме, мова йде про простих системах, які описуються
елементарними интервально-певними функціями. Відповідно до цього вирішуються задачі знаходження похідних від елементарних функцій
зазначеного виду. При цьому використовуються отримані раніше формули і прийоми обчислення похідних від будь-яких интервально-
певних функцій. Наведено основні визначення, пов’язані з похідними від интервально-певних функцій, а також формули двох типів, які
дозволяють обчислювати зазначені інтервальні похідні. Формули першого типу висловлюють похідні в закритій інтервального формі, яка
вимагає використання апарату інтервального математики. Формули другого типу висловлюють похідні у відкритій інтервального формі,
у вигляді двох формул, перша з яких висловлює нижню межу інтервалу, що представляє шукану похідну, а друга – верхню межу, і
обчислення похідної від інтервального функції зводиться до обчислення двох дійсних функцій. За допомогою викладеного математич-
ного апарату були знайдені похідні від наступних елементарних інтервальних функцій: інтервального константи, інтервального ста-
течної функції, інтервального показовою функції, інтервального експоненційної функції, інтервального логарифмічною і натурально-
логарифмічноїфункцій, інтервальних тригонометричних функцій (синуса, косинуса, тангенса і котангенс), інтервальних зворотних
тригонометричних функцій (арксинуса, арккосинуса, арктангенса, арккотангенса). Формули всіх похідних дані у відкритій інтерваль-
ного формі. Зазначено відміну інтервальних похідних інтервальних елементарних функцій від класичних похідних відповідних звичай-
них елементарних функцій.

Ключові слова: інтервал, інтервальна функція, інтервальна похідна, інтервально-диференціальне числення, інтервальні обчислення.

Levin V. I.
Dr. Sc., Professor, Leading Scientist of Mathematical Department of Penza State Technological University, Penza, Russia
DERIVATIVES OF ELEMENTARY INTERVAL FUNCTIONS
The article deals with some problems related to calculation of derivatives of interval-specified functions. These problems are relevant in

the study of systems with any level of uncertainty (nondeterministic systems). Specifically we will speak about simple systems described by
elementary interval-specific functions. Accordingly we solved the problem of calculating derivatives of elementary interval-specified functions.
Previously obtained formulas and methods of finding of derivatives of interval-defined functions are used. Basic definitions related to the
derivatives of interval functions are given. We present formulas of two types that allow you to calculate interval derivatives. The first type
formulas express derivatives in the closed interval form, which requires computing using the apparatus of interval mathematics. But formulas
of the second type can express derivatives in the open interval form, i.e. in the form of two formulas. Formulas above expresses the lower and
the upper limits of the interval representing the derivative. Here finding of the derivative of the interval-defined function is reduced to
computation of two ordinary certain functions. Using above mathematical apparatus we find derivatives of all elementary interval functions:
interval constant, interval power function, interval exponential function, interval logarithmic function, interval natural-logarithmic function,
interval trigonometric functions (sine, cosine, tangent, cotangent), interval inverse trigonometric functions (arcsine, arccosine, arctangent,
arccotangent). Formulas of all derivatives are shown in form of an open interval. The difference between derivatives of interval elementary
functions and the derivatives of exact functions (not interval) elementary functions is discussed.

Keywords: interval value, interval function, interval derivatives, interval computations, interval-differential calculus.
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