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ABSTRACT 
Context. The problem of forming complex signal ensembles on the basis of frequency band filtering and research of their 

properties is considered. The object of research is the process of synthesis of signal ensembles based on frequency filtering of 
pseudo-random sequences of short video pulses with low interaction in the time domain. 

Objective. It is to form complex signal ensembles with satisfactory values of intercorrelation properties, which are close to the 
signals with minimal energy interaction.  

Method. The results of the application of forming complex signal ensembles method by frequency filtering of pseudo-random 
sequences with low interaction in the time domain are presented. As a result of the spectral band selection of the studied pseudo-
random short video pulse sequences due to the use of bandpass filters based on the Chebyshev filter of the first kind, new samples of 
sequences with spectrum restriction are obtained. By applying intercorrelation analysis to the obtained sequence samples, the values 
of the maximum emissions of the side lobes of the cross-correlation functions (CCF) for all possible signal pairs are estimated. If the 
values of the maximum emissions of the side lobes of the CCF signals exceed the limit values, the sequence of the analyzed pair with 
a smaller value of the number of pulses is removed from the ensemble. In case of satisfactory value – the received signals are 
accepted for the signal ensemble formation with the minimum power interaction. Thus, a new set of values of the maximum 
emissions of the side lobes of the CCF is formed. This approach increases the number of signals in ensembles with satisfactory 
values of statistical characteristics with limited signal spectrum width, and the correlation properties of such sequences approach the 
signals with minimal energy interaction, which reduces the level of multiple access interference. As a result, complex signal 
ensembles obtained by frequency filtering should be used in cognitive radio systems with code division multiplexing. 

Results. Based on the software implementation of the method of forming complex signal ensembles by frequency filtering of 
pseudo-random sequences with low interaction in the time domain, signals with satisfactory values of statistical characteristics with 
limited signal spectrum width with intercorrelation properties close to signals with minimal energy interaction and higher ensemble 
volume were selected. 

Conclusions. The application of frequency filtering to pseudo-random sequences of short video pulses with a low level of cross-
correlation allows to obtain complex signal ensembles, which will be similar in correlation properties to sequences with minimal 
energy interaction. It will reduce the level of multiple access interference. The analysis revealed that the use of frequency filtering of 
sequences will slightly worsen the mutual correlation properties of signals, possibly due to suboptimal synthesis of values of 
maximum emission levels of side lobes of CCF signals, but, nevertheless, it is possible to use such signals in modern cognitive 
systems radio access multiple access with code division multiplexing.  

KEYWORDS: complex signal, cross-correlation function, multiple access interference, videopulse, signal base, signal spectrum 
width, signal duration, duty cycle, impulse duration, minimal energy interaction. 
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ABBREVIATIONS 
FR is a frequency response; 
CCF is a cross-correlation function. 

 
NOMENCLATURE 

α is a coefficient; 
В is a signal base; 
Еі is energy of i-th signal; 
ΔF is a signal spectrum width; 
Δf is a filtering band width; 
σRmax is a standard deviation of the maximum 

emissions of the side lobes CCF; 
mRmax is a mathematical expectation of maximum 

emissions of side lobes CCF; 
N is a number of signal pairs interacting with each 

other; 
ni is a number of pulses in i-th sequence; 
nj is a number of pulses in j-th sequence; 
Qi is a duty cycle of i-th pulse sequence; 
Qj is a duty cycle of j-th pulse sequence; 
Rk is a CCF of the sequence pair with serial number k; 
rect(·) is a pulse of single amplitude and fixed impulse 

duration; 
Si(t) is і-th pulse sequence; 
T is a signal duration; 
Ti is a pulse follow-up period in i-th sequence; 
Tj is a pulse follow-up period in j-th sequence; 
τi is a impulse duration of i-th sequence; 
τj is a impulse duration of j-th sequence; 
Ui is a value of the amplitude in the i-th sequence. 

 
INTRODUCTION 

Current trends in the development of multiple access 
radio systems and the impact of multiple access 
interference on them, especially in cognitive radio 
networks, require a further increase in the number of 
subscribers, provided that the specified quality of service 
in wireless networks. The study of the properties of 
complex signal ensembles based on pseudo-random 
sequences with minimal energy interaction allows to 
determine the statistical characteristics of complex signal 
ensembles obtained by applying the method of forming 
complex signal ensembles through frequency filtering of 
pseudo-random sequences with low interaction in the time 
domain due to which it is possible to significantly 
increase the volume of the signal ensemble by reducing 
the values of the maximum emissions of the side lobes of 
the CCF of such signals, while the level of multiple 
access interference remains within acceptable values. The 
received signals should be used in cognitive radio systems 
based on code division multiplexing, and increasing the 
number of signals in the ensemble allows you to increase 
the number of subscribers in such systems, while 
maintaining a high level of service quality. 

The object of study is the process of synthesis of 
complex signal ensembles formed on the basis of 
frequency filtering of pseudo-random sequences of short 
video pulses. Given the limited frequency and time 
resources in modern cognitive radio systems, the urgent 

problem is to increase the volume of complex signal 
ensembles, in order to improve the quality of service and 
performance in such systems. 

The subject of study is the method of forming 
complex signal ensembles by frequency filtering of 
pseudo-random sequences with low interaction in the time 
domain based on samples of pseudo-random sequences 
with minimal energy interaction. There are known 
methods of forming ensembles for phase-manipulated, 
amplitude-manipulated and other signals based on linear 
and nonlinear sequences [1, 2, 3, 4, 5], but the correlation 
properties of complex signal ensembles obtained by 
frequency filtering of sequences with low interaction in 
the time domain were not performed. 

The purpose of the work is to develop a method for 
the synthesis of complex signal ensembles with limited 
spectrum width, the correlation properties of which are 
close to the signals with minimal energy interaction. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Suppose a given sample of pseudo-random sequences 
with minimal interaction in time domain, with the 
parameters: τi = τj, Ті ≈ Тj, Qi ≈ Qj >> 1, ni ≠ nj. 

The task of forming complex signals ensembles by 
frequency filtering of pseudo-random sequences with low 
interaction in time domain is to choose the optimal value 
of Δf based on Rk analysis taking into account the 
limitations of mRmax and σRmax to match the signals with 
minimal energy interaction, which in turn increase the 
number of received signals used to form ensembles. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Methods of forming complex signals are widely 
considered in the literature [3, 4, 7]. The value of the crest 
factor of such signals is close to 1 even taking into 
account the passage of the filters of the transmission paths 
[11, 12], and the maximum value of the cross-correlation 
coefficient of the signal ensemble is of such order that 
does not significantly reduce noise immunity and does not 
provide protection against multiple access interference 
under conditions of a significant dynamic range of 
received signals. When using recurrent sequences, it is 
quite difficult to obtain large complex signal ensembles 
with satisfactory correlation properties [1, 3, 6, 7, 10]. 

Statistical characteristics of signals obtained by 
frequency filtering of pseudo-random sequences of short 
video pulses with low energy interaction are considered 
insufficiently [2] and therefore require more detailed 
study to increase the number of complex signals in the 
ensemble. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

To evaluate the complex signals properties, pseudo-
random sequences of short video pulses with a low level 
of cross-correlation were chosen, which are described by 
the expression [1, 2]: 
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to pulses of unit amplitude and fixed pulse duration the 
following restrictions are put forward [2]: 
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To increase the volume of ensembles using the 

method of forming complex signal ensembles through 
frequency filtering of pseudo-random sequences with low 
interaction in the time domain, a sample of pseudo-
random sequences with minimal energy interaction was 
chosen. 

In the analysis process, the frequency range of such 
sequences is divided into equal bands. The selection of 
spectrum parts from the common frequency band of 
complex signals is done using Chebyshev filter of the first 
kind. The use of such a filter is appropriate where it is 
necessary to provide with a small-order filter the 
necessary amplitude-frequency characteristics, in 
particular, proper suppression of frequencies from the 
suppression band. 

As a result of the application of such filtering, pseudo-
random sequences with minimal energy interaction in the 
frequency domain were subdivided into sequences 
characterized by constraints with equal intervals of 
frequency bands. Analysis of such sequences shows that 
the signals obtained by selection the frequency bands will 
differ in shape from each other and, moreover, will meet 
the condition of minimum similarity of signals (4). 

The use of complex signals based on pseudo-random 
sequences with minimal energy interaction in cognitive 
systems with multiple access based on code division 
multiplexing provides a minimum level of multiple access 
interference, which can be estimated by determining the 
maximum allowable emissions of side lobes of CCF [3]. 

 

maxR
B
α

= ,                    (4) 

 
the signal base is calculated as [3]: 

 
TFB ⋅Δ= .             (5) 

 
The calculation of the emissions values of the side 

lobes of the CCF, obtained as a result of permutations of 
the sequences, takes place in accordance with [3]: 

( ) ( ) ( )∫
−

τ−=τ
T

T
jiij dttstsR .       (6) 

 
Due to the different number of pulses in the 

sequences, and because the energies of the continuous 
signals will be different to estimate the CCF by 
expression (6) it is necessary to normalize the signal 
energy values [1]: 

 

( ) ( )
i

i
normi

E
ts

ts = .  (7) 

 
The calculation of the CCF is performed for all 

possible pairs from the complex signal ensemble, 
checking the CCF of each pair of signals to meet the 
condition of ensuring a given maximum emission level of 
side lobes of mutual correlation. If the maximum 
emission values of the side lobes of the CCF signals 
exceed the limit values, the sequence of the analyzed pair 
with a smaller value of the pulses number is removed 
from the ensemble. In case of satisfactory value - the 
received signals are accepted for formation of a signals 
ensemble with the minimum power interaction. 
Determination of the optimal filter bandwidth is based on 
the analysis of the dependence of the maximum values of 
CCF R(τ) which depends on the number of elements in 
the involved sequences jinn and the width of the filter 

band ΔF. 
The dependence constructing of the maximum 

emission levels of the side lobes of the CCF on the 
filtration band width and the number of pulses in the 
sequences is based on the method described in [4, 5]. 

Statistical characteristics estimation of signal 
ensembles based on frequency filtering of short video 
pulse sequences with minimal energy interaction is 
performed using the calculation of mathematical 
expectation of maximum emissions of side lobes CCF 
signals mRmax when changing the values of filter bands in 
the range from 0.1% to 2% of the total spectral width at a 
constant value of duty cycle and signal duration [12]: 
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.  (8) 

 
To estimate the standard error of the arithmetic mean 

from the mean value, the calculation of the standard 
deviation of the maximum emissions of the side lobes 
CCF σRmax relative to the mathematical expectation is 
performed: 
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Thus, the study based on the proposed method for 
evaluating the correlation properties of complex signal 
ensembles by frequency filtering allows obtaining 
sequences with different waveforms, obtained even from 
the same sequence. The signals obtained by synthesizing 
different sequences are weakly correlated when they are 
located in different frequency bands, in addition, this 
method is relatively easy to implement and does not 
require significant computational resources. 

 
4 EXPERIMENTS 

To implement the proposed method of forming 
complex signal ensembles by frequency filtering of 
pseudo-random sequences with low interaction in the time 
domain, a software model was developed in the Matlab 
environment, which practically confirms the obtained 
theoretical results. 

The original sample consists of 50 pseudo-random 
sequences with minimal energy interaction, on the basis 
of which, by band filtering, an ensemble of complex 
signals is formed. 

As a result of searching all pairs of signals, the values 
of cross-correlation of pseudo-random sequences were 
calculated. Their estimation was carried out on the basis 
of the constructed models of each pair of sequences. 

The selection of spectrum portions from the frequency 
band, on the basis of small-kind bandpass filters, which 
provide the necessary frequency response (FR), as well as 
the proper suppression of frequencies in the suppression 
band, was applied to the sampling. The frequency filtering 
band was selected in the range from 5 kHz to 200 kHz, in 
increments of 10 kHz. As a result of bandpass filtering of 
pseudo-random sequences on different frequency bands, 
signals differing in shape were obtained. 

For further evaluation of the CCF of the filtered 
elements of the sequences, a necessary condition is the 
normalization of the received signals by energy, as due to 
the different number of pulses in the sequences and their 
continuity, the signal energies differ. 

The next step is to determine the correlation properties 
of energy-normalized signals and build their models, on 
the basis of which further calculation of the maximum 
values of emissions of side lobes CCF signals for all 
possible pairs from the complex signal ensemble. The 
result is a dependence model of the maximum values of 
CCF, which depends on the number of elements in the 
involved pseudo-random sequences and the width of the 
filter band. After analyzing in each pair of sequences to 
meet the condition of ensuring a given level of maximum 
emissions of the side lobes CCF, only those sequences 
remain that meet the requirements for the limit values of 
the signals with minimal energy interaction. 

After completing the analysis of the obtained signals 
that meet the requirements for the limit values of signals 
with minimal energy interaction, the statistical 
characteristics of ensembles are evaluated based on the 
calculation of mathematical expectations of maximum 

emissions of side lobes CCF signals mRmax to determine 
the mean value of the sample of the processed results, the 
calculation of the standard deviation of the maximum 
emissions of the side lobes CCF σRmax relative to the 
mathematical expectation, to estimate the standard error 
of the arithmetic mean. 

Based on the analysis of the statistical characteristics 
calculation, it is possible to ensure the effective formation 
of complex signals by filtering the spectrum bands of 
pseudo-random sequences with minimal energy 
interaction. 

 
5 RESULTS 

The statistical characteristics calculation of the 
maximum emissions values of the side lobes of the CCF 
is given in Table 1. To present the results, the following 
notations were used: mRmax – mathematical expectation of 
the maximum emissions of the side lobes of the CCF, 
σRmax – standard deviation. The calculations were 
performed taking into account the frequency filtering 
band from 0.1% to 2% of the original spectrum width =of 
the studied sequences. 

Comparing the values from the Table 1, the optimal 
results of solving the problem of complex signals 
synthesis by filtering bands of pseudo-random sequences 
of short video pulses with minimal energy interaction 
were obtained, provided that the condition fulfillment of 
required level compliance of maximum emissions the side 
lobes of the CCF with the limit values and at satisfactory 
values of the statistical characteristics of the studied 
signals. 

Fig. 1 shows the results of the statistical 
characteristics calculating of the signals obtained by 
frequency filtering of pseudo-random sequences of short 
video pulses with minimal energy interaction. Fig. 1a 
shows the results of the limit values calculation of the side 
lobes maximum emissions of the CCF, taking into 
account the frequency filtering band. Obviously, not all 
calculated pairs satisfy the limit condition, which is 
shown as a slice. Pairs of sequences whose maximum 
value exceeds the allowable values must be re-analyzed in 
order to remove from the sequence signals ensemble that 
leads to exceeding the limit value. Fig. 1b presents the 
calculation results of large mathematical expectations of 
significant maximum emissions of the side lobes of the 
CCF, taking into account the standard deviation. Fig. 1c 
shows the dependence of the mathematical expectation of 
the maximum emissions of CCF side lobes on the 
frequency band, which shows the correspondence of the 
maximum values scatter of CCF side lobes to the 

calculated values, and its value does not exceed 
B

1  at a 

filter bandwidth of 0.2%. From the obtained calculations 
we can conclude that the optimal filter band is equal to 
0.2% of the total value of the sequences spectrum. 
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Table 1 – The calculation results of the statistical characteristics values of the maximum emissions level of the side lobes of the 
studied signals CCF 

 

ΔF(%)  
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

mRmax 0.584 0.211 0.182 0.146 0.121 0.118 0.116 0.114 0.112 0.110 
σRmax 0.621 0.43 0.349 0.23 0.22 0.21 0.209 0.208 0.206 0.204 

ΔF(%)  1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 
mRmax 0.108 0.106 0.102 0.097 0.095 0.093 0.091 0.089 0.088 0.088 
σRmax 0.2 0.198 0.196 0.194 0.189 0.186 0.183 0.179 0.178 0.177 

  

 
a b 

 
c 

Figure 1 – Calculation results of statistical characteristics of short video pulses sequences with the minimum power interaction on 
the basis of frequency filtering: 

a – limit values calculation of maximum emissions of CCF side lobes taking into account frequency filtration, 
b – calculation of the mathematical expectation value of the maximum emission level of the CCF side lobes taking into account 

the standard deviation, 
c – calculation of the mathematical expectation of the maximum emissions of the CCF side lobes at different values of α, 

depending on the frequency band 
 

6 DISCUSSION 
According to the data obtained when calculating of the 

statistical characteristics of the signals (Table 1) it is seen 
that based on the analysis of mathematical expectations of 
maximum emissions of CCF side lobes, depending on the 
frequency band, we can solve the problem of forming 
ensembles of complex signals from filtered frequency 

bands of the pseudo-random sequences of the short 
videopulses with minimal energy interaction. 

The distribution of the maximum emissions values of 
the CCF side lobes depending on the number of pulses in 
the pairs of sequences and the filtration band width in 
Fig. 1a is limited in the form of a slice of the maximum 
values of the levels. Those pairs of sequences that exceed 
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these limits are re-analyzed to determine which of the 
sequences is not suitable for forming an ensemble of 
signals. Thus, after re-analysis, only those signals remain 
that satisfy the limit values of the constraints. 

The choice of the optimal filtration band width is 
made on the basis of the analysis of the mathematical 
expectation dependence of the maximum emissions of the 
CCF side lobes (Fig. 1b) depending on the filtration band 
width. In comparison, condition (3) with different values 
of α was used (Fig. 1c). As a result, the mathematical 
expectation of the maximum emissions of the CCF side 

lobes does not exceed 
B

1  at a filtration bandwidth of 

0.2%. 
It should be noted that with the filtration band 

expansion, the cross-correlation properties of the signals 
are improved, and, therefore, satisfy the condition of 
minimal signals similarity, with the disadvantage of a 
slight increase in the crest factor of such signals. Also, the 
application of frequency filtering by means of filters with 
equal frequency bands to the synthesized pseudo-random 
sequences with minimal energy interaction makes it 
possible to obtain a difference in the waveforms obtained 
even from the same sequence. The signals obtained by 
synthesizing different sequences are uncorrelated when 
they are located in different frequency bands. 

 
CONCLUSIONS 

Studies of the correlation properties of complex signal 
ensembles obtained by frequency filtering of pseudo-
random sequences with minimal energy interaction allow 
forming much larger signal ensembles than existing 
complex signals used in modern radio systems with code 
division multiplexing. 

The scientific novelty of obtained results lies in the 
development of a method for forming ensembles of 
complex signals by frequency filtering of pseudo-random 
sequences with low interaction in the time domain, which 
have a low level of multiple access interference. This 
approach simplifies the synthesis of complex signal 
ensembles based on pseudo-random sequences with 
minimal energy interaction and increases the number of 
received signals used to form ensembles with specified 
emission levels of CCF side lobes. 

The practical significance of obtained results is that 
the possibility of using complex signals ensembles 
obtained by frequency filtering in cognitive radio systems 
with multiple access, which are affected by interference 
from multiple access. 

Prospects for further research are to improve the 
selective capabilities of the proposed method and further 
modernization, taking into account the permutations of 

the filtration bands, as well as a deeper study of the 
ensemble properties of the signals obtained by the 
proposed method. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянуто задачу формування ансамблів складних сигналів на основі фільтрацій смуг частот та 

дослідження їх властивостей. Об’єктом дослідження є процес синтезу ансамблів сигналів на основі частотної фільтрації 
псевдовипадкових послідовностей коротких відеоімпульсів з низькою взаємодією у часовій області. 

Мета роботи. Формування ансамблів складних сигналів із задовільними значеннями взаємокореляційних властивостей, 
які наближаються до сигналів з мінімальною енергетичною взаємодією. 

Метод. Наведено результати застосування методу формування ансамблів складних сигналів шляхом частотної 
фільтрації псевдовипадкових послідовностей з низькою взаємодією у часовій області. У результаті виділення смуг спектру 
досліджуваних псевдовипадкових послідовностей коротких відеоімпульсів за рахунок використання смугових фільтрів, 
побудованих на основі фільтра Чебишева першого роду, отримують нові вибірки послідовностей з обмеженням по спектру. 
Шляхом застосування взаємокореляційного аналізу до отриманих вибірок послідовностей здійснюють оцінку значень 
максимальних викидів бокових пелюсток функцій взаємної кореляції (ФВК) для усіх можливих пар сигналів. Якщо 
значення максимальних викидів бічних пелюсток ФВК сигналів перевищують граничні значення, то послідовність пари, що 
аналізується, з меншим значенням кількості імпульсів видаляється із ансамблю. В випадку задовільного значення – 
отримані сигнали приймаються для формування ансамблю сигналів з мінімальною енергетичною взаємодією. Таким чином 
формують новий ряд значень максимальних викидів бічних пелюсток ФВК. Завдяки такому підходу в ансамблях 
збільшується кількість сигналів із задовільними значеннями статистичних характеристик при обмеженій ширині спектра 
сигналу, а взаємокореляційні властивості таких послідовностей наближаються до сигналів з мінімальною енергетичною 
взаємодією, що призводить до зменшення рівня завад множинного доступу. У результаті ансамблі складних сигналів, 
отримані шляхом частотної фільтрації доцільно використовувати в когнітивних системах радіозв’язку з кодовим 
розділенням каналів. 

Результати. На основі програмної реалізації методу формування ансамблів складних сигналів шляхом частотної 
фільтрації псевдовипадкових послідовностей з низькою взаємодією у часовій області було відібрано сигнали із 
задовільними значеннями статистичних характеристик при обмеженій ширині спектра сигналу, із взаємокореляційними 
властивостями, що наближені до сигналів з мінімальною енергетичною взаємодією та із збільшеним об’ємом ансамблю. 

Висновки. Застосування частотної фільтрації до псевдовипадкових послідовностей коротких відеоімпульсів з низьким 
рівнем взаємної кореляції дозволяє отримувати ансамблі складних сигналів, які будуть подібними за взаємокореляційними 
властивостями до послідовностей з мінімальною енергетичною взаємодією, що дає можливість знизити рівень завад 
множинного доступу. У результаті проведеного аналізу виявлено, що застосування частотної фільтрації послідовностей 
незначно погіршить взаємні кореляційні властивості сигналів, за рахунок, можливо, неоптимального синтезу значень рівнів 
максимальних викидів бічних пелюсток ФВК сигналів, але, не зважаючи на це, існує можливість застосовувати такі сигнали 
в сучасних когнітивних системах радіозв’язку множинного доступу із кодовим розділенням каналів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: складний сигнал, функція взаємної кореляції, завада множинного доступу, відеоімпульс, база 
сигналу, ширина спектра сигналу, тривалість сигналу, шпаруватість, тривалість імпульсу, мінімальна енергетична 
взаємодія. 
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассмотрена задача формирования ансамблей сложных сигналов на основе фильтрации полос частот и 

исследования их свойств. Объектом исследования является процесс синтеза ансамблей сигналов на основе частотной 
фильтрации псевдослучайных последовательностей коротких видеоимпульсов с низким взаимодействием во временной 
области. 

Цель работы. Формирование ансамблей сложных сигналов с удовлетворительными значениями взаимокорреляционных 
свойств, которые приближаются к сигналам с минимальным энергетическим взаимодействием. 

Метод. Приведены результаты применения метода формирования ансамблей сложных сигналов путем частотной 
фильтрации псевдослучайных последовательностей с низким взаимодействием во временной области. В результате 
выделения полос спектра исследуемых псевдослучайных последовательностей коротких видеоимпульсов за счет 
использования полосовых фильтров, построенных на основе фильтра Чебышева первого рода, получают новые выборки 
последовательностей с ограничением по спектру. Путем применения взаимокорреляционного анализа к полученным 
выборкам последовательностей осуществляют оценку значений максимальных выбросов боковых лепестков функции 
взаимной корреляции (ФВК) для всех возможных пар сигналов. Если значение максимальных выбросов боковых лепестков 
ФВК сигналов превышают предельные значения, то последовательность пары, которая анализируется, с меньшим 
значением количества импульсов удаляется из ансамбля. В случае удовлетворительного значения – полученные сигналы 
принимаются для формирования ансамбля сигналов с минимальным энергетическим взаимодействием. Таким образом 
формируют новый ряд значений максимальных выбросов боковых лепестков ФВК. Благодаря такому подходу в ансамблях 
увеличивается количество сигналов с удовлетворительными значениями статистических характеристик при ограниченной 
ширине спектра сигнала, а взаимокорреляционные свойства таких последовательностей приближаются к сигналам с 
минимальным энергетическим взаимодействием, что приводит к уменьшению уровня помех множественного доступа. В 
результате ансамбли сложных сигналов, полученные путем частотной фильтрации целесообразно использовать в 
когнитивных системах радиосвязи с кодовым разделением каналов. 

Результаты. На основе программной реализации метода формирования ансамблей сложных сигналов путем частотной 
фильтрации псевдослучайных последовательностей с низким взаимодействием во временной области были отобраны 
сигналы с удовлетворительными значениями статистических характеристик при ограниченной ширине спектра сигнала, с 
взаимокорреляционными свойствами, приближенными к сигналам с минимальным энергетическим взаимодействием и с 
увеличенным объемом ансамбля. 

Выводы. Применение частотной фильтрации к псевдослучайным последовательностям коротких видеоимпульсов с 
низким уровнем взаимной корреляции позволяет получать ансамбли сложных сигналов, которые будут сходными по 
взаимокорреляционным свойствам с последовательностями с минимальным энергетическим взаимодействием, что дает 
возможность снизить уровень помех множественного доступа. В результате проведенного анализа выявлено, что 
применение частотной фильтрации последовательностей незначительно ухудшит взаимные корреляционные свойства 
сигналов, за счет, возможно, неоптимального синтеза значений уровней максимальных выбросов боковых лепестков ФВК 
сигналов, но, несмотря на это, существует возможность применять такие сигналы в современных когнитивных системах 
радиосвязи множественного доступа с кодовым разделением каналов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сложный сигнал, функция взаимной корреляции, помеха множественного доступа, 
видеоимпульс, база сигнала, ширина спектра сигнала, длительность сигнала, пик - фактор, скважность, длительность 
импульса, минимальное энергетическое взаимодействие. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Спрямовані (слабоспрямовані) антени сантиметрового діапазону хвиль того чи іншого типу можуть за-

стосовуватись як окремі випромінювачі та бути у складі антенних решіток. Необхідність забезпечити мінімізацію втрат по-
тужності сигналу в таких антенах є досить важливим та актуальним науково-практичним завданням в будь-якому випадку. 
Тому для мінімізації втрат потужності сигналу в антенах сантиметрового діапазону хвиль слід розробляти нові (удоскона-
лювати існуючі) підходи до зменшення зазначених втрат.  

Мета. Метою дослідження є вдосконалення методики розрахунку антени у вигляді відкритого кінця круглого хвилево-
ду, яка живиться коаксіальною лінією із циліндричним діелектричним узгоджувальним трансформатором, завдяки враху-
ванню методом еквівалентних схем торцевих ємностей цього трансформатора.  

Метод. Для досягнення мети дослідження використовуватися наближений апертурний метод, що базується на принципі 
Гюйгенса-Кірхгофа, метод еквівалентних схем, методи чисельного дослідження та натурного експерименту.  

Результати. Удосконалено та виведено нові розрахункові формули, що враховують вплив торцевих ємностей, які пока-
зують наступні особливості: довжина циліндричного діелектричного узгоджувального трансформатора повинна бути мен-
шою чверті довжини хвилі, за цього величина зменшення визначається ємністю торців; торцеві ємності збільшують необ-
хідний хвильовий опір цього трансформатора; смуга пропускання антени збільшується за зменшення перепаду опорів, які 
підлягають узгодженню. Практичним значенням результатів дослідження є зменшення втрат потужності сигналу в антені за 
рахунок покращення узгодження, що визначено за зміною коефіцієнта стоячих хвиль за напругою в заданій смузі частот 
круглого хвилеводу. Для відкритого кінця хвилеводу круглого перетину із циліндричним діелектричним узгоджувальним 
трансформатором, розрахованим за удосконаленою методикою, діаграми спрямованості як у площині Е, так і в площині Н 
наближаються до діаграм спрямованості круглого хвилеводу із синфазним розкривом.  

Висновки. Перевірку запропонованої методики здійснено шляхом порівняння теоретичних розрахунків та експеримен-
тальних досліджень зміни коефіцієнта стоячої хвилі за напругою у смузі частот і діаграми спрямованості в площинах Е та Н 
за використання відомої та удосконаленої методик. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: слабоспрямована антена, круглий хвилевід, сантиметровий діапазон хвиль, втрати потужності си-
гналу, пристрій узгодження. 

 
АБРЕВІАТУРИ 

ДС – діаграма спрямованості; 
ЕМХ – електромагнітна хвиля; 
КЛ – коаксіальна лінія; 
КСХН – коефіцієнт стоячої хвилі за напругою; 
ЦДУТ– циліндричний діелектричний узгоджува-

льний трансформатор. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
хa  – радіус поперечного перетину круглого хви-

леводу; 
ефA  – ефективна площа антени; 

jB – реактивна ємнісна складова хвильової прові-
дності відрізку КЛ довжиною l ; 

b  – нормована реактивна ємнісна складова 
провідності торців;  

тb  – нормована трансформована реактивна 
провідність ЦДУТ; 

( )iF θ2  – нормована ДС антени за потужністю j-го 
вимірювання; 

бK  – виміряне значення коефіцієнта біжучої хвилі 
уздовж відрізка l ; 

k  – коефіцієнт фази електромагнітної хвилі; 
minR  – мінімальний вхідний опір відрізка КЛ до-

вжиною l ; 
0λ  – середня довжина хвилі; 

тε  – відносна діелектрична проникність ЦДУТ; 

тμ  – відносна магнітна проникність ЦДУТ; 

0ε – відносна діелектрична проникність вакууму;  
0μ  – відносна магнітна проникність вакууму; 
П – густина потоку потужності поля. 

 
ВСТУП 

Антена у вигляді відкритого кінця круглого хвиле-
воду застосовується в якості слабоспрямованої антени 
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сантиметрового діапазону хвиль. Хвилеводи круглого 
перетину зазвичай збуджуються хвилею типу 11H . 
Відсутність інших типів хвиль забезпечується за умо-
ви хх aa 41,361,2 0 <λ<  [1, 2]. За цього має місце 
відносна однорідність поляризації хвилі типу 11H . За 
інших типів хвиль у хвилеводі круглого перетину не-
однорідність поляризації значно більше [3–7]. Також 
особливістю такої антени є її недостатнє узгодження з 
вільним простором внаслідок різкої зміни умов поши-
рення ЕМХ за переходу від хвилеводу до вільного 
простору, що призводить до істотних втрат потужнос-
ті сигналу [6–11]. Для покращення узгодження засто-
совують різні пристрої [12–14] загальним недоліком 
яких є резонансність. Тому для узгодження хвилеводу 
круглого перетину з КЛ живлення доцільно застосу-
вати ЦДУТ, що послідовно вмикається в КЛ [15]. 
Проте, відома методика розрахунку [15] не враховує 
вплив торцевих ємностей ЦДУТ. 

Отже, невирішеною раніше частиною загальної 
проблеми узгодження хвилеводу круглого перетину із 
КЛ живлення є врахування впливу торцевих ємностей 
на краях ЦДУТ.  

Об’єктом дослідження є випромінювання та при-
ймання ЕМХ слабоспрямованою антеною сантимет-
рового діапазону хвиль. 

Предметом дослідження є методики розрахунку 
слабоспрямованих антен сантиметрового діапазону 
хвиль. 

Метою статті є удосконалення методики розраху-
нку антени у вигляді відкритого кінця круглого хви-
леводу, яка живиться КЛ із ЦДУТ, завдяки врахуван-
ню методом еквівалентних схем торцевих ємностей 
цього трансформатора, що дозволить покращити уз-
годження в заданій смузі частот та зменшити втрати 
потужності сигналу. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАВДАННЯ 

Розглянемо антену (рис. 1) у вигляді відкритого 
кінця круглого хвилеводу діаметром хa2 , що жи-
виться КЛ з внутрішнім провідником діаметром d  та 
містить ЦДУТ довжиною ml  і діаметром md . Перша 
частина розглянутого пристрою узгодження є відріз-

ком КЛ довжиною l  (з хвильовим опором лZ ), яка 
забезпечує, щоб на її вході отримати чисто активний 
опір R , що здійснюється підбором значення l . Друга 
частина пристрою узгодження є відрізком КЛ з ЦДУТ 
довжиною ml  (згідно з [15] 025,0 λ=ml ) та хвильо-
вим опором тZ . Призначення другої частини – 
трансформувати активний опір входу трансформатора 
зі сторони генератора вхR  так, щоб він дорівнював 
хвильовому опору КЛ, яка узгоджується, тобто, щоб 

вхл RZ = . Це забезпечується підбором хвильового 
опору трансформатора. Торцеві поверхні ЦДУТ утво-
рюють ємності [16, 17] щодо зовнішнього провідника. 

Розгляд трансформації провідностей через ЦДУТ 
за наявності ємнісних провідностей на торцях цилінд 
ричної вставки доцільно проводити методом еквіва-
лентних схем із застосуванням теорії довгих ліній за 
допомогою кругової діаграми Вольперта [18, 19]. Зна-
чення нормованих активної вхg  та реактивної вхb  
складових вхідної провідності можуть бути описані 
виразами, які наведені в [15], із яких випливає, що 
ЦДУТ за наявності торцевих ємностей повного узго-
дження не забезпечує, оскільки трансформація актив-
них провідностей виявляється менше необхідної. Вза-
ємна компенсація трансформованої вхідної реактив-
ної провідності вхb  і реактивної провідності торців b  
відбувається лише частково. 

Отже, трансформація активної провідності є недо-
статньою, нормована вхідна реактивна провідність є 
меншою за одиницю. 

Таким чином, необхідно удосконалити методику 
розрахунку антени у вигляді відкритого кінця кругло-
го хвилеводу, що живиться КЛ із ЦДУТ, шляхом вра-
хування торцевих ємностей для покращення узго-
дження у визначеній смузі частот. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Для покращення узгодження антени у вигляді від-
критого кінця круглого хвилеводу застосовується ряд 
конструктивних рішень [12–14]: узгоджувальні тран-
сформатори у вигляді діелектричних втулок, кілець, 
відрізків ліній передачі енергії; узгоджувальні при-
строї для компенсації реактивних складових опору – 
штирі, діафрагми, короткозамкнуті хвилеводні шлей-
фи; поглинальні навантаження. Розрахунок зазначе-
них вище узгоджувальних елементів потребує враху-
вання неоднорідностей у хвилеводах [15], тому зазви-
чай проводиться методом еквівалентних схем [15, 20], 
зокрема, за допомогою кругової діаграми Вольперта 
[15]. Проте, загальним проблемним питанням щодо 
вказаних неоднорідностей є те, що вони резонансні.  

Застосування їх для узгодження хвилеводу кругло-
го перетину не забезпечить узгодження в заданій 
смузі частот щодо хвилі типу 11Н  та призведе до 
зміни структури поля цієї хвилі.  

Розрахунок ЦДУТ проводиться методом еквіва-
лентних схем [15, 19–23]. Для виведення розрахунко-
вих формул, які враховують вплив торцевих ємностей 
C , використовується теорія довгих ліній та кругова 
діаграма Вольперта [15]. Відповідно, отримано зна-
чення нормованих активної та реактивної складових 
вхідної провідності ЦДУТ [15]: 
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Рисунок 1 – Антена у вигляді відкритого кінця круглого хвилеводу, що живиться КЛ із ЦДУТ, розрахованого з врахуванням 
торцевих ємностей для покращення узгодження у визначеній смузі частот 

 
Аналіз формул (1) і (2) показує, що трансформація 

активної провідності є недостатньою, вхідна реактив-
на провідність є меншою одиниці (1). 
 

3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 
Для виведення нових розрахункових формул, що 

враховують вплив торцевих ємностей, використо-
вується вираз для нормованої вхідної провідності, 
представлений таким чином [1]: 
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За умови ( ) 1>>kltg  і 1<<− лBZb  із виразу (3) 

можна отримати інший вигляд формули для нормова-
ної вхідної провідності: 
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Прирівнюючи у формулі (4) вхідну реактивну 

провідність до нуля, можна отримати рівняння щодо 
параметрів ЦДУТ: 
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Рівняння (5) можна перетворити до розрахункової 

формули для cередньої довжини хвилі: 
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або для довжини ЦДУТ з урахуванням реактивної 
ємнісної провідності на його торцях: 
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Згідно з формулами (6) і (7), довжина ЦДУТ пови-

нна бути трохи меншою чверті довжини хвилі. Це 
визначається нормованою реактивною провідністю 
торців, тобто ємністю торців C . 

Підстановка формули (5) у (4) дозволяє виразити 
активну частину нормованої вхідної провідності вхg  
таким чином: 
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Прирівнявши нормовану вхідну провідність (8) до 

одиниці ( 1=вхg ), можна знайти уточнене необхідне 
значення хвильового опору ЦДУТ з урахуванням реа-
ктивної ємнісної провідності на його торцях: 
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Порівняння (9) і виразу для розрахунку хвильового 

опору ЦДУТ [2] показує, що торцеві ємності збіль-
шують необхідний хвильовий опір ЦДУТ. 

Торцева ємність C  обчислюється як половина від 
ємності еквівалентного диска дC  [19]: 
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Розрахунок діаметра ЦДУТ проводиться за вира-

зом, виведеним із формули для хвильового опору КЛ 
живлення, враховуючи умову узгодження [2]: 
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Представлення частоти f  у виді суми середньої 

частоти 0f  і відхилення частоти від 0f  у смузі про-
пускання f∂  дозволяє у формулі (3) виразити kl  на-
ступним чином: 
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Підставляючи (14) у (3) за 0=B , можна отримати 

наступний вираз для нормованої вхідної провідності  
ЦДУТ: 
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З урахуванням (15) коефіцієнт відбиття Г  і КСХН 
cK  на вході ЦДУТ можуть бути представлені так: 
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Із формул (18) і (19) видно, що смуги пропускання 

тим вужче, чим більший перепад опорів, що підляга-
ють узгодженню, тобто чим більше відношення 

minRZ л . Із формули (19) можна знайти відносну 
смугу пропускання ЦДУТ: 
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(20)

 
Значення КСХН у (20) береться, як рівень частот-

ної характеристики КСХН, за яким визначається ши-
рина смуги пропускання ЦДУТ fΔ2 . 

Отже, для забезпечення зменшення втрат потуж-
ності сигналу в слабоспрямованих антенах сантимет-
рового діапазону хвиль у результаті проведеного до-
слідження удосконалено формули (6)–(9), (18)–(20) 
для розрахунку антени у вигляді відкритого кінця 
круглого хвилеводу, що живиться КЛ із ЦДУТ. 

Отримані аналітичні вирази показують, що дов-
жина узгоджувального трансформатора повинна бути 
менше чверті довжини хвилі, що зумовлено ємністю 
його торців, а смуга пропускання антени збільшується 
за зменшення перепаду опорів, які підлягають узго-
дженню. 

Розширити смугу пропускання можна за рахунок 
зрізів на краях ЦДУТ. Також підвищити широкосму-
говість антени можна за рахунок послідовного 
з’єднання декількох узгоджувальних трансформато-
рів-сходинок із малим коефіцієнтом трансформації, 
що за рахунок фазових співвідношень та інтерферен-
ції відбитих від окремих сходинок хвиль, приводити-
ме до їх взаємної компенсації та розширення смуги 
пропускання.  

Дослідження спрямованих властивостей антени у 
вигляді відкритого кінця круглого хвилеводу [8, 9] за 
припущення, що струми на його зовнішній поверхні 
відсутні, дозволяє визначити ДС зa допомогою на-
ближеного апертурного методу, що базується на 
принципі Гюйгенса-Кірхгофа [8]. 

Відомі наближені формули для розрахунку спря-
мованих властивостей відкритого кінця хвилеводу 
круглого перетину для хвилі типу 11H  наведені в [8]. 
Хвильовий опір хвилеводу круглого перетину для 
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хвилі типу 11H  розраховується за відомою формулою 
[2]. 

Коефіцієнт спрямованої дії ( D ) відкритого кінця 
круглого хвилеводу за збудження його хвилею типу 

11H  визначається за виразом із [9]. 
Відповідно до формул (3)–(20), удосконалена ме-

тодика розрахунку антени у вигляді відкритого кінця 
круглого хвилеводу, що живиться КЛ із ЦДУТ, вклю-
чає:  

1. Розрахунок діаметра ЦДУТ тd  за виразом (13). 
2. Розрахунок торцевої ємності ЦДУТ C  за фор-

мулою (10) з урахуванням (11). 
3. Визначення довжини ЦДУТ тl  з урахуванням 

реактивної ємнісної провідності на його торцях за 
формулою (7).  

4. Знаходження необхідного значення хвильового 
опору ЦДУТ з урахуванням реактивної ємнісної 
провідності на його торцях за удосконаленою форму-
лою (9). 

5. Обчислення коефіцієнта відбиття Г  і 
коефіцієнта стоячої хвилі за напругою cK  у смузі 
частот за виразами (18) та (19), відповідно. 

6. Розрахунок відносної смуги пропускання ЦДУТ 
02 ff∂  за формулою (20). 

7. Визначення хвильового опору круглого хвиле-
воду 

11HZ  для хвилі типу 11H  за відомою форму-
лою. 

8. Розрахунок ДС відкритого кінця круглого хви-
леводу в площинах Е та Н за відомими виразами з 
урахуванням 

11HZ . 
9. Обчислення коефіцієнта спрямованої дії D  за 

відомою формулою. 
Отже, розрахунок антени за удосконаленою мето-

дикою повинен забезпечити повну взаємну компенса-
цію трансформованої нормованої вхідної реактивної 
провідності вхb  і нормованої реактивної провідності 
торця b  ЦДУТ та забезпечити значення нормованої 
активної вхідної провідності вхg  рівним одиниці для 
покращення узгодження. 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

За запропонованою удосконаленою методикою, як 
приклад, проведено розрахунок геометричних роз-
мірів ЦДУТ для середньої частоти смуги пропускання 
6–8 ГГц. У результаті отримано: 7,4=тd  мм,  

8,1=тl  см за 5,3=εт  та КСХН у лінії живлення 
85,1=cK , яка має діаметр зовнішнього провідника 

15=D мм, внутрішнього – 2,2=d  см; діелектрик – 
фторопласт із 2,2=ε . Довжина круглого хвилеводу 

9=L  см (уздовж якої вкладається дві довжини хвилі). 
Діаметр хвилеводу складає 85,22 =хa  см. 

Зовнішній вигляд виготовленого дослідного зразка 
антени наведено на рис. 2. 

   

 
 

Рисунок 2 – Дослідний зразок антени у вигляді  
відкритого кінця круглого хвилеводу, 

що живиться КЛ із ЦДУТ 
 

Експериментальне дослідження зміни КСХН анте-
ни у вигляді відкритого кінця круглого хвилеводу, що 
живиться КЛ із ЦДУТ, у смузі частот 6–8 ГГц прово-
дилось за допомогою панорамного вимірювача Р2-54, 
який працює в діапазоні частот 4–12 ГГц [24].  

Структурну схему та зовнішній вигляд вимірюва-
льної установки зображено на рис. 3. У склад струк-
турної схеми установки (рис. 3) входять: генератор 
ГКЧ 54; індикатор КСХН та послаблення Я2Р-67; 1 – 
коаксіальна лінія; 2, 5 – головки детекторні; 3, 4 – 
спрямовані розгалужувачі; 6, 7, 8, – з’єднувальні коа-
ксіальні лінії; 9 – дослідна антена. 

Робота панорамного вимірювача Р2-54 ґрунтується 
на принципі окремого виділення сигналів, які пропо-
рційні потужностям падаючої від генератора та відби-
тої від антени хвиль [24]. 

На екрані індикатора Я2Р-67 спостерігається за-
лежність КСХН від частоти. Зміну частоти коливань 
ГКЧ 54 можна контролювати за частотоміром. Перед 
початком роботи проведено калібрування панорамного 
вимірювача Р2-54 у всьому діапазоні робочих частот у 
режимі панорамного вимірювання КСХН [24]. Експе-
риментальні вимірювання проведено з наступними 
похибками. 

Похибка визначення частоти та граничних частот 
смуги не перевищує 02,0±  максимальної частоти ро-
бочого діапазону [24]. Похибка вимірювання послаб-
лення в смузі частот – 5,0± дБ, на частоті вимірюван-
ня – 3,0± дБ [24].  

Для визначення ДС дослідного зразка антени засто-
совано вимірювальну установку, схема та зовнішній 
вигляд якої зображені на рис. 4, рис. 5. 
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Рисунок 3 – Структурна схема (а) та зовнішній вигляд (b) установки для вимірювання КСХН 
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Рисунок 4 – Схема вимірювальної установки для дослідження ДС дослідної антени 
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Рисунок 5 – Зовнішній вигляд вимірювальної установки для дослідження ДС дослідної антени 
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Передавальний рупор 4 живиться від генератора си-
гналів високочастотного Г4-111 – 1 і випромінює ЕМХ 
у напрямку досліджуваної приймальної антени. Остан-
ня встановлюється на поворотному столі з лімбом 10 
для вимірювання кутів повороту антени. Вихід прий-
мальної антени через детектор 7 з’єднується з 
вимірювальним приладом В8-7 – 9, який використо-
вується для антенних досліджень. Відстань між прий-
мальною та передавальною антенами відповідає умові 
дальньої зони і не змінюється в ході обертання прий-
мальної антени. Тому густина потоку потужності поля, 
яке падає на приймальну антену, також є постійною 
величиною. 

Потужність сигналу на виході приймальної антени, 
яку повернуто на кут iθ  відносно нульового напрямку, 
визначають за такою формулою [9]: 
 

( ).2
iефіпр FПАP θ=  (21)

 
За умов constП = , сonstAеф =  відповідно до (21) 

потужність на виході приймальної антени пропор-
ційна нормованій ДС за потужністю. 

Вимірювання за допомогою приладу В8-7 проведе-
но шляхом порівняння вхідних величин з усереднени-
ми попередніми значеннями. Якщо максимальне зна-
чення показань у ході обертання антени встановити 
ручками регулювання “Підсилення” на 1,000, то це доз-
воляє вимірювати нормовані ДС [25]. 

Дискретні вимірювання нормованої ДС за потуж-
ністю ( ) 2

iF θ  було проведено десять разів і усеред-
нено за таким виразом: 

 

( ) ( ) .
10
1 10

1

22 ∑
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θ=θ
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5 РЕЗУЛЬТАТИ 

За результатами розрахунків та експерименталь-
них досліджень ЦДУТ без урахування торцевих ємно-
стей та відповідно до наведеної методики, отримано 
(рис. 6) графіки зміни КСХН у смузі частот 6–8 ГГц. 

Виміряні експериментально та розраховані за ві-
домими формулами [8] нормовані ДС дослідної анте-
ни в площинах Е та Н за різних значень частоти наве-
дено на рис. 7.  

 
6 ОБГОВОРЕННЯ 

Відповідно до рис. 6а величина КСХН змінюється 
в межах від 1,1 до 1,85. У КЛ живлення буде режим 
змішаних хвиль. Згідно з рис. 6.б величина КСХН 
змінюється в межах від 1,1 до 1,19. У КЛ живлення 
хвилеводу круглого перетину наявність ЦДУТ, розра-
хованого за удосконаленою методикою, буде режим, 
близький до режиму біжучої хвилі. Із рис. 6 видно, що 
за використання удосконаленої методики забезпе-
чується можливість розроблення антен із покращеним 

узгодженням, що забезпечує значення КСХН у смузі 
частот 6–8 ГГц не більше 1,19 (від 1,1 до 1,19). Мак-
симальна відносна похибка результатів розрахунку 
КСХН за удосконаленою методикою відносно експе-
рименту не перевищує 2,7 % (рис. 6). 

Відповідно до рис. 7 максимальна відносна похиб-
ка результатів розрахунку нормованих ДС у площині 
Е не перевищує 4,13  %, у площині Н – 1,10  %. Для 
відкритого кінця хвилеводу круглого перетину із 
ЦДУТ, розрахованим за наведеною методикою, ДС як 
у площині Е, так і в площині Н наближаються до ДС 
круглого хвилеводу із синфазним розкривом. Ширина 
ДС у площині Е дещо вужча, ніж у площині Н, 
оскільки розподіл амплітуд в електричній площині 
більш рівномірний. Ширина діаграми спрямованості 
антени в площині Н становить близько 60 о, а її зна-
чення можна коригувати шляхом зміни електричного 
розміру відкритого кінця хвилеводу круглого перети-
ну (перехід у невеликий круглий рупор). 

Отже, достовірність запропонованої удосконаленої 
методики розрахунку антени у вигляді відкритого 
кінця круглого хвилеводу, що живиться КЛ із ЦДУТ, 
перевірено шляхом проведення експериментальних 
досліджень як щодо залежності КСХН від частоти, 
так і щодо ДС антени. 

 
ВИСНОВКИ 

Наукова новизна отриманих результатів прове-
деного дослідження полягає в удосконаленні методи-
ки розрахунку антени у вигляді відкритого кінця кру-
глого хвилеводу, що живиться КЛ із ЦДУТ, яка відрі-
зняється від існуючих врахуванням торцевих ємнос-
тей трансформатора з використанням методу еквіва-
лентних схем та кругової діаграми Вольперта, що до-
зволяє покращити узгодження антени заданого діаме-
тра у визначеній смузі частот. 

Удосконалено та виведено нові розрахункові фор-
мули, що враховують вплив торцевих ємностей, які 
показують наступні особливості: відповідно до (7) 
довжина трансформатора повинна бути меншою чве-
рті довжини хвилі, за цього величина зменшення ви-
значається ємністю торців, що розраховується за фо-
рмулою (10) з урахуванням (11); торцеві ємності збі-
льшують необхідний хвильовий опір трансформатора 
(9). 

Практична значимість результатів дослідження є 
зменшення втрат потужності сигналу в розглянутій 
антені за рахунок покращення узгодження у визначе-
ній смузі частот (зменшення КСХН до рівня, що не 
перевищує 1,19 у смузі частот 6–8 ГГц). 

Практичне застосування розглянутої антени мож-
ливе, наприклад: у якості опромінювачів дзеркальних 
параболічних антен для збільшення дальності дії ра-
діоелектронних систем, де вони використовуються 
через зменшені втрати потужності сигналу; як слабо-
спрямовані випромінювачі; елементи антенних реші-
ток. 
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Рисунок 6 – Зміна КСХН у смузі частот 6–8 ГГц 
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Рисунок 7 – Нормовані ДС дослідної антени в площинах Е та Н за різних значень частоти 

Перспективи подальших досліджень у даному 
напрямку полягають в забезпеченні розширення сму-
ги пропускання за рахунок зрізів на краях циліндрич-
ного діелектричного узгоджувального трансформато-
ра. Також доцільно дослідити можливості щодо під-
вищення широкосмуговості антени за рахунок послі-
довного з’єднання декількох узгоджувальних транс-
форматорів-сходинок з малим коефіцієнтом трансфо-
рмації, що за рахунок фазових співвідношень та ін-
терференції відбитих від окремих сходинок хвиль 
приводитиме до їх взаємної компенсації та розширен-
ня смуги пропускання. 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Направленые (слабонаправленные) антенны сантиметрового диапазона волн того или иного типа могут 
применяться как отдельные излучатели и быть в составе антенных решеток. Необходимость обеспечить минимизацию по-
терь мощности сигнала в таких антеннах является весьма важной и актуальной научно-практической задачей в любом слу-
чае. Поэтому для минимизации потерь мощности сигнала в антеннах сантиметрового диапазона волн следует разрабатывать 
новые (усовершенствовать существующие) подходы к уменьшению указанных потерь.  

Цель. Целью исследования является усовершенствование методики расчета антенны в виде открытого конца круглого 
волновода, которая питается коаксиальной линии с цилиндрическим диэлектрическим согласующим трансформатором, 
благодаря учету методом эквивалентных схем торцевых емкостей этого трансформатора.  

Метод. Для достижения цели исследования использовались приближенный апертурный метод, что основывается на 
принципе Гюйгенса-Кирхгофа, метод эквивалентных схем, методы численного исследования и натурного эксперимента. 
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Результаты. Усовершенствованны и выведены новые расчетные формулы, учитывающие влияние торцевых емкостей, 
которые показывают следующие особенности: длина цилиндрического диэлектрического согласующего трансформатора 
должна быть меньше четверти длины волны, по этому величина уменьшения определяется емкостью торцов; торцевые ем-
кости увеличивают необходимое волновое сопротивление этого трансформатора; полоса пропускания антенны увеличивае-
тся при уменьшении перепада сопротивлений, которые подлежат согласованию. Практическим значением результатов исс-
ледования является уменьшение потерь мощности сигнала в антене за счет улучшения согласования, что определено по 
изменению коэффициента стоячих волн по напряжению в заданной полосе частот круглого волновода. Для открытого конца 
волновода круглого сечения с цилиндрическим диэлектрическим согласующим трансформатором, рассчитанным по усове-
ршенствованной методике, диаграммы направленности как в плоскости Е, так и в плоскости Н приближаются к диаграмм 
направленности круглого волновода с синфазным раскрывом. 

Выводы. Проверку предложенной методики осуществлено путем сравнения теоретических расчетов и эксперименталь-
ных исследований изменения коэффициента стоячей волны по напряжению в полосе частот и диаграммы направленности в 
плоскостях Е и Н при использовании известной и усовершенствованной методик. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: слабонаправленная антенна, круглый волновод, сантиметровый диапазон волн, потери мощно-
сти сигнала, устройство согласования. 
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ABSTRACT 

Context. Directional (slightly directed) antennas of a centimeter wave range of one type or another can be used as separate 
radiants and be part of antenna arrays. The need to minimize signal power losses in such antennas is a very important and relevant 
scientific and practical task in any case. Therefore, to minimize signal power losses in antennas of the centimeter wave range, new 
(improve existing) approaches to reducing these losses should be developed.  

Objective. The goal of the study is to improve the calculation method of the antenna in the form of an open end of a circular 
waveguide, which is fed by a coaxial line with a cylindrical dielectric matching transformer, due to the consideration of the end 
capacitance of this transformer by the equivalent circuit method.  

Method. To achieve the research objective, the aperture method was used, based on the Huygens-Kirchhoff principle, the method 
of equivalent schemes, the methods of numerical verification, and natural experiment were applied.  

Results. New calculation formulas are improved and derived, taking into account the influence of end capacities, which show the 
following features: the length of a cylindrical dielectric matching transformer should be less than a quarter of the wavelength, 
therefore the reduction value is determined by the end capacitance; end tanks increase the necessary wave impedance of this 
transformer; antenna bandwidth increases with decreasing resistance drop, which must be negotiated. The practical value of the 
research results is to reduce the signal power loss in the antenna due to improved matching, which is determined by the change in the 
coefficient of standing waves by voltage in a given frequency band of a circular waveguide. For the open end of a circular waveguide 
with a cylindrical dielectric matching transformer, calculated according to an improved methodology, the radiation patterns both in 
the E plane and in the H plane approach the radiation patterns of a circular waveguide with in-phase opening.  

Conclusions. The proposed method was verified by comparing theoretical calculations and experimental studies of the variation 
of the standing wave coefficient with respect to voltage in the frequency band and radiation pattern in the E and H planes using the 
well-known and improved methods. 

KEYWORDS: low directional antenna, round waveguide, centimeter wavelength range, signal power loss, matching device.  
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ABSTRACT 
Context. The problem of minimizing information losses during discrete measurement of methane content during the extraction of 

coal in coal mines is considered.  
Objective. The object of the study was the methodology for assessing the loss of telemetric information about geophysical 

processes in mines under noise conditions. The purpose of the work is to create a set of discrete and block schemes for obtaining 
information to assess its losses in the presence of distortions based on an information approach. 

Method. The results of a study of the methodology for solving the problem of minimizing information loss when measuring 
methane content in coal mines are presented. A measure of distortions arising from the discrete display of the set of states of the geo-
physical process in the measurement space under noise and error conditions in the elements of the automated methane control sub-
system is proposed. Along with this measure, a model is also proposed for determining the lower boundary of the expected informa-
tion for given distortions, based on the solution of the optimization problem. The characteristics of some discrete and block schemes 
for obtaining information are investigated. The proposed block schemes take into account the grouping of transition probability val-
ues in three, five, seven, ten, and fifteen-dimensional versions. By varying the size of the grouping in blocks, the technique allows 
one to obtain various levels of detail of the boundaries of the expected information. 

Results. The developed schemes were implemented in software and investigated to solve the problem of minimizing information 
loss while monitoring methane contents in coal mines. 

Conclusions. The experiments carried out confirmed the operability of the proposed software and allow us to recommend it for 
use in practice when constructing n-dimensional schemes for obtaining information. Prospects for further research may lie in an ex-
perimental study of the proposed schemes on a larger set of practical tasks of a different nature, as well as in the creation of promis-
ing measuring systems based on the principles of information analysis. 

KEYWORDS: discrete scheme for obtaining information, distortion, transition probability, information loss, noise. 
 

NOMENCLATURE 
α  is a number of equally probable states of the geo-

physical process; 
β  is some constant distortion dependent; 
γ  is a parameter, characterizing the amount of distor-

tion and varying from 0 to ∞ ;  
ijδ  is some value, taking value 1 or 0; 

ijλ  is a value, varying from 0 to 1, 1λ0 ≤≤ ; 

min maxε ε,  are minimum and maximum distortion val-
ues, respectively; 

ijε  is a element of square distortion matrix; 
ε  are the mean distortions at measurements; 

0ε  are the возможные искажения according to Bell-
man measurement technique; 

1 2 3ε ε ε, ,  are the distortions, arising at the transition 
probabilities q1, q2, q3 accordingly; 

0C  is an optimal measurement method based on the 
Bellman maximum principle; 

EC is an ε  – optimal measurement procedure 
E  is a distortion matrix; 

)(XI is an information quantity about state of geo-
physical process; 

),( XZI is an amount of expected (received) informa-
tion during measurements kj; 

)]([ j|iqI  is an average mutual information between i  
and j ; 

M  is math operator; 
)(ipPi = is a probability of the i -th state of the geo-

physical process; 
)(ijpPij =  is a probability of information loss; 

)(i|jq  is a conditional probability of transition from i  
to j ; 

 ||tkl||  is an inverse matrix ||||pkj ; 

∑k kjtklp is an identity matrix whose elements are 
equal 1 at l=j и 0 otherwise; 

ji xx , are the values of the i -th state of the geophysi-
cal process. 

 
INTRODUCTION 

As is known [1, 2], all measured quantities are consid-
ered to be changing randomly, especially under conditions 
of interference, fluctuations, and noise, from which not a 
single measurement is free. Therefore, for each individual 
measurement, we are dealing with only one random im-
plementation. It is possible to evaluate a random variable 
or process only by statistical methods. This requires 
knowledge of the law of distribution or, at least, some 
characteristics, for example, the first and second mo-
ments, which depend on the type of distribution function. 
Therefore, in order to obtain information based on any 
measurements, the available data must be statistically 
processed. It is generally believed that a certain averaging 
is already achieved during measurements using inertial 
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measuring instruments. In the case when the measured 
implementation consists of a regular component and a 
random component completely determined by noise or 
random noise-like errors, the measuring device or system 
will give an increasingly reliable value of the measured 
value over time. But, when instead of the regular compo-
nent we have a random one, such a measurement will lead 
to a loss of information. 

Conventional measuring devices can give only some 
idea of the mathematical expectation of a random imple-
mentation. Statistical estimation of a real random process 
is possible only for an ensemble of realizations. All con-
ventional measuring devices and systems in the process of 
the aforementioned averaging filter out not only the inter-
ference, but at the same time some of the information. So, 
there is a loss of information that cannot be compensated 
for by any measures, such as an increase in measurement 
time. To solve this problem, it is necessary to use other 
criteria, in particular, the criterion of sufficiency of statis-
tics. In this paper, we consider the case of estimating ad-
ditional information losses caused by noise, measurement 
errors and transformations. 

This assessment is an important step in constructing 
discrete schemes for obtaining information. The very pur-
pose of these systems as a tool for obtaining information, 
always flowing under conditions of noise and interfer-
ence, determines the interest that is the study of the crite-
ria for optimizing measurements at a particular level of 
distortion [1]. This task is relevant for the processing of 
telemetric data on the parameters of general-purpose 
processes, including the parameters of geophysical proc-
esses, in particular, the concentration of methane and dust 
in coal mines. 

The object of study is a process of investigation 
characters of different schemes of information receipt 
about the methane maintain in mines to reduce her losses 
in condition of noises. 

The estimation of these losses is associated with the 
presence of distortions caused by both measurement er-
rors and information transformations in the automated 
methane control subsystem. Therefore, to reduce the 
losses of information it is necessary to build the schemes 
of her receipt, providing the reduction of probability er-
rors measuring, without resorting to the use of certain 
special devices. 

The subject of study is the characters of discrete and 
block schemes of telemetrically information receipt. The 
known schemes are characterized by the enough large 
losses of information, and, therefore, the errors measur-
ing, as well as characterized by the uncertainty of quality 
criteria of measurements optimization. 

The purpose of the work is to reduce the additional 
losses of telemetric information, caused by noise, meas-
urement errors and transformed to build the schemes if 
information receipt about the methane maintain at the 
presence of distortions. 

 
 
 

1 PROBLEM STATEMENT 
Suppose given the  measure of distortion arising from 

discrete display of the set X, describing the state of the 
geophysical process into the measurement space Z, due to 
interference and errors in the elements of the methane 
control system as on matrix of distortion E  = |||| ijε , i , j  
= 1, 2, …, n , where  

 

ιjιj δ−=ε 1 ; 1=δij , if ji = ; 0=δij , if ji ≠ . 
 
Each element of this matrix corresponds to the loss of 

information that appears during its transformation with an 
error, when each xj. Then the average loss of information 
that occurs in this case is equal to: 

 

[ ].)(log)(log)( ∑ εε−=∑ ε−=ε ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ П

i,j
ijiji

П

i,j
ijj j|iqj|iqpipMI     (1) 

 
Given the loss of information (1), the expected infor-

mation that can be obtained and implemented as a result 
of measurements and transformations is determined by 
the expression: 

 
)}.()({ ε− IxIM                                (2) 

 
For the given formulas (1), (2) the problem of addi-

tional losses of information minimization can be pre-
sented as the problem of finding maxIxIM →ε− )}()({ , 
where the model structure )(xMI specified by formula: 

 

.,
)(
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)()( nm

j|kqp

j|iq
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⎤
⎢
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⎡
       (3) 

 
This problem is to find the optimality conditions for 

discrete measurements at given distortions. In turn, the 
problems of an extreme probability pi definition and 
lower boundaries of expected information, her losses find-
ing are a consequence of the proposed measurement op-
timality condition. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

A sufficient number of publications is known regard-
ing assessments of the value of various sources of infor-
mation, the magnitude of information loss during trans-
mission, reception and processing [1–15]. For example, 
there are characteristics of the throughput of one or an-
other real system with information distortions, in particu-
lar, at 10 or 50% [3, 6]. You can imagine and take off 
such characteristics of the system in case of distortion. To 
do this, compare the information at the input and output 
of the system and, if its output is half as much, then the 
distortion is 50%. According to this principle, the work of 
all modern modems is evaluated. But analytically such an 
informational characteristic is difficult to imagine using 
the Shannon entropy measure [2]. For this purpose, it is 
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more convenient to use the epsilon-entropy measure of A. 
N. Kolmogorov, based on estimating the amount of in-
formation received at its input per unit of time [4]. In fact, 
measurement accuracy is always limited. Therefore, the 
requirement of infinite accuracy of reproduction of a con-
tinuous quantity by any source is unrealistic. Measure-
ment accuracy should be limited to a certain value, de-
pending on the level of interference. In information the-
ory, it is believed that two implementations that differ by 
an amount not greater than some given value are per-
ceived as signals that carry exactly the same information.  

It was shown in [6] that the level of distortion deter-
mines part of the spectrum of the measured signal that is 
not observed by the system, and epsilon-entropy allows 
you to specify the amount of information at the input of 
the measurement system at which a given level of distor-
tion is provided. Filing more information per unit time 
than what is determined by the epsilon-entropy estimate is 
irrational. As a rule, in practice this condition is not ful-
filled. So, when using the amplitude – time language, the 
error is representable only in this language. Therefore, the 
main question: how to present a system error for any lan-
guage? If the information is presented in a letter count, 
then the concept of error disappears. In this regard, the 
concept of the reliability of information for different lan-
guages was introduced, which is very difficult [1, 3]. 

To date, methods have been developed to evaluate the 
characteristics of information acquisition systems under 
the conditions of noise and noise [8, 16, 18]. But these 
methods are rather laborious and can lead to sufficiently 
large errors. It is necessary to exercise some caution when 
choosing the characteristics of the schemes for obtaining 
information using these methods. This is due to the fact 
that they did not take into account additional losses due to 
the conversion of information from the space describing 
the state of the process under study into the measurement 
space. 

Summarizing what has been said, we can say that the 
issues of assessing information loss that occur during its 
transformation in the elements of measurement systems 
that themselves work with errors, with the inherent pres-
ence of random noise, are not given due attention. Almost 
all authors agree with the presence of information loss 
during measurements. It is often believed that these losses 
occur due to limitations in the description of processes, 
i.e. with a reduction in the volume of characteristics char-
acterizing them or their low information content. Under 
the conditions of the random nature of external influ-
ences, sufficient statistics are needed to obtain reliable 
estimates of the parameters of a process or object. The 
latter can be determined by stabilizing the law of distribu-
tion of random variables. To select such statistics, it is 
necessary to investigate a number of typical processes or 
objects. You can use the information analysis of the re-
search results of the process described using a multivari-
ate model with a polynomial distribution of random vari-
ables [17]. Having a finite total number of independent 
dimensions, already in the three-factor model, each di-
mension will correspond to the values of three variables, 

row, column, and depth attributes of a three-dimensional 
matrix with different dimensions. The information com-
ponents for the row, column, depth are calculated. The 
probability of the total experimental error is estimated, 
but no more. This method is quite complicated and can 
lead to loss of information.  

 
3 MATERIALS AND METHODS 

It is easy to verify that, based on (1), (2), the optimal-
ity condition for measurements reduces to maximizing the 
amount of expected information 

 
)}.ε()({),( IXIMXZI −=                        (4) 

 
It is established that in the presence of noise and errors 

in the measuring system, the measurement procedure 0C , 
optimal according to the Bellman maximum principle 
[19], is unattainable for any positive values jε . Therefore, 
it was concluded that with information loss )(εI , always 
present in real conditions, we can only talk about some 
measurement procedure ECC 0E −= , which we define as 
ε -optimal if it is selected according to (4) from the condi-
tion of minimum losses )(εI . We will consider such op-
timization as optimization for a given level of distortion. 
For its implementation, it is necessary to find, if it exists, 
the relationship between the expected information and its 
losses. In terms of meaning, such optimization is closely 
correlated with the epsilon-entropy measurement optimi-
zation procedure [13]. Applying it, as well as the classical 
scheme of C. Shannon [2], taking into account 
that [ ])( j|iqI is a function of )( j|iq  in the entire measure-
ment area, it is possible to find that the average mutual 
information between i and j, calculated by the formula 
(3), corresponds to the value: 

 
[ ] [ ]}.)({min)( j|iqIMj|iqI =  

 
With medium distortion 0ε>ε . 

Insofar as [ ])( j|iqI is a convex upward function of 
transition probabilities )( j|iq , but )(εI  as a function 

0)( >j|iq  и 0>εij is convex downward, due to the linear 

relationship between )( j|iq  and ijε  it can be argued that 

function (4) is a monotone, strictly convex function ijε . 
This is easy to verify if, for two arbitrary values 1ε  and 

2ε  find linear relationship 
 

.213 )1( εα−+αε=ε                              (5) 
 

Function (4) lies entirely below the segment (5) con-
necting its two mismatched points 1ε  and 2ε .  
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I take into account that for a fixed value 3ε the condi-
tion is satisfied 

 
),,()}({min 3 XZIIM ≤ε  

 
it can be argued that function (4) is convex down. Thus, 
the general character of function (4) was determined. For 
each j, there is some value ijε . If for each the condition 

 
,1)( =j|iqmax j  

 
then ijε take values ijimax ε . Then we get 

.minεmin ∑=ε
n

i
ijip  

In this case, it is not difficult to find difficulties. 
Searching for values )( minεI . If jFi|jq =)( , then 

0),( =XZ , moreover, for each j the loss of information is 
equal to 

.εlog ∑∑
n

i
ijip

n

j
jF  

At 1=jF  minimum information loss for a given 

jI corresponds to ∑ εn
i ijij pmin . But the option is possi-

ble when ∑ ε=ε n
i ijij pminmax . 

This distortion value corresponds to the maximum 
loss of information. 

}.logmin{)( max ∑ ε−=ε n
i ijij pMI             (6) 

 

Based on these considerations, one can graphically 
represent the general nature of the dependence of the re-
ceived or expected information on its losses in the form 
shown in Fig. 1. 

.
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n
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logi|jp
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The values of ip delivering maximum functions (7) 
were found using Lagrange multipliers with restrictions: 

.10;1 ≤≤=∑ ii pp
n

i
 

As a result, expressions were obtained for determining 
the extreme value ip : 

.ppttXZItp
i k k,l

klklklklili ∑ ∑ ∑+−= ]log),([exp  

It is found that for maxε=ε  value 0),( min →XZI . 
It is found that for ),( XZI for the case when different 

concentrations of methane nx...xx ,,, 21 in the geophysical 
process is an equally probable event, i.e. the probability of 

any of them 
n

pi
1

= . Matrix |||| ijε -square. Its rows and 

columns consist of the same set of elements. 

n... εεε ,,, 21 arranged in different order. In this case, with 

minimizing values )(
i

J
q  all conditional transitions with 

equal distortion values ε have the same probabilities. 

Transition probabilities )(
i

J
q correlated distortion ijε . 

 
Figure 1 – Dependence of Expected Information ),( XZI  when measuring from its losses )(εI  
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Under these conditions, the lower limit of the values of 
the information obtained at its given distortions can be 
found by externalizing the expression: 

 
,loglog),( i

i
i qqnXZI ∑+=                     (8) 

 
with restrictions on average information loss 

 
.11,0,0)(log ≤≤−>ε>εε∑ ii

i
iiii qqq  

 
Using the method of the Lagrange set, we obtained a 

solution to this optimization problem, which has the form: 
 

).1/()log(),( iiiXZI γε+εγγ=                       (9) 
 
For small and very large values of the parameter γ, 

expression (9) can be simplified by performing a series of 
transformations. However, we do not give them because 
of their bulkiness. For us, the relationships are fundamen-
tally important 0=γ  and ∞=γ . 

 
At 0=γ 0),( =XZI , 

 
but at ∞=γ ,),( β−= lognXZI 1>β . 

Similarly, the formulas for calculating information 
loss are given, namely: 

 

At 0=γ  ∑ ∑ −εε=ε n
i

n
i ii nI )loglog(

2
1

)( , 

at ∞=γ )()( ε→ε minII . 
 

4 EXPEREMENTS 
To assess the correctness of the proposed methodol-

ogy and on its basis the found characteristics of some 
discrete and block systems for obtaining information, 
taking into account losses using the standard Shannon 
method of forming the simplest such schemes [2]. The 
computer program implementing the proposed method 
was implemented using the Python programming lan-
guage and was developed to conduct experiments. This 
softtion of the losses of information at the methane main-
tain control of meaning. As the initial data, we took 
methanograms obtained during the extraction of the angle 
in the coal mines of the Russian Federation. Processing of 
methanograms was carried out on the basis of generally 
accepted technology for processing experimental data [14, 
20]. It relies on the use of information redundancy in the 
parameters and includes a number of simplified algo-
rithms that work in the presence of abnormal sections 
(outliers of controlled parameters, omissions in current 
records of methanograms [21, 22]. 

Discrete circuits were formed by expanding the sim-
plest binary. In block schemes, some points were sought 
by randomly generating combinations of their values 
based on known adjacent schemes [6]. The signals are 
implemented in the form of a sequence of samples spaced 
from each other at intervals of the interrogation of the 
control equipment in the range from 3 to 10 minutes. The 
frequency of the survey usually exceeds the requirements 
of the Kotelnikov theorem. Methanogram recording sec-
tions up to 54 samples long were processed. 

 
5 RESULTS 

The results of conducted experiments are presented at 
the Fig. 2 and Fig. 3. Fig. 2 graphically illustrates the 
change of expected information depending on the prob-
ability of its loss )(Ep  or various numbers (2 – binary, 3 – 
ternary, 4 – quaternary, 5 – quaternary and so on) of 
equally probable values ix . In fact, these numbers reflect 

the densities of equiprobable values ix  a binary discrete 

circuit with equally probable values )2,1( =ixi , for which 
we have 

 
),1()log(log1),( EE1EEXZJ −−+×+=  

.1)/(,)/( EjiqEijq −==  
 
For such circuits, the value 1),( =XZJ  bit corre-

sponds to 0=E  и 0)( =Ep . It is provided by simultane-
ous measurement of both values ix . Curves 3, 4, 5, 10, 50 
relate to schemes formed from the corresponding series of 
numbers of equally probable values ix . For example, 
following C. Shannon, the function corresponding to 
our ),( XZJ , in situationα uniform values ix , is equal to: 

 

1
E1

EEElogXZJ
−α
−

−+×+α=α )log1(log),,( . 

 
At Fig. 3 information change dependencies are shown 

),,( αXZJ  от вероятности ее потерь )(Ep при блоч-
ных схемах формирования информации. Curve A re-
lates to a conventional binary circuits. Curve B describes 
an integrated information retrieval block scheme in which 
blocks of probability values are grouped with some re-
dundancy, which corresponds to the Shannon style. For 
example, a five-dimensional scheme in which the blocks 
correspond to the values of the transition probabilities 

)5,,2,1( ...ixi = , corresponds to the probability 2.0)( =Ep . 
The ten-dimensional scheme corresponds to a probability 
equal to 0.1. For a fifteen-dimensional scheme, we have 

067.0)( =Ep . 
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Figure 2 – Curves of changes in expected information ),( XZJ from the probability of her loss )(Ep  for various  

discrete receiving schemes ix  

 
Figure 3 – Dependence of expected information on probability its losses in block grouping schemes transition probabilities 

 
It can be seen from the Fig. 3 that the proposed large 

groupings of transitional probabilities allow essentially to 
reduce the losses of information. In this case the obtained 
results depend on the block schemes formation method 
and the method of their individual character informatively 
evaluation. 

 

6 DICUSSION 
As it evident from the Fig. 3, the application of the 

smaller groupings (with the lesser number of divisions) 
for the measuring ix  no leads to an increase in the lower 
boundaries of the expected information. However, we 
should also note that for the intermediate values ix (7, 10, 
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15) the relative losses of information, as well as the dis-
tortions в области их больших значений являются зна-
чительно меньшими. Therefore, the losses of informa-
tion are decreased. For example, about the seven-
measured scheme for the fifteen-measured scheme the 
loss of information is decreased to 0.5–0.6 hit. And it is 
not little. 

It is obvious, the block schemes are the most effective 
than the discrete schemes. At the same time, from the 
Fig. 2 can be seen that the widening of the discrete binary 
scheme to quinary scheme affords the gain in reduction of 
probability of information losses by more than 2.4 times, 
and to decimal scheme – by 3 times. Perhaps it is neces-
sary to introduce a tolerance for distortion of information 
in measurement systems non less than two errors. 

Formulas (8) and (9) it is possible to give an approxi-
mate estimate of the characteristics of information acqui-
sition systems applicable to an equally probable distribu-
tion. But this is the distribution of implementations 
maximum value of Channon entropy and widely used in 
practice. 

The closed analogue to the proposed method for de-
termining the information additional losses is an E-
entropy of Kolmagorov [4]. In contrast to the proposed in 
this paper, E-entropy measure it is connected with estima-
tion only of information losses at sampling of real signals 
in time because of superimposition of E-network on initial 
set of possible continuous signals, as well as approxima-
tions of the measured function with unlimited spectrum 
using the limited spectrum model. The advantage of the 
schemes proposed in this paper is that there is no need to 
calculate the additional E-approximations and approxima-
tion errors of function spectra under noise conditions. The 
computational cost of the proposed schemes will be less 
than using of E-entropy. 

Another near analogue to the proposed method is the 
method of determining the information characteristics of a 
discrete random sequence, which is described by the 
Markov process, with quantization by level and in time 
[1]. But his is found unsuitable for practical use. The main 
difficulty is in calculating the conditional Shannon en-
tropy. 

 
CONCLUSIONS 

The urgent problem of mathematical support devel-
opment is solved to automate the modeling at evaluating 
telemetrical information losses about geophysical proc-
esses in mines at conditions of noises. 

The scientific novelty of obtained results is that the 
method of the additional losses of information evaluation 
which are caused by noise, measurement errors and trans-
formations in the methane control subsystem is proposed. 
It determines the model for calculation the expected in-
formation lower boundaries at the given distortions. This 
allows to automate search for a whole set of schemes for 
obtaining information, which are characterized by differ-
ent losses. This is turn reduce the information losses and 
provides introduction of data distortion tolerances in 

measurement systems to achieve an acceptable accuracy 
of measurements. 

The practical significance of obtained results is that 
the software realizing the proposed schemes of informa-
tion receipt is developed, as well as experiments to study 
their properties are conducted. The experimental results 
allow to recommend the proposed schemes for use in 
practice. 

Prospects for further research are to study the pro-
posed set of schemes for a broad class of practical prob-
lems and to build new measuring systems. 
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ОЦІНКА ТЕЛЕМЕТРИЧНОЇ ІНФОРМАЦІЇ ПРО ГЕОФІЗИЧНІ ПРОЦЕССИ В УМОВАХ ШУМУ 

Купріянов В. В. – д-р техн. наук, професор, кафедра автоматизованих систем управління Національного дослід-
ницького технологічного університету «МІСіС», Москва, Росія. 

 
АНОТАЦІЯ 

Актуальність. Розглянуто задачу мінімізації втрат інформації при дискретному вимірюванні вмісту метану в період ви-
ймання вугілля у вугільних шахтах. Об’єктом дослідження була методика оцінки втрат телеметричної інформації про 
геофізичних процесах в шахтах в умовах шумів. Мета роботи – створення набору дискретних і блокових схем отримання 
інформації для оцінки її втрат при наявності спотворень на основі інформаційного підходу. 

Метод. Подані результати дослідження методики розв’язання задачі мінімізації втрат інформації при вимірюванні 
вмісту метану в вугільних шахтах. Запропоновано міру спотворень, що виникають при дискретному відображенні множини 
станів геофізичного процесу, в просторі вимірювань в умовах шумів і помилок в елементах подсистеми автоматизованого 
контролю метану. Поряд з цим заходом також запропонована модель для визначення нижньої границі очікуваної інформації 
при заданих викривленнях, заснована на рішенні оптимізаційної задачі. Досліджено характеристики деяких дискретних і 
блокових схем отримання інформації. Запропоновані блокові схеми враховують угруповання значень перехідних 
ймовірностей по трьох, п’яти, семи, десяти і пятнадцятимірних варіантах. Варіюючи розмір угруповання в блоках, методика 
дозволяє отримувати різні рівні деталізації меж очікуваної інформації. 

Результати. Розроблені схеми реалізовані програмно і досліджені під час вирішення завдання мінімізації втрат 
інформації при контролі вмістів метану у вугільних шахтах. 

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованого математичного забезпечення і дозво-
ляють рекомендувати його для використання на практиці при побудові n-мірних схем отримання інформації. Перспективи 
подальших досліджень можуть полягати в експериментальному дослідженні запропонованих схем на більшому комплекті 
практичних завдань різної природи, а також у створенні перспективних вимірювальних систем, заснованих на принципах 
інформаційного аналізу. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: дискретна схема отримання інформації, спотворення, перехідна ймовірність, втрата інформації, 
шум. 
 
УДК 622.831: 622.273.21 (091) 

 
ОЦЕНКА ТЕЛЕМЕТРИЧЕСКОЙ ИНФОРМАЦИИ О ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ В УСЛОВИЯХ ШУМА 
Куприянов В. В. – д-р техн. наук, профессор, кафедра автоматизированных систем управления Национального исследо-

вательского технологического университета «МИСиС», Москва, Россия. 
 

АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассмотрена задача минимизации потерь информации при дискретном измерении содержания метана в 

период выемки угля в угольных шахтах. Объектом исследования являлась методика оценки потерь телеметрической ин-
формации о геофизических процессах в шахтах в условиях шумов. Цель работы – создание набора дискретных и блочных 
схем получения информации для оценки ее потерь при наличии искажений на основе информационного подхода. 

Метод. Представлены результаты исследования методики решения задачи минимизации потерь информации при изме-
рении содержания метана в угольных шахтах. Предложена мера искажений, возникающих при дискретном отображении 
множества состояний геофизического процесса, в пространстве измерений в условиях шумов и ошибок в элементах подсис-
темы автоматизированного контроля метана. Наряду с этой мерой также предложена модель для определения нижней гра-
ницы ожидаемой информации при заданных искажениях, основанная на решении оптимизационной задачи. Исследованы 
характеристики некоторых дискретных и блочных схем получения информации. Предложенные блочные схемы учитывают 
группировки значений переходных вероятностей по трех, пяти, семи, десяти и пятнадцатимерным вариантам. Варьируя 
размер группировки в блоках, методика позволяет получать различные уровни детализации границ ожидаемой информации. 

Результаты. Разработанные схемы реализованы программно и исследованы при решении задачи минимизации потерь 
информации при контроле содержаний метана в угольных шахтах. 

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенного математического обеспечения и 
позволяют рекомендовать его для использования на практике при построении n-мерных схем получения информации. Пер-
спективы дальнейших исследований могут заключаться в экспериментальном исследовании предложенных схем на боль-
шем комплекте практических задач разной природы, а также в создании перспективных измерительных систем, основанных 
на принципах информационного анализа. 
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ABSTRACT 
Context. The problem of predicting the efficiency of real queuing systems in the event of a possible arrival of requirements 

groups and leaving of “impatient” requirements from the queue. The aim of the study was to model the operation of such systems to 
create opportunities to control their operation in real time.  

Objective. The aim of the research is to obtain an analytical description of the state’s final probabilities in a Markov queuing 
system with an input flow of requirements groups, with individual service of requirements, with a limited number of waiting places 
and with individual leaving of “impatient” requirements from the queue that is necessary to predict the values of the queuing system 
performance indicators. 

Method. The probabilities of queuing systems states with an input flow of requirements groups with a random composition and 
with leaving of “impatient” requirements from the queue are described by the Kolmogorov differential equations. In a stationary 
state, these equations are transformed into a linearly dependent homogeneous system of algebraic equations. The structure of the 
equations depends on the numerical values of the input flow requirements group’s parameters and the controlled service system. 
Therefore, an attempt to predict the efficiency of a system is faced with the need to write down and numerically solve a countable set 
of algebraic equations systems that is quite difficult. The key idea of the proposed method for finding an analytical description of the 
final probabilities for the specified queuing system was the desire to localize the influence of requirements groups in the input flow 
on the operation of the queuing system in multiplicative non-ordinary functions. Such functions allow obtaining the required 
analytical description and assessing the degree of the final probabilities transformation, in comparison with known systems, as well 
as assessing the predicted values of the noted queuing system efficiency indicators when choosing the parameters for controlling its 
operation.  

Results. For the first time analytical expressions are obtained for the final probabilities of the queuing system states with an input 
flow of random composition requirements groups, with a limited number of waiting places, with individual service and leaving 
“impatient” requirements from the queue, which makes it possible to evaluate all known indicators of the system’s performance.  

Conclusions. The resulting description turned out to be a general case for well-known types of Markov queuing systems with 
non-ordinary and with the simplest input flow of requirements. The results of the numerical experiment testify in favor of the 
correctness of the obtained analytical expressions for the final probabilities and in favor of the possibility of their practical 
application in real queuing systems when solving problems of forecasting efficiency, as well as analyzing and synthesizing the 
parameters of real queuing systems. 

KEYWORDS: Markov models, queuing systems, requirements groups, leaving the queue. 
   

ABBREVIATIONS 
QS is a queuing system. 
 

NOMENCLATURE 
A is an absolute QS capacity; 

ai is a probability of a group consisting of exactly i 
requirements at the input of the queuing system; 

e=2,71… is a second remarkable limit; 
f1() is a density distribution of the requirements flow at 

the input of the queuing system; 
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f2() is a density distribution of service duration; 
f3() is a density distribution of the requirement waiting 

until leaving the queue; 
fk is a non-ordinary function, which deforms the 

probability pk of the queuing system k-th state when 
groups appear in the input flow of requirements; 

fn+γ  is a non-ordinary function, which deforms the 
probability pk+n of the queuing system (k+n)-th state when 
groups appear in the input flow of requirements; 

I is a flow intensity of requirements at the input of QS; 
i is the number of requirements in the group; 
L is a maximum number of requirements in a group; 
Lqueue is a queue length in the queuing system; 
ML/M/n/m is a designation of queuing system with 

waiting or with leaving the queue in the Kendall-Basharin 
classification; 

ML/M/n is a designation of the queuing system noted 
above but with no places to wait and it means QS with 
refusals; 

M is a designation of an exponential distribution of the 
random service time of each requirement; 

m is a number of places to wait; 
ML is a designation of Poisson input flow of 

requirements groups with random composition and with 
the maximum number L of requirements in a group; 

Mb.d is a mathematical expectation of the busy devices 
number; 

M[i] is a mathematical expectation of the requirements 
number in groups; 

n is a number of identical channels (devices) in the 
queuing system; 

serviceP  is a service probability of queuing system; 

refusalP  is a service refusal probability; 
pk is a probability of a queuing system state in which 

exactly k requirements is in the system; 
pn+k is a probability of a queuing system state in which 

exactly n devices are busy by servicing and exactly  γ 
waiting places are occupied by requirements; 

kS  is a system state, at which exactly k requirements 
are under maintenance; 

Sn+γ  is a system state, at which exactly n requirements 
are under maintenance and γ requirements are in a queue; 

t is a current time; 
Tavr is a mathematical expectation of requirement’s 

service duration by the service device; 
Tavr.w is a mathematical expectation of time before 

requirement leaves the queue; 
β is an inverse value to the mathematical expectation 

of time before requirement leaves the queue, 1
.

−=β wavrT  
and has the physical meaning of the intensity of 
requirements leaving from the queue; 

γ is a current number of occupied places to wait; 
λ is a parameter of requirements groups flow at the 

input of the queuing system and has the physical meaning 
of the requirements groups occurrence frequency; 

λi is a parameter of requirements groups input  partial 
flow that consists of exactly i requirements in the group; 

μ is a performance of one service device as the inverse 
value to the mathematical expectation of service time, 

1−=μ avrT ; 
v is a ratio of requirements leaving intensity β from 

the queue to the performance μ of the service device; 
ρ is a load factor of a queuing system with a simplest 

flow of requirements; 
ρi is a load factor of queuing system by a part of the 

input flow of requirements groups. 
 

INTRODUCTION 
In the field of transport, trade, medicine, industry, 

information networks, control systems and in other areas, 
there is often appears repeated massive demand (flow of 
requirements) for various services. To work out such 
requirements, the corresponding “service” systems are 
created. 

The wide distribution and diversity of such systems 
has caused the need to develop appropriate models of 
queuing systems for solving problems of analysis, 
synthesis and control of real systems. The moments of 
each requirement occurrence and the duration of its 
working out (service) are not known in advance (are 
random). If all service devices are busy, requirements can 
wait for their turn. “Impatient” requirements may leave 
the queue at an unknown point in time. Therefore, most 
models are stochastic  

In real systems, as a rule, the conditions of the central 
limit theorem of A. Ya. Khinchin  [1] are satisfied, and an 
input flow of requirements, that is close to the simplest 
one, is automatically generated. For such conditions, there 
are well-known models, for example, in [2]. However, 
requirements can often enter the system in groups with an 
unknown (random) quantity in the group. In queuing 
systems, shock loads occur, the effectiveness of systems 
decreases.  

To perform a forecast of the effectiveness in such 
system and in such conditions its possible only by 
numerical methods for specific numerical values of the 
conditions parameters. Unfortunately, the probability of 
“guessing” the exact values of the future set of continuous 
random variables (the parameters of the conditions) is 
strictly zero. Therefore, numerical analysis can be 
adequate to the real process only a posteriori, which 
sharply reduces its scientific significance and at the same 
time makes it important to search not numerical, but 
analytical descriptions of state probabilities and efficiency 
indicators of queuing systems with an input flow of 
groups with random composition of requirements. At 
present, there is an analytical description of QS models 
with an input flow of requirements groups and with 
waiting in the queue [3]. However, for the general case of 
real systems, in which “impatient” requirements can 
refuse service and leave the queue at unknown moments 
in time, the analytical description of the model is not 
known, which complicates the control of such systems 
and makes the topic of this article relevant. 
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The object of research is a steady-state process of 
servicing an input flow of requirements groups in 
ML /M/n/m queuing system with leaving the queue. 

The subject of research is the distribution law of the 
final state probabilities in queuing system ML /M/n/m with 
input flow of requirements groups and leaving the queue. 

The research goal is to obtain an analytical 
description of final probabilities for the queuing system 
ML /M/n/m with input flow of requirements groups and 
leaving the queue which is the general case for the already 
known Markov models of queuing systems with an input 
flow of requirements groups and with the simplest input 
flow. 

The noted final probabilities are a complete 
description of the systems operation and allow estimating 
the expected values of all known indicators of the queuing 
systems efficiency. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The requirements groups flow with intensity I and 
density tIeItf −=)(1 enters the queuing system. Service 
duration is random and has exponential distribution 

tetf μ−μ=)(2 . Some of the requirements in the groups 
that have found all service devices busy are queued. Each 
requirement can leave the queue without waiting for the 
start of service. The duration of the requirement waiting 
until leaving the queue is random and has exponential 
distribution tetf β−β=)(3 . By virtue of the noted 
distribution densities, a Markov process with continuous 
time and discrete states arises in the system.  

This paper relies on a system of statements about the 
properties of a non-ordinary (general stationary) flow 
[1, pp. 14, 40, 41], which we present without proof. 

The stationary flow of time points for the arrival of 
events groups without aftereffect is the simplest and is 
called the General Stationary Flow or non-ordinary flow. 

Non-ordinary flow includes groups of i requirements 
(i = 1, 2, …, L) in a group. The flow can be determined by 
setting the probabilities distribution law (ai) of appearing 
exactly i requirements in any group of input flow. Then 
the flow parameter λ  will be less than the flow intension 
(λ<I) and will include partial flows with parameters iλ : 

 

ii aλ=λ ;  ∑∑
==

λ⋅=λ=λ
L

i
i

L

i
i iI

11
; . (1)

 
A. Ya. Khinchin limit theorem [1] for random time 

intervals between groups of events in a non-ordinary flow 
is preserved and the form of the time intervals exponential 
distribution is preserved too, but with the parameter λ : 

 

0,)( >λ= λ− tetf t . (2)
At the same time, to fulfill equality (λ = I) it is 

necessary and sufficient to have a1 =1. In this case, the 
flow of events becomes the simplest. For all other (non-
ordinary) stationary flows without an aftereffect, the 

intensity of the flow is always greater than its parameter 
(I >λ). 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The model developed to describe one system or 
process often become relevant in other areas. Thus, in 
1909, A. K. Erlang [4] developed a model for calculating 
the part of calls that can be served at a telephone station. 

The work process at the telephone station included the 
receipt and service of applications from subscribers to 
switch communication channels with other subscribers. 
After the end of the call, the channel was released and 
could be used to service the next request. The application 
that arrived at the telephone station at the time when all 
channels were busy received a denial of service. The 
moments of applications receipt and the end of their 
service were random. 

The Erlang-developed model of the requests mass 
service system at the telephone station turned out to be a 
universal tool for describing the processes of service in 
different systems and in different fields of human activity. 
Each of these areas and systems has its own peculiarities, 
which led to the development of more complex models 
and to the appearance of an independent scientific 
direction – the queuing theory. 

Currently, queuing system models are being actively 
used for analysis, for predicting efficiency and for 
optimizing decisions made in various areas. These include 
the following areas: telecommunication networks [5, 6, 7, 
8, 9, 10], socio-economic systems [11, 12], production 
systems [13, 14, 15, 16] and logistic systems [17, 18, 19], 
computing systems [20, 21], traffic management systems 
[22, 23, 24, 25] and others. 

An interesting direction in the theory of queuing 
systems is the construction of models with an infinite 
number of devices, since it is these models that make it 
possible to describe complex technical systems for which 
the number of devices can be relatively large. For 
example, L. Brown, N. Gans, A. Mandelbaum, and A. 
Sakov [5] use such systems to simulate a call center in 
which agents provide telephone services almost no 
refusals. In such a company, customer service should start 
immediately. Therefore, the number of working operators 
should be large enough and should be monitored using the 
appropriate model. 

Infinitely linear systems are also used as an 
approximation for multiline systems in cases where the 
probability of denial to service is negligible [26, 27, 28, 
29, 30, 31]. 

At the initial stage, most studies of the queuing theory 
were performed under the assumption that the incoming 
flow of requests is the simplest [32, 33]. 

However, the development of computer and mobile 
systems has led to the need to create new mathematical 
models of requirements flows at the system input, which 
are not Poisson or non-ordinary flows. This was the 
reason for the increased interest in the study of systems 
with more complex incoming flows. Systems with non-
Poisson flows were studied by such authors as G. P. 
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Klimov [34], G. Sh. Tsitsiashvili [35], P. P. Bocharov,  
A. V. Pechinkin [36], A. N. Moiseev and A. A. Nazarov, 
[37], S. P. Moiseeva [38], E. A. Doorn and A. A. Jages 
[39], V. F. Matveev, V. G. Ushakov [40] and others. 

So, in the book of Matveev V. F. and Ushakov V. G. 
[40] was obtained generating function of the requirements 
number in the system for which the incoming flow is a 
superposition of independent flows with the same number 
of requirements in packs. For non-Poisson input flows in 
a system with an unlimited number of service channels  
E. A. Doorn and A. A. Jagers [39] obtained estimates of 
the variance for the number of busy servers. 

Another important direction in the development of the 
queuing theory is the study of the systems operation in the 
conditions of the incoming flow, which includes groups 
of requirements with previously unknown composition. 
Thus, groups of motorcade cars can arrive at a gas station, 
visitors can arrive at a roadside restaurant in groups at the 
time of vehicles arrival, and the customers flow to the 
hotel includes both single customers and groups of several 
people, families for example. Such a flow is called non-
ordinary. 

A description of queuing system models with non-
ordinary input flow can be found in works of A. A. 
Shakhbazov [41], Jung-Shyr Wu and Jyh-Yeong Wang 
[42], N. O. Kutselay and S. V. Safonov [43], O. Yu. 
Bogoyavlenskaya [44], V. B. Monsik, A. A. Skrynnikov, 
and A. U. Fedotov, in works of A. V. Pechinkin [45] and 
A. G. Tatashev, M. Akhilgova, S. A. Shchebunyaev. 

In the general case, the probabilities of states in 
queuing systems ML/M/n/m with a non-ordinary input 
flow of requirements are described by Kolmogorov 
differential equations. 

In the stationary state of the queuing system, these 
equations are transformed into a linearly dependent 
system of algebraic equations. The final probabilities of 
the queuing system states can be found by numerically 
solving the system of algebraic equations using the 
methods well known in linear algebra [2] – complete 
exclusion, inverse matrix, Kramer determinants. It should 
be noted that in this case the determinant of the algebraic 
equations system is always zero. Therefore, it is 
impossible to apply the Kramer determinant method 
directly. 

One of the variants of the noted system algebraic 
equations numerical solution is the well-known matrix 
geometric method of Ramaswami [46]. This method is 
characterized as a method for the analysis of quasi-birth-
death processes, continuous-time Markov chain whose 
transition rate matrix has a repetitive block structure. In 
this method, the final probabilities of the queuing system 
states are found using numerical calculations of the 
elements of the Neut’s rate matrix [46]. 

Analytical description of models is sometimes 
possible to find for some performance indicators, as a 
rule, for single-channel systems (N. O. Kutselay and S. V. 
Safonov [43], O. Yu. Bogoyavlenskaya [44) with a 
specific composition of requirements in input flow groups 

(V. B. Monsik, A. A. Skrynnikov, A. U. Fedotov and A. 
V. Pechinkin [45]). 

The search for regularities that could provide an 
analytical description of the final probabilities in the 
general case of a queuing system with a non-ordinary 
input flow of requirements were engaged in A. A. 
Shakhbazov [41], Jung-Shyr Wu and Jyh-Yeong Wang 
[42]. In all the studies noted, it was concluded that the 
final probabilities sought could ultimately be found only 
by numerical methods for a specific flow structure.  

But the goal of queuing systems describing, as a rule, 
is the development of control tools for their operation 
based on predicting their efficiency when the parameters 
of the system and/or the parameters of input flow 
requirements change.  

In this case, the number of different variants of 
systems of algebraic equations, requiring a numerical 
solution, can be estimated at 105–106 and more, which 
makes it difficult to write down so many different systems 
of equations itself, and also raises doubts about the 
possibility of their timely numerical solution and the 
choice of a values rational set of control parameters for 
service system.   

The solution to the control problem can be in the 
search for an analytical description of the QS models for 
the most general conditions under which both single 
requirements and their groups can appear in the input 
flow. 

The most complete analytical description of such QS 
was obtained in [3] for three types of Markov 
multichannel queuing systems: with refusals, with a 
limited and with an unlimited number of waiting places 
under the conditions of an input flow with a random 
composition of requirements groups and individual 
service of each requirement in the group.  

At the same time, the models of queuing systems with 
input flow of requirements groups and with leaving 
requirements from queue, which are the most close to real 
service systems, did not receive their description in this 
work. 

As a result, the relevance of the problem of analytical 
description for the state’s final probabilities and 
performance indicators of queuing system with a non-
ordinary input flow of requirements and with the leaving 
of single requirements from the queue becomes obvious, 
which also makes the topic of the article – relevant. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

In order to demonstrate the logic of obtaining an 
analytical description of the final probabilities, let us 
consider a relatively easily visible example for the 
M2/M/n/m system (Fig. 1) with waiting, with individual 
service for each requirement and with individual 
requirements leaving the queue. 

At the entrance of the M2/M/3/4 queuing system with 
waiting and leaving of individual requirements from the 
queue, a non-ordinary flow is coming. It consists of two 
(L = 2) partial flows with parameters λ1 = λa1 and 
λ2 = λa2. 
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Figure 1 – The model Graph of queuing system M2/M/3/4 with waiting and leaving of individual requirements from the queue  
 
Let’s call a group of requirements as a request and 

define expressions for the coefficients (ρi, i = 0; 1) of the 
system load by a part of the entrance flow of requests and 
for the coefficient v  as follows: 

 

μ
β
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μ
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=ρ
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21
0 . (3)

 

The model graph (Fig. 1) is described by the system of 
linearly independent Kolmogorov differential equations 
for state probabilities pk, 0 ≤ k ≤ 3 and p3+γ, 1 ≤ γ ≤ 4, 
where )0( 0 =<kp :  
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For the stationary mode of the queuing system 
operation, equations (4) will take the form: 
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Then let’s perform a sequential summation of the left 

and right sides of the equations in the system (5) for the 
steady state conditions: 
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From formulas (6) we can get: 
 

3...,,1,221 =λ+λ=μ −− kpppk kkk ; (7)
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Using the notations (3) for the conditions of the steady 

state, from formulas (7) and (8) we can find: 
 

3...,,1, 2-11-0 =ρ+ ρ= kpppk kkk ; (9)
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For further reasoning, we recall the well-known 

Erlang formulas [4] for the queuing system M/M/n with 
refusals: 
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And then let’s choose the form of analytical 

expressions for the final probabilities of the queuing 
system states, taking into account the need to localize the 
non-ordinary properties of the input request flow in a 
separate multicomponent function fk and fn+γ: 
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Substituting (12) into (9) and (13) into (10), we find: 
 

3;...,,1);1( 2
0

1
21 ==−

ρ

ρ
+ = −− nnkkfff kkk ; (14)

 

There is no queue 

S3 S3+2 S3+3 S0 S1 S2 S3+1 S3+4 

λ2 λ2 λ2 λ2 λ2 λ2 

λ1 λ1 λ1 λ1 λ1 λ1 λ1+λ2 

1μ 2μ 3μ 3μ+β 3μ+2β 3μ+3β 3μ+4β 
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For the convenience of writing the general case of the 

non-ordinary functions expressions, we note that the sum 
of elements whose lower boundary is greater than the 
upper one, do not contain any element, therefore it is 
equal to zero. Elements with a negative index in this case 
have no physical meaning therefore they are also equal to 
zero.  

Now let’s consider the general case of a ML/M/n/m 
queuing system with an input flow of requirements 
groups and with the leaving of individual requirements 
from the queue. 

In this case, the input of the queuing system receives a 
flow of requirements groups, which consists of L partial 
flows with parameters λi = λai, i = 1,…, L. Then 
expressions (3) take the form: 
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For the general case of QS ML/M/n/m with single 

“impatient” requirements leaving the queue, expressions 
(14) and (15) take the form: 
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One can make sure that for the considered example 

(Fig. 1) with the conditions 1,0 >=ρ ii ; 4,3 == mn  
expressions (17), (18) and (19) are transformed into 
expressions (14) and (15), respectively.  

To determine the value of the first non-ordinary 
function ( 0f ), we substitute the value 0=k  in formula 
(12) and then we can get: 

 
000 fpp ⋅= . (20)

 
From equation (20) follows the equality 10 =f . The 

value of the non-ordinary function ( 1f ) can be found 

from formula (14) or from (17). If 1=k , then we get: 
 

0111 0 fff =+= − . (21)
 
Thus, the numerical values of the first two non-

ordinary functions become known: 
 

110 == ff . (22)
 
To find the zero state probability p0 of the QS, we use 

the condition of normalizing the probabilities. 
Substituting there formulas (12) and (13), we obtain: 
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Then we take out the common factor p0 outside the 

brackets and find its value: 
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To verify the correctness of the solution obtained, 

we’ll find the value of non-ordinary functions kf  for the 
case of non-ordinary input flow of requirements 
degeneration into the simplest flow 1,0;11 >== iaa i . 
In this case, the parameters of the partial flow of requests 
for service immediately two or more requirements are 
equal to zero ( 1,0 >=λ=λ iaii ). Then from formulas 

(1) and (16) it follows 0;0;0 >=ρρ=ρ ii .  

If we substitute the obtained values iρ  into formulas 
(17) and (19), taking into account the equality 

110 == ff , we can see that the second term in formula 
(17) vanishes and the first part of non-ordinary functions 
becomes equal to one: 

 
nkff kk ,...,1;11 === − . (25)
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In formula (19), the first term in the square bracket 
becomes equal to zero. The rest of the terms are nonzero 
only for the condition j = γ – 1, under which ρ γ – j –

1=ρ 0≠0: 
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From (26) follows the equality: 
 

mff nn ...,,1,11 =γ== −γ+γ+ . (27)
  

As a result, expressions (13) and (24) for the final 
probabilities of the ML/M/n/m queuing system with the 
leaving of requirements from the queue are transformed 
into well-known formulas for the same system M /M/n/m 
but with the simplest input flow of requirements: 
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This result testifies in favor of the research correctness 

and the expressions obtained for the non-ordinary 
functions (17), (19) and final probabilities (12), (13) and 
(24) for the ML/M/n/m system with a non-ordinary input 
flow, with the waiting and leaving of individual 
"impatient" requirements from the queue. 

The obtained description (12), (13), (16)–(19) of a 
queuing system is a general case for well-known Markov 
queuing systems with a non-ordinary input flow of 
requests and without leaving the queue ML /M/n/m and 
for a queuing system with refusals ML /M/n [3], as well as 
for the QS with the simplest input flow of requirements 
and leaving the queue M/M/n/m, for the QS without 
leaving the queue M/M/n/m and for the QS M/M/n with 
refusals.  

To verify this statement, let us consider a variant of 
the description (12), (13), (16)–(19) transition into the 
description of a queuing system with waiting ML /M/n/m 
and without leaving the queue. 

In the queuing system ML /M/n/m with waiting, the 
leaving of requirements from the queue is not provided. 

Therefore, in formulas (3), (13), (19), and (24) of the 
queuing system ML /M/n/m model with waiting and with 
the leaving of “impatient” requirements from the queue, 
the value β and the coefficient v are equal to zero: 

 

0;0 ==β v . (30)
 
The formulas for the load factors of the system as a 

part of the input flow of requirements (16), for the non-
ordinary functions fk (17) and for the probabilities pk (12) 
remain unchanged. The analytical description of the final 
probabilities for the states in the ML /M/n/m QS with the 
presence of requirements in the queue takes the form: 
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The analytical description for the final probabilities of 

the ML /M/n queuing system with refusals, with individual 
servicing of each requirement and with the flow of 
requirements groups at the system input includes formulas 
(12), (16), (17), and (22), as well as the formula (24), 
which in this case will have the following form:  
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Subsequent transformations of expressions (31) – (34) 
for the types of queuing systems mentioned above are 
given in [3]. 

 
4 EXPERIMENTS 

To evaluate the performance of a queuing system with 
the input flow of requirements groups and with the 
waiting and leaving of individual “impatient” 
requirements from the queue, sometimes the input flow is 
replaced with the simplest flow and is used the M/M/n/m 
model. 

To check the admissibility of such a replacement, we 
will use the known example [3], in which we change the 
number of service devices and waiting places, and also 
take into account the possibility of “impatient” 
requirements leaving the queue. The graph of the marked 
model is presented in Fig. 2. 

The parameters of the considered QS model 
ML/M/n/m are presented in Table 1 (items 1–9) and turn 
out to be equal: I=2 [requirements/minute]; 4=n ; 3=m ; 

25,0=β ; 8=L ; Lai /1= , Li ...,,1= ; 1=μ [minute–1]; 
0=ρi , for 7>i .  

In such a system, the total performance of service 
devices is bigger than the intensity of the input 
requirements flow. Then, in the case of deterministic 
input flow, all requirements must be served. 
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Figure 2 – The model graph of queuing system M8 /M/4/3 with the waiting and leaving of individual “impatient” requirements from 
the queue 

 
Table 1 – Evaluation of the influence of requirements groups in the input flow on the state’s probabilities  

in the queuing systems  with leaving of requirements from the queue (see Fig. 3) 
Model ML /M/n/m (names and values of model parameters) Model M/M/n/m 

# Name Value # Name Value # Name Value # Name Value # Name Value 
1 n 4 11 M[i ] 4.5 21 f0 1 31 p2 0.119 41 p0 0.133 
2 m 3 12 ρ=I/μ 2 22 f1 1 32 p3 0.086 42 p1 0.266 
3 μ 3 13 ρ0  0.444 23 f2 2.969 33 p4 0.064 43 p2 0.266 
4 I 2 14 ρ1  0.389 24 f3 14.5 34 p5 0.057 44 p3 0.177 
5 L 8 15 ρ2  0.333 25 f4 97.53 35 p6 0.049 45 p4 0.089 
6 λ 0.444 16 ρ3  0.278 26 f5 825.4 36 p7 0.040 46 p5 0.042 
7 ai 0.125 17 ρ4  0.222 27 f6 7168 37 Mb.d 0.933 47 p6 0.019 
8 λi  0.194 18 ρ5  0.167 28 f7 63004 38 A 0.933 48 p7 0.008 
9 β  0.25 19 ρ6  0.111 29 P0 0.405 39 Lqueue 0.275 49 Lqueue 0.102 
10 v  0.25 20 ρ7  0.056 30 P1 0.180 40 Pserv.gr 0.466 50 Pserv.Er 0.843 

 
The law of states’ probability distribution in a queuing 

system allows finding the calculation formulas for the 
following characteristics: the mathematical expectation of 
the busy devices number; the mathematical expectation of 
the requirements number in groups; absolute system 
capacity; service probability; queue length in the queuing 
system and for service refusal probability: 
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5 RESULTS 
For the considered version of the queuing system 

model, the non-ordinary functions (17)-(19) will take the 
specific form for states without queue (37) and for states 
with a queue (38)–(40):  
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The indicators (35), (36) and probabilities of the 
model states (Fig. 2) in the steady state are described by 
the formulas (1), (12), (3), (13), (16), (17), (18), (19), (21) 
and (24). 

Let us use the noted formulas and estimate the 
probabilities (pk, pn+γ) of the system states and the 
probability of servicing requirements in queuing systems 
with leaving the queue of individual requirements, with 
the same number of servicing devices and waiting places, 
with the same intensity of the incoming flow of 
requirements but no requirement groups. 

In the first case, a flow of requirements groups arrives 
at the input of the system, and in the second case, the 
input flow of requirements is the simplest and includes 
only single requirements. The calculation results are 
presented in table 1 and in the Fig. 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 3 – Final probabilities pk of the states in the same 

queuing systems with leaving individual requirements from the 
queue and with the same intensity: 

a) QS without any groups of requirements in the input flow 
(model M/M/4/3); 

b) QS with groups of requirements in the composition of the real 
input flow 

 

Quantitative estimates (see Table 1, Fig. 3) lead to the 
following conclusion. 

 

6 DISCUSSION 
In a number of cases, the main indicator of the 

queuing system efficiency is the probability of servicing 
requirements, on which other indicators depend. 
Therefore, we will consider the numerical values of this 
indicator for the compared queuing systems. 

The appearance of groups in the input flow of 
requirements changes the probability distribution of the 
considered systems states (Table 1 items 41–48, items 
29–39, and Fig. 3) and leads to a decrease in the 
probability of service (Table 1 item 40) by about 44% 
compared to the probability service in the model with the 
simplest input flow of requirements (Table 1, item 50).   

A decrease in the probability of service, as the main 
indicator of efficiency, can be significant for the results of 
the system’s operation and requires a quantitative forecast 
for timely action in managing of the system operation. 

The influence of the requirements groups composition 
on the change in the final probabilities is concentrated in 

the multiplicative non-ordinary functions (17), (19) 
(Table 1 items 21–28), which each time reflect the 
magnitude of the transformation of the system specific 
states probabilities with a group input flow in comparison 
with the same system, but with the simplest input flow of 
requirements, and may have an order value 104–105.  

The considered features determine the need to take 
into account the composition of the groups in the input 
flow of requirements when conducting assessments and 
when managing the corresponding queuing systems. 

 
CONCLUSIONS 

In the course of the research, the analytical expressions 
for the final probabilities of states in the ML /M/n/m 
queuing system with an input flow of requirements groups, 
with individual service of requirements and with leaving of 
“impatient” requirements from the queue were obtained for 
the first time.  

The influence of the requirements groups composition 
on the change in the final probabilities of queuing system 
is concentrated in the multiplicative non-ordinary 
functions (17), (19), which each time reflect the 
magnitude of the transformation of the system specific 
states probabilities and can have a value of the order of 
104–105.  

An analytical description of the final probabilities and 
performance indicators allows the use of calculation 
automation tools, for example Microsoft Excel, to obtain 
the results of estimates almost instantly and to select the 
values of the parameters for controlling the operation of 
the service system in real time. 

The scientific novelty of the results obtained lies in 
the creation of possibilities for predicting the 
effectiveness of QS ML /M/n/m with leaving of 
“impatient” requirements from the queue and of known 
types of Markov queuing systems with an input flow of 
requirements groups, with individual service for each 
requirement and with a random number of requirements 
in groups.   

The obtained description (12), (13), (16)–(19) of a 
queuing system is a general case for other well-known 
types of Markov queuing systems with a non-ordinary 
input flow of requests and without leaving the queue 
ML /M/n/m and for a queuing system with refusals 
ML /M/n [3], as well as for the QS with the simplest input 
flow of requirements and leaving the queue M/M/n/m, for 
the QS without leaving the queue M/M/n/m and for the 
QS with refusals M/M/n.  

At the same time, the well-known Markov service 
models for the simplest flow of requirements turned out to 
be a special case of the considered models with an input 
flow of requirements groups. In the new formulas, all the 
features of requirements groups servicing are localized in 
recurrent expressions for the non-ordinary functions, 
which makes it easier to perform calculations in real time. 

The practical significance of the results obtained lies 
in creating conditions for the directed solution of 
problems of analysis, synthesis and control of Markov 
queuing systems in the general case of a requirements 
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groups input flow with a random number of requirements 
in groups. The formulas obtained for calculating the 
values of the non-ordinary functions are recurrent and 
convenient for practical calculations. The numerical 
values of these functions clearly show the deformation of 
the final states probabilities in queuing systems with an 
input flow of requirements groups compared to known 
queuing systems with the simplest input flow of 
requirements. 

Prospects for further research may include the 
construction of queuing systems models with incomplete 
availability of servicing device. Each of the systems under 
consideration is an actual model of real systems in 
economics, medicine, modern communication systems 
and in other areas. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність Завдання прогнозування ефективності реальних систем масового обслуговування в разі можливого 

надходження груп вимог і відходу «нетерплячих» заявок з черги. Метою дослідження було моделювання роботи таких 
систем для створення можливостей контролю їх роботи в режимі реального часу. 

Метод. Ймовірності станів систем масового обслуговування з вхідним потоком груп вимог з випадковим складом і з 
відходом «нетерплячих» вимог з черги описуються диференціальними рівняннями Колмогорова. У стаціонарному стані ці 
рівняння перетворюються в лінійно залежну однорідну систему алгебраїчних рівнянь. Структура рівнянь залежить від 
числових значень параметрів груп вимог вхідного потоку і керованої системи обслуговування. Тому спроба прогнозувати 
ефективність системи стикається з необхідністю написати і чисельно вирішити рахункову безліч систем алгебраїчних 
рівнянь, що досить складно. Ключовою ідеєю запропонованого методу пошуку аналітичного опису фінальних ймовірностей 
для згаданої системи масового обслуговування було прагнення локалізувати вплив груп вимог у вхідному потоці на роботу 
системи масового обслуговування в мультиплікативних функціях неординарності. Такі функції дозволяють отримати 
необхідний аналітичний опис і оцінити ступінь трансформації фінальних ймовірностей в порівнянні з відомими системами, 
а також оцінити прогнозні значення відомих показників ефективності системи масового обслуговування при виборі 
параметрів управління її роботою. 

Результати. Вперше отримано аналітичні вирази для фінальних ймовірностей станів системи масового обслуговування 
з вхідним потоком груп вимог випадкового складу, з обмеженою кількістю місць очікування, з індивідуальним 
обслуговуванням і відходом «нетерплячих» вимог з черги, що дає можливість оцінити всі відомі показники роботи системи 

Висновки. Отриманий опис виявився загальним випадком для відомих типів марковских систем масового 
обслуговування з неординарним і найпростішим вхідним потоком вимог. Результати чисельного експерименту свідчать на 
користь коректності отриманих аналітичних виразів для фінальних ймовірностей і на користь можливості їх практичного 
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застосування в реальних системах масового обслуговування при вирішенні завдань прогнозування ефективності, а також 
аналізу і синтезу параметрів. реальних систем масового обслуговування. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: марковские моделі, системи масового обслуговування, групи вимог, відхід з черги. 
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Задача прогнозирования эффективности реальных систем массового обслуживания в случае возможного 

поступления групп требований и ухода «нетерпеливых» заявок из очереди. Целью исследования было моделирование 
работы таких систем для создания возможностей контроля их работы в режиме реального времени. 

Метод. Вероятности состояний систем массового обслуживания с входным потоком групп требований со случайным 
составом и с уходом «нетерпеливых» требований из очереди описываются дифференциальными уравнениями Колмогорова. 
В стационарном состоянии эти уравнения преобразуются в линейно зависимую однородную систему алгебраических 
уравнений. Структура уравнений зависит от числовых значений параметров групп требований входного потока и 
управляемой системы обслуживания. Поэтому попытка прогнозировать эффективность системы сталкивается с 
необходимостью написать и численно решить счетное множество систем алгебраических уравнений, что достаточно 
сложно. Ключевой идеей предложенного метода поиска аналитического описания финальных вероятностей для упомянутой 
системы массового обслуживания было стремление локализовать влияние групп требований во входном потоке на работу 
системы массового обслуживания в мультипликативных функциях неординарности. Такие функции позволяют получить 
необходимое аналитическое описание и оценить степень трансформации финальных вероятностей по сравнению с 
известными системами, а также оценить прогнозные значения известных показателей эффективности системы массового 
обслуживания при выборе параметров управления ее работой. 

Результаты. Впервые получены аналитические выражения для финальных вероятностей состояний системы массового 
обслуживания с входным потоком групп требований случайного состава, с ограниченным количеством мест ожидания, с 
индивидуальным обслуживанием и уходом «нетерпеливых» требований из очереди, что дает возможность оценить все 
известные показатели работы системы. 

Выводы. Полученное описание оказалось общим случаем для известных типов марковских систем массового 
обслуживания с неординарным и простейшим входным потоком требований. Результаты численного эксперимента 
свидетельствуют в пользу корректности полученных аналитических выражений для финальных вероятностей и в пользу 
возможности их практического применения в реальных системах массового обслуживания при решении задач 
прогнозирования эффективности, а также анализа и синтеза параметров. реальных систем массового обслуживания. 
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FAST RATIONAL INTERPOLATION OF TRANSFER FUNCTIONS OF 
LINEAR DYNAMIC SYSTEMS WITH DISTRIBUTED PARAMETERS 

 
Kodnyanko V. A. – Dr. Sc., Professor, Polytechnic Institute, Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russia. 
 

ABSTRACT 
Contex. Fast method of rational interpolation of the transfer function of linear dynamical systems with distributed parameters is 

described, the values of which can be found by numerical methods or by calculating the transcendental functions of the Laplace 
integral transform variable. The method makes it possible to determine explicitly the transfer function and, in particular, the 
characteristic equation of such a degree, which is sufficient to meet the accuracy requirements when calculating the root quality 
criteria for the dynamics of automatic control systems. 

Objective. According to the proposed method, rational interpolation is reduced to solving a system of linear equations, the order 
of which is much lower (more than twice) the order of similar systems used for rational interpolation of functions by known methods. 
The properties of this system are such that its solution can be obtained by special fast methods of the quadratic order of complexity. 

Method. An iterative algorithm for calculating the transfer function coefficients of a linear dynamic system with distributed 
parameters is carried out using the methods of complex variable functions theory using the discrete Laplace transform. The proposed 
approach made it possible to significantly speed up the calculations by decomposing the system of linear equations with respect to 
the coefficients of the transfer function to a system of approximately half the order, which allows a quick solution by the methods of 
Trench, Berlekamp-Massey, or Euclid. 

Results. An example of the practical use of an iterative algorithm for rational interpolation and calculation with a given accuracy 
of the root quality criteria for the dynamics of a support with gas lubrication is considered. 

Conclusions. The method allows to define explicitly the characteristic equation of such a degree, which is sufficient to meet the 
accuracy requirements when calculating the root quality criteria for the dynamics of automatic control systems. Rational interpolation 
is reduced to solving a system of linear equations, the order of which is much lower (more than twice) the order of similar systems 
used for rational interpolation of functions by known methods. The properties of the system are such that its solution can be obtained 
by special fast methods of the quadratic order of complexity. 

KEYWORDS: rational interpolation, linear dynamic system, transmission function, distributed parameter system, discrete 
Fourier transform. 

 

ABBREVIATIONS 
TF – transfer function; 
HP – characteristic polynomial. 

 
NOMENCLATURE 

D, F, K, M are matrixes; 
ai, bj are transfer function polynomial coefficients; 
f(x) is an objective function; 
n, m are orders of the polynomials of the numerator 

and denominator of the transfer function; 
k is a sum of the sum of n and m; 
p is a difference of the orders of the polynomials of 

the denominator and the numerator of the transfer 
function; 

si are components of the discrete Fourier transform 
vector, 

d, l, z are vectors, 
Γ(s), Λ(s) are complex functions,  
Φ(s) is a transfer function, 
η, ξ are criteria for assessing the quality of the 

dynamics of linear dynamic systems. 
 

INTRODUCTION 
When designing automatic control and regulation 

systems, methods for studying the quality of dynamics are 
used, based on determining its stability margin and speed 
of response by the roots of the characteristic equation [1, 
17]. The latter is determined by the polynomial of the 
denominator of the transfer function (TF) 

2
0 1 2

2
1 2

...
( ) ,

1 ...

m
o m

ni n

b b s b s b sYs
Y a s a s a s

+ + + +Δ
Φ = =

Δ + + + + +
 (1)

where ,i oY YΔ Δ  are the Laplace transformants of the 
deviation of the dynamic functions of the input action and 
the objective output function from the stationary 
equilibrium position of the systems, n > 0, m > 0, n > m,  
s is the variable of the Laplace transform [2, 17]. 

The determination of the coefficients (1) for systems 
with lumped parameters is usually straightforward. 
However, there are devices whose dynamics are described 
by distributed parameter systems. Examples of these 
systems are a variety of electronic devices, tubular heat 
exchangers, gas-static and gas-dynamic sliding bearings 
and a number of others [3–6]. 
 

1 PROBLEM STATEMENT 
For such systems, TF is formulated based on the use 

of one or more boundary value problems for differential 
equations, the analytical solution of which is given by 
transcendental functions, or they can be obtained only by 
numerical methods [7]. To obtain the TF of these systems, 
it is necessary to use methods that would provide their 
representation in the form (1) based on calculating the 
criteria for the stability margin and speed of devices with 
a predetermined accuracy. 

The representation of the TF in the form (1) falls 
under the classical problem of rational interpolation [21], 
the solution of which, however, does not give an 
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exhaustive answer to the question of the accuracy of the 
stability criteria of the system obtained by root methods 
using the characteristic equation, because the value of the 
degree n of the characteristic polynomial (HP) is 
unknown in advance. Consequently, the rational 
interpolation of the TF is only a local procedure in the 
general algorithm for determining the quality criteria for 
the dynamics of systems. 
 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
Often, when calculating the above criteria, it is 

required to determine only the vector a of the HP 
coefficients and its length n in order to be able to 
determine the root criteria with the required accuracy. In 
this case, the problem is somewhat simplified, since it is 
necessary to find only the polynomial of the denominator 
(1), that is, the HP. 

The main task in calculating the quality criteria for the 
dynamics of systems with distributed parameters at fixed 
values of n and m is rational interpolation. The existing 
methods are based on the solution of a linear system of 
equations for the coefficients (1), which contains n + m 
equations [4]. Such systems can be solved by general 
methods, for example, the Gauss-Jordan method, which 
has a cubic order of complexity (n + m)3 (hereinafter, the 
order of complexity of a computational method means the 
time complexity of the algorithm that implements it [1, 
6]). For large n and m, this can entail significant 
expenditures of computer time in the process of 
multiparameter optimization of dynamic systems. 

This article proposes a fast method for finding the 
coefficients (1). It is based on solving systems of linear 
equations of a special form of a significantly smaller 
order, which allows finding their solution by fast methods 
with a quadratic order of complexity m(n+m), which 
significantly accelerates the optimization procedure for 
dynamical systems. If it is required to find only the HP 
coefficients, then the order of complexity of the method is 
equal to n2. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

When performing rational interpolation by the method 
described below, the degrees n and m of polynomials (1) 
must be known. However, their acceptable values can be 
obtained only on the basis of a satisfactory accuracy in 
determining the quality criteria for the dynamics of the 
system. 

If it is impossible to determine the values of these 
parameters without calculating the mentioned criteria, 
then finding their difference is not difficult. 

Indeed, if an ≠ 0  and bm ≠ 0, then the infinite limit 

( ) 0,p m

n

bs s
a

Φ → ≠                       (2) 

where p = n–m. 
Usually the difference p is calculated in several units, 

more often p = 1–2, therefore, this limit and p can be 
found rather quickly. 

Let’s set the value m, define n = m + p and find the 
coefficient 

0 (0).b = Φ  
We rewrite (1) in the form 

( )

1
1 2

1
1 2

...
( )( ) ... ,

n
n

m
m

a a s a s
ss b b s b s

s

−

−

+ + + +
Λ

+Γ + + + =
     (3) 

where 1( ) ( ),s s−Γ =−Φ  0( ) ( ).s b sΛ = − −Γ  
Equation (3) contains k = n + m unknown coefficients. 

Let’s calculate 2πie exp
k

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, where i is the 

imaginary unit. 
Let us 1 1s =  and we find 1, 2,3,...,j js e s j k−= = , 

( ) ,j jsΨ =Φ
 ( )j jsΓ = Γ , ( ) ,j jsΛ = Λ 1,2,..., .j k=  

Note that *
1 , 1,2,..., ,j k js s j k+ −= =  therefore 

( ) ( )*
1 ,k j js s− +Φ = Φ which allows us to shorten the 

calculations and find ,j jΓ Λ in [(k + 1) / 2] the appeal to 
the TF. 

Substituting s = sj, (j = 1, 2, …, k)  in (3), we obtain a 
system of linear equations for unknown coefficients (1) 

Mx = y,                               (4) 
where 

 

1 1 1 1 1
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... ... ,
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Λ⎡ ⎤
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⎢ ⎥Λ⎢ ⎥
⎢ ⎥Λ⎣ ⎦

 

We represent the matrix of system (4) in the form 
 

M = FK,                              (5) 
 
where K is the matrix, F is the matrix of the discrete 
Fourier transform [9, 10] 

 , ( , ),i jF S i j=  

1 (( 1)( 1))( , ) , 1,2,..., 1; 1,2,..., 1,

( ) mod .
q i jS i j s i k j k

q x x k
+ − −= = − = −

=
  

Its inverse matrix is defined by the formula 
1

,
1 ( , ).i jF S i j
k

− =   
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Multiplying F-1 by (4), we bring the system to the 
form 

Kx = z,                                   (6) 
where 1 ,K F M−= 1 .z F y−=  

For m > 0, the matrix K has a cellular structure of the 
form 

.
0
E C

K
D

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

where E and 0 are the identity and zero matrices of size 
n n×  and m n× , C and D are Toeplitz matrices of size 
n m×  and m m× , respectively. 

Indeed, the blocks of matrices F-1 and M of cells 
1 1...n n× × are mutually inverse matrices of the discrete 
Fourier transform, therefore, their product will give the 
identity matrix E. The elements of the block of cells  

1, ...1m k n+ ×  are obtained by multiplying the rows of the 
matrix F–1  and the columns of the matrix M, which are 
also elements of the direct and inverse matrices of Fourier 
transform. The sums of their products, which give the off-
diagonal elements of the identity matrix, will be zeros by 
analogy with how it is for the zero elements of the block 
E located above them. 

The nature of the matrices C and D is explained by the 
fact that the elements of the columns of the matrix M for    
j > n are formed by the sums of the products of the shifted 
elements of the matrices F and the elements of the vector 
Γ, which are different from unity. In such cases, their 
scalar products give Toeplitz matrices [8]. 

Similarly, one can show that the matrix 

n m

C
L

D ×

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

                             (7) 

is a rectangular circulant of the form 

1 3 2
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            (8)  

and C and D are persymmetric Toeplitz matrices 
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Vector l coincides with n + 1 columns of matrix K 
1

, , 1
1 1

1 ( , ),

1, 2,..., .

k k

i i j j n j
j j

l F M S i j
k

i k

−
+

= =

= = Γ

=

∑ ∑  

Similarly, one can show that the first k – 1 elements of 
the vector z 

0 1, 1,2,..., 1j jz b l j k+= − = −  

and the last element 

1

1 .
k

k j
j

z
k =

= Γ∑                                (9) 

Thus, vectors l and z, matrices C and D can be 
obtained using vectors s and Ψ without using matrices K, 
F–1 and M. 

In the case m = 0, system (4) takes the form 
 

Fa = y, 
 
therefore, a = z and the problem of rational interpolation 
of the TF is solved. 

It follows from (5)–(8) that for m > 0 the vector b of 
the TF coefficients (1) satisfies the system of equations 

 
Db = d,                                 (10) 

 
where d is a vector composed of the last m elements of the 
vector z 

, 1, 2,..., .i n id z i m+= =  
 
In comparison with the original equation (3), which 

has the order k = n + m, equation (10) has a much smaller 
order m < k/2. Consequently, his solution can be obtained 
much faster. 

Equation (10) is a standard problem with an 
asymmetric Toeplitz matrix of a special type [13, 14, 22], 
which can be solved both by general methods, for 
example, the Gauss-Jordan method [11], the complexity 
of which is proportional to m3, and by special fast 
methods taking into account the features of Eq. (10) and 
having a complexity proportional to m2. The latter 
include the methods of Trench, Berlekamp-Massey, 
Euclid [10 – 15, 22]. 

Elements of the matrix C can be expressed in terms of 
the vector l 

 
, ( ) , 1,2,..., ; 1,2,..., .i j q k i jC l i n j m+ −= = =  

 
Taking this into account, one can do without matrix C 

and, using the solution to system (10), quickly find the 
HP coefficients using the complexity formula nm 

( )
1

, 1,2,..., .
m

i i q k i j j
j

a l l b i n+ −
=

= − =∑            (11) 

Taking this into account, the total order of complexity 
of this method for finding the coefficients (1) is m(n + m). 
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In those cases when s = sj is the zero of the TF or it is 
necessary to find only the HP coefficients, another 
approach can be applied. 

Let us rewrite equation (3) in the form 

( )1 1
1 2 1 2

0

... ( ) ...

( )
.

m n
m nb b s b s s a a s a s

s b
s

− −+ + + −Φ + + + =

Φ −
=

 

Following the above method, the procedure for 
finding the HP coefficients can be reduced to solving a 
system of equations of a lower order n < k 

 
,Da d=                                (12)  

where 
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1 ( , ), 1, 2,..., .
k

i j
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k−

=
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1 0,k kl l b−= −  

1, 1, 2,..., 1,i m id l i n+ −= = −  
.n kd l=  

In comparison with (10), system (12), as a rule, has a 
slightly higher order n > m, but its solution allows one to 
immediately find the HP coefficients, bypassing the 
procedure for finding the polynomial of the TF 
numerator. System (12) can also be solved by the 
mentioned fast methods with order of complexity n2. 

 
4 EXPERIMENTS 

To assess the quality of the dynamics of linear 
automatic control systems, root criteria are often used [16, 
17]: 

– the degree of stability η = Max Re{si}, where si are 
the zeros of the characteristic polynomial of the 
dynamical system, which is the denominator polynomial 
of the TF (1), 

– damping of oscillations for a period 
ξ 100[1 ( 2πβ/η ]%,Exp= − −  where β is the imaginary part of 
the root of the characteristic equation with the largest real 
part. 

The degree of stability η characterizes the speed of the 
system, that is, the speed of damping of its free 
oscillations. 

The criterion ξ of damping of oscillations over a 
period can be applied to the assessment of the stability 
margin of the system. The smaller ξ, the more oscillation 
the transient response will have, and the system will have 
a smaller stability margin. It is believed that a dynamic 
system is well damped if ξ ≥ 90% [17]. 

At the beginning, using the algorithm for calculating 
the values of the transfer function, it is necessary to 
determine the power difference by the TF polynomial p = 
n – m based on (2). 

Further calculations are performed using the following 
iterative process. 

Step 1. Put i = 1 and m = 1, m = 1, η0 = inf, ξ0 = inf, 
where inf is a large number (for example, inf = 1010), 
specify the accuracy of determining the degree of stability 
εη and damping of oscillations over the period εξ. 

Step 2. Calculate n = p + m and, performing rational 
interpolation by formula (11), find the vector a of the HP 
coefficients. 

Step 3. Determine the roots of the characteristic 
equation, find the root with the largest real part among 
them and calculate the criteria ηi and ξi. 

Step 4. Check the conditions for convergence of the 
iterative process to the solution 

1η η ,i i− η− < ε   1 ξξ ξ εi i−− < .        (12) 

Step 5. If conditions (12) are met, then the quality 
criteria of the system dynamics are determined with the 
required accuracy, otherwise the process should be 
continued. To do this, it is necessary to increase the 
values of the iteration counter i and degree m by one and 
go to the step 2. 

 
5 RESULTS 

As a test problem for determining the quality criteria 
of the dynamics of a system with distributed parameters, a 
model of unsteady motion of an axial support with gas 
lubrication was considered [18]. 

After linearization and application of the integral 
Laplace transform to a linear model, a transfer function 
necessary for calculations was obtained, the calculation of 
the value of which includes the numerical solution of 
several boundary value problems for the Reynolds 
differential equation [19] of the form 

( ) ( )3
σs α ,

( , ) , ( , ) ,b b e e

d Pud R R Hu P
dR dR H
u r s u u r s u

⎧ ⎡ ⎤
= +⎪ ⎢ ⎥

⎨ ⎣ ⎦
⎪ = =⎩

          (13) 

where u(R,s) is the required function, 

( ) ( )
( )

2 2 2ln /
( )

ln /
b

e b b
e b

R R
P R P P P

R R
= − +  

is function of static gas pressure in the lubricating layer; 
α, α, H, rb, re, Pb, Pe are constants, s is the Laplace 
transform variable. 

Problem (13) does not have an exact analytical 
solution; therefore, a numerical finite-difference sweep 
method was applied to it, where the variable s played the 
role of a complex parameter [20]. 

The numerical solution of problems (13) gives a result 
of high accuracy, but this approach does not allow 
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explicitly obtaining the transfer function and, in 
particular, the HP. 

The solution was found in sequential iterative rational 
interpolation, the results of which were used to calculate 
the quality criteria for the support dynamics with a given 
accuracy. 

The calculation algorithm is as follows. For the 
accepted variant, the combination of the values of the 
input parameters was first calculated 

0 (0) 0.15934b = Φ = , then the difference in the degrees of 
the TF polynomials p = n – m was determined. The result 
is shown in Table 1. 

From Table 1 it follows that the smallest p > 0, at 
which ( )ps sΦ converges to a nonzero limit, p = 2. 

Taking εη = 10–3, εξ = 0.1 and the order of the 
polynomial of the numerator of the TF m = 0, we found 
the initial order of the characteristic polynomial  
n = p + m = 2. 

 
Table 1 – Determination of the difference p = n–m 

N s ( )s sΦ  2 ( )s sΦ  
1 1 0.15934 0.15904 
2 10 0.09345 0.93415 
3 100 0.00996 0.99926 
4 1000 0.00099 0.99999 

 
Then, an iterative process was performed, at each step 

of which m was increased by one, n = p + m was found, 
the problem of rational interpolation of the TF was 
solved, and the quality criteria of the system dynamics 
were calculated. 

 
6 DISCUSSION 

The conditions (12) for the convergence of the 
iterative process were fulfilled at the fourth iteration. This 
means that for a sufficiently accurate representation of the 
transfer function of the system from a practical point of 
view, the order of the polynomial of its numerator is  
n = 5, and the order of the denominator is m = 3. In this 
case, system (10) took the form 

1

2

3

0.026  0.057 0.161 0.008
 0.056 0.026  0.057  0.056 .

0.405  0.056 0.026 0.457

b
b
b

− − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Her decision 

1

2

3

1.202
0.560 .
0.055

b
b
b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

                      (14) 

 
With rational interpolation of the TF, the most time 

consuming part of the procedure for finding eight 
unknown coefficients a1, a2, a3, a4, a5, b1, b2, b3 of the TF 
was reduced to solving system (14) of the third order. 

Thus, with the help of rational interpolation, the 
considered transfer function can be represented with an 
accuracy sufficient for practice in the form 

2 3
0 1 2 3

2 3 4 5
1 2 3 4 5

( ) .
1

b b s b s b ss
a s a s a s b s b s

+ + +
Φ =

+ + + + +
 

The criterion for the speed of the system  
η = 0.233 > 0, the criterion for the damping of oscillations 
over the period ξ = 100%. This means that the system is 
stable and characterized by the absence of oscillation, 
which indicates the high quality of its dynamics. 

 
CONCLUSIONS 

The paper proposes a fast method of rational 
interpolation of the transfer function of linear systems 
with distributed parameters, the values of which can be 
found by numerical methods or in another way, for 
example, by calculating the transcendental functions of 
the Laplace integral transform variable. The method 
allows to define explicitly the characteristic equation of 
such a degree, which is sufficient to meet the accuracy 
requirements when calculating the root quality criteria for 
the dynamics of automatic control systems. 

According to the proposed method, rational 
interpolation is reduced to solving a system of linear 
equations, the order of which is much lower (more than 
twice) the order of similar systems used for rational 
interpolation of functions by known methods. The 
properties of this system are such that, if necessary, its 
solution can be obtained by special fast methods of the 
quadratic order of complexity. 

A demonstration algorithm for calculating the root 
quality criteria of an automatic control system is 
considered on the example of assessing the quality of the 
dynamics of a support with gas lubrication. The algorithm 
made it possible to calculate the quality criteria with the 
required accuracy in four iterations, at each of which a 
rational interpolation of the transfer function obtained by 
solving several problems for differential equations by the 
high-precision finite-difference sweep method was 
performed. 
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ШВИДКА РАЦІОНАЛЬНА ІНТЕРПОЛЯЦІЯ ПЕРЕДАТОЧНИХ ФУНКЦІЙ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ 
СИСТЕМ З РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Коднянко В. А. – д-р техн. наук, професор кафедри стандартизації, метрології та управління якістю. Політехнічний 
інститут Сибірського федерального університету, Красноярськ, Росія. 

 
АНОТАЦІЯ 

Актуальність. Викладається швидкий метод раціональної інтерполяції передавальної функції лінійних динамічних 
систем з розподіленими параметрами, значення якої можуть бути знайдені чисельними методами або розрахунком 
трансцендентних функцій змінної інтегрального перетворення Лапласа. Метод дозволяє визначити в явному вигляді 
передавальну функцію і, зокрема, характеристичне рівняння такої міри, яка достатня для задоволення вимог точності при 
розрахунку кореневих критеріїв якості динаміки систем автоматичного управління. 

Мета. Відповідно до запропонованого методу раціональна інтерполяція зводиться до вирішення системи лінійних 
рівнянь, порядок якої значно нижче (більш ніж удвічі) порядку аналогічних систем, що застосовуються для раціональної 
інтерполяції функцій відомими методами. Властивості цієї системи є такими, що її рішення може бути отримано 
спеціальними швидкими методами квадратичного порядку складності. 

Метод. Ітераційний алгоритм розрахунку коефіцієнтів передавальної функції лінійної динамічної системи з 
розподіленими параметрами проведено з використанням методів теорії функцій комплексної змінної з використанням 
дискретного перетворення Лапласа. Запропонований підхід дозволив значно прискорити розрахунки за допомогою 
декомпозиції системи лінійних рівнянь щодо коефіцієнтів передавальної функції до системи приблизно вдвічі меншого 
порядку, яка допускає швидке рішення методами Тренча, Берлекампа-Мессі або Евкліда. 

Результати. Розглянуто приклад практичного використання ітераційного алгоритму раціональної інтерполяції і 
обчислення із заданою точністю кореневих критеріїв якості динаміки опори з газової мастилом. 

Висновки. Метод дозволяє явно визначити характеристичне рівняння такої міри, яка достатня для виконання вимог 
точності при обчисленні кореневих критеріїв якості динаміки систем автоматичного управління. Раціональна інтерполяція 
зводиться до вирішення системи лінійних рівнянь, порядок якої набагато нижче (більш ніж в два рази) порядку аналогічних 
систем, використовуваних для раціональної інтерполяції функцій відомими методами. Властивості системи такі, що її 
рішення може бути отримано спеціальними швидкими методами квадратичного порядку складності. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: раціональна інтерполяція, лінійна динамічна система, передавальна функція, система з 
розподіленими параметрами, дискретне перетворення Фур’є. 
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УДК 519.67 
БЫСТРАЯ РАЦИОНАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ ЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ 

СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 
Коднянко В. А. – д-р техн. наук, профессор кафедры стандартизации, метрологии и управления качеством. Политехнический 

институт Сибирского федерального университета, Красноярск, Россия. 
АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Излагается быстрый метод рациональной интерполяции передаточной функции линейных динамических 
систем с распределенными параметрами, значения которой могут быть найдены численными методами либо расчетом 
трансцендентных функций переменной интегрального преобразования Лапласа. Метод позволяет определить в явном виде 
передаточную функцию и, в частности, характеристическое уравнение такой степени, которое достаточно для удовлетворения 
требований точности при расчете корневых критериев качества динамики систем автоматического управления. 

Цель. Согласно предложенному методу рациональная интерполяция сводится к решению системы линейных уравнений, 
порядок которой значительно ниже (более чем вдвое) порядка аналогичных систем, применяемых для рациональной интерполяции 
функций известными методами. Свойства данной системы таковы, что ее решение может быть получено специальными быстрыми 
методами квадратичного порядка сложности. 

Метод. Итерационный алгоритм расчета коэффициентов передаточной функции линейной динамической системы с 
распределенными параметрами проведен с использованием методов теории функций комплексной переменной с использованием 
дискретного преобразования Лапласа. Предложенный подход позволил значительно ускорить расчеты посредством декомпозиции 
системы линейных уравнений относительно коэффициентов передаточной функции к системе примерно вдвое меньшего порядка, 
которая допускает быстрое решение методами Тренча, Берлекампа-Месси или Евклида.  

Результаты. Рассмотрен пример практического использования итерационного алгоритма рациональной интерполяции и 
вычисления с заданной точностью корневых критериев качества динамики опоры с газовой смазкой.  

Выводы. Метод позволяет явно определить характеристическое уравнение такой степени, которая достаточна для выполнения 
требований точности при вычислении корневых критериев качества динамики систем автоматического управления. Рациональная 
интерполяция сводится к решению системы линейных уравнений, порядок которой намного ниже (более чем в два раза) порядка 
аналогичных систем, используемых для рациональной интерполяции функций известными методами. Свойства системы таковы, 
что ее решение может быть получено специальными быстрыми методами квадратичного порядка сложности. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: рациональная интерполяция, линейная динамическая система, передаточная функция, система с 
распределенными параметрами, дискретное преобразование Фурье. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Вирішено актуальну задачу розробки методу побудови планів багатофакторних експериментів (БФЕ) з 

мінімальною кількістю змін рівнів факторів та оптимальних за вартісними (часовими) витратами. 
Мета роботи: розробка методу та засобів синтезу планів багатофакторних експериментів з мінімальною кількістю змін 

рівнів факторів та оптимальних за вартісними (часовими) витратами. 
Методи. Застосування методів планування експериментів дає можливість зменшити вартісні (часові) витрати при дослі-

дженні різноманітних технологічних процесів, пристроїв та систем. 
Мінімізація кількості змін рівнів факторів при побудові планів багатофакторних експериментів також призводить до 

зменшення вартості (часу)  на їх реалізацію. 
Запропонований раніше метод побудови планів багатофакторних експериментів, оснований на застосуванні коду Грея, 

дає можливість мінімізувати в них кількість змін рівнів факторів. Але ці плани не завжди являються мінімальними за варті-
сними (часовими) витратами. 

В зв’язку з цим виникає задача розробки методу та засобів побудови планів багатофакторних експериментів з мінімаль-
ною кількістю змін рівнів факторів  та оптимальних за вартісними (часовими) витратами. Суть запропонованого методу 
полягає  в наступному: генерування перестановок з мінімальним числом транспозицій сусідніх елементів; для кожного 
отриманого плану визначається кількість змін рівнів факторів шляхом розрахунку відстані по Хеммінгу для сусідніх пар 
двійкових слів; запис плану з мінімальною кількістю змін рівнів факторів в множину D; аналіз двійкових кодів, що входять 
у множину D, серед яких присутні коди, отримані з коду Грея шляхом Е, Н та (Е, Н) перетворень; пошук серед множини 
модифікованих кодів Грея G (Е, Н) таких, що відповідають оптимальним за вартісними (часовими) витратами планам екс-
перименту. 

Результати. Розроблено програмне забезпечення, що реалізує запропонований метод побудови планів з мінімальною кіль-
кістю змін рівнів факторів та оптимальних за вартісними (часовими) витратами. Програмне забезпечення може синтезувати  
оптимальні плани експериментів для дослідження об’єктів з кількістю факторів  k ≤ 4. 

Висновки. Проведені комп’ютерні експерименти направлені на побудову оптимальних планів для дослідження таких 
об’єктів як технологічний процес виготовлення деталей гарячим штампуванням та слідкуюча система підтвердили праце-
здатність та ефективність розробленого методу та програмного забезпечення, що його реалізує. Наукову новизну роботи 
становить метод, що дозволяє синтезувати плани багатофакторних експериментів з мінімальною кількістю змін рівнів фак-
торів та оптимальних за вартісними (часовими) витратами. Практична значимість результатів роботи в тому, що розроблене 
програмне забезпечення може знайти широке застосування при дослідженні технологічних процесів, пристроїв та систем, 
на яких можлива реалізація  активного експерименту. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: метод, оптимальний план експерименту, рівні факторів, перетворення, множина, вартість, час, 
програмне забезпечення. 

 
АБРЕВІАТУРИ 

БФЕ – багатофакторний експеримент. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
В i – номер стовпця, що знаходиться на  i-му місці; 
С i  –  інверсія i-го стовпця;  

D – множина планів БФЕ з мінімальною кількістю 
змін рівнів факторів; 

Е – множина перестановок стовпців коду; 
G(E) – модифікований код Грея, отриманий за до-

помогою Е перетворень; 
G(H) – модифікований код Грея, отриманий за до-

помогою H перетворень; 
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G(E, H) – модифікований код Грея, отриманий за 
допомогою Е та H перетворень; 

Н – множина інверсій стовпців коду; 
і – поточний номер перетворення; 
k – кількість факторів; 
L – кількість сформованих планів БФЕ з мінімаль-

ною кількістю змін рівнів факторів; 
M – план БФЕ; 
М*

і – план БФЕ, отриманий у результаті і-го пере-
творення; 

n – кількість дослідів; 
P – множина перетворень; 
pi –вид i–го перетворення; 
q – кількість змін рівнів факторів; 
X – двійкове число; 
z – кількість перетворень, 
ρ – відстань по Хеммінгу. 
 

ВСТУП 
Планування експерименту доцільно застосовувати 

для підвищення ефективності експериментальних 
досліджень. В класичних роботах з планування експе-
рименту вважали, що досліди в плані являються рів-
нозатратними. Але це не так. Тому зміна порядку 
проведення дослідів при реалізації плану експеримен-
ту суттєво впливає на вартість (час) його проведення. 
При цьому вартість (час) реалізації експерименту за-
лежить від кількості змін рівнів факторів у його плані. 
Мінімальна кількість змін рівнів факторів характерна 
для планів експериментів, побудованих методом, ос-
нованим на застосуванні коду Грея. Але плани синте-
зовані цим методом не завжди являються оптималь-
ними за вартістю або часом їх реалізації. Тому вини-
кає задача розробки методу побудови планів багато-
факторних експериментів з мінімальною кількістю 
змін рівнів факторів та оптимальних за вартісними 
(часовими) витратами. 

Об’єкт дослідження: процеси оптимізації за вар-
тісними (часовими) витратами планів багатофактор-
них експериментів. 

Предмет дослідження: методи та засоби побудови 
оптимальних за вартісними (часовими) витратами 
планів багатофакторних експериментів. 

Мета дослідження: розробка та дослідження 
методу побудови планів багатофакторних експери-
ментів з мінімальною кількістю змін рівнів факто-
рів та оптимальних за вартісними (часовими) ви-
тратами. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Для досягнення поставленої мети дослідження не-
обхідно вирішити наступні задачі: 

– розробити метод побудови планів багатофактор-
них експериментів з мінімальною кількістю змін рів-
нів факторів та оптимальних за вартісними (часови-
ми) витратами;  

– розробити програмне забезпечення, що реалізує 
даний метод; 

– для кількості факторів k=3 з допомогою розроб-
леного програмного забезпечення синтезувати та до-
слідити множину планів з мінімальною кількістю змін 
рівнів факторів; 

– довести працездатність та ефективність розроб-
леного методу при оптимізації за вартісними (часови-
ми) витратами планів експериментів для дослідження 
технологічних процесів, пристроїв та систем. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Для побудови оптимальних планів багатофакторних 
експериментів можна застосовувати методи комбінато-
рної оптимізації [1–11]. Відомі також розроблені мето-
ди побудови оптимальних за вартісними (часовими) 
витратами планів багатофакторних експериментів в 
[12–15]. Ці методи мають свої переваги та недоліки. 
Суттєві їх недоліки: низька швидкодія не завжди отри-
мується точне рішення, а лише близьке до оптимально-
го. Плани, що синтезуються методом, основаним на 
застосуванні коду Грея [12] мають мінімальну кількість 
змін рівнів факторів, але не завжди оптимальні за вар-
тісними (часовими) витратами на їх реалізацію. 

Метод повного перебору при сучасному рівні роз-
витку техніки дає змогу побудувати оптимальні за 
вартісними (часовими) витратами плани тільки для 
кількості факторів k≤3. 

Таким чином, виникає задача розробки методу по-
будови планів багатофакторних експериментів з міні-
мальною кількістю змін рівнів факторів та оптималь-
них за вартісними (часовими) витратами. 
 

3 МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ 
Метод побудови множини планів БФЕ з мінімаль-

ною кількістю змін рівнів факторів складається з на-
ступних етапів. 

Етап 1. Установлюємо початкові значення поточ-
них параметрів: i = 0,  L = 0. 

Етап 2. Визначаємо поточний номер перетворення  
i = i + 1 та його вид pi.  

Етап 3. Формуємо план БФЕ, отриманий у резуль-
таті i-го перетворення M*

i = M(pi). 
Етап 4. Визначаємо кількість змін рівнів факторів 

у плані M*
i: 

∑
−

=
+=

1

1
1),(ρ

n

j
jj XXq . 

Етап 5. Якщо  q>n–1, то переходимо до п. 7. 
Етап 6. L=L+1, DL= M*

i. 
Етап 7. Якщо i < z, то переходимо до етапу 2. 
Етап 8. Кінець. 
Розглянемо приклад побудови множини планів 

повного БФЕ з мінімальною кількістю змін рівнів фа-
кторів для n=8 і k=3. 

При описі планів БФЕ значення «+1»  замінимо на 
«1», а значення «–1» замінимо на «0». 

Початковий план БФЕ, представлений у вигляді 
двійкових кодів, має вигляд M = {0 0 0, 0 0 1, 0 1 0, 0 1 
1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1}. 
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Для розглянутого завдання множина перетворень – 
це множина всіх перестановок. Для заданої кількості 
факторів k кількість перетворень z = (2k)! і істотно рос-
те з ростом значення k. Аналіз способів генерування 
перестановок [16] показав, що найбільш ефективним є 
генерування всіх перестановок з мінімальним числом 
транспозицій сусідніх елементів. У табл. 1 наведений 
фрагмент генерування перестановок для k=3. 

План БФЕ в результаті i-го перетворення  
M*

i = M(pi) виходить шляхом перетворення в плані 
M*

i–1 = M(pi–1) тільки двох його наборів. Наприклад, 
план M*

2 = {0 0 1, 0 0 0, 0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 
1 1} у результаті перетворення P = {2,3,1,4,5,6,7,8} 
перетвориться в план M*

3 = {0 0 1, 0 1 0, 0 0 0, 0 1 1, 1 
0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1} і т.д.  

Для кожного отриманого плану БФЕ проводиться 
оцінка кількості змін рівнів факторів у плані шляхом 
визначення відстані по Хеммінгу для сусідніх пар 
двійкових слів. Наприклад, для плану M = {0 0 1, 0 1 
0, 0 1 1, 1 0 0, 0 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1} кількість змін 
рівнів факторів у плані визначається в такий спосіб: 

 

q = ρ(0 0 1, 0 1 0) + ρ(0 1 0, 0 1 1) + ρ(0 1 1, 1 0 0) + 
ρ(1 0 0, 0 0 0) + ρ(0 0 0, 1 0 1) + ρ(1 0 1, 1 1 0) + 

+ ρ(1 1 0, 1 1 1)  = 12. 
 

Якщо кількість змін рівнів факторів у плані є міні-
мальною (q=n–1), то план записується в множину D. 

У табл. 2 наведений фрагмент аналізу характерис-
тик планів БФЕ. 

У роботі [14] наведений фрагмент множини планів 
багатофакторних експериментів з мінімальною кількі-
стю змін рівнів факторів для k=3, отриманої за допо-
могою описаного методу. 

Описаний метод побудови планів повного БФЕ 
експерименту дозволяє побудувати каталоги оптима-
льних по кількості змін рівнів факторів і вибір опти-
мального за вартістю (часом) реалізації варіанта про-
водити не на всій множині можливих планів, а тільки 
серед планів, що входять у каталог, кількість яких 
значно менше. Для наведеного вище приклада кіль-
кість перетворень 40320, а кількість оптимальних 
планів  у каталозі – 144. 

Аналіз представників каталогу показує, що в нього 
входить код Грея. На рис. 1 показаний розподіл двій-
кових кодів. 

 

 
Таблиця 1 – Генерування перестановок з мінімальним числом транспозицій сусідніх елементів для  k = 3 
№ Р № Р 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 2 2 1 3 4 5 6 7 8 

3 2 3 1 4 5 6 7 8 4 2 3 4 1 5 6 7 8 

5 2 3 4 5 1 6 7 8 6 2 3 4 5 6 1 7 8 

7 2 3 4 5 6 7 1 8 8 2 3 4 5 6 7 8 1 

9 3 2 4 5 6 7 8 1 10 3 2 4 5 6 7 1 8 

11 3 2 4 5 6 1 7 8 12 3 2 4 5 1 6 7 8 

13 3 2 4 1 5 6 7 8 14 3 2 1 4 5 6 7 8 

15 3 1 2 4 5 6 7 8 16 1 3 2 4 5 6 7 8 

17 1 3 4 2 5 6 7 8 18 3 1 4 2 5 6 7 8 

19 3 4 1 2 5 6 7 8 20 3 4 2 1 5 6 7 8 

21 3 4 2 5 1 6 7 8 22 3 4 2 5 6 1 7 8 

23 3 4 2 5 6 7 1 8 24 3 4 2 5 6 7 8 1 

25 3 4 5 2 6 7 8 1 26 3 4 5 2 6 7 1 8 

27 3 4 5 2 6 1 7 8 28 3 4 5 2 1 6 7 8 

29 3 4 5 1 2 6 7 8 30 3 4 1 5 2 6 7 8 

31 3 1 4 5 2 6 7 8 32 1 3 4 5 2 6 7 8 

33 1 3 4 5 6 2 7 8 34 3 1 4 5 6 2 7 8 

35 3 4 1 5 6 2 7 8 36 3 4 5 1 6 2 7 8 

37 3 4 5 6 1 2 7 8 38 3 4 5 6 2 1 7 8 

39 3 4 5 6 2 7 1 8 40 3 4 5 6 2 7 8 1 

41 3 4 5 6 7 2 8 1 42 3 4 5 6 7 2 1 8 

43 3 4 5 6 7 1 2 8 44 3 4 5 6 1 7 2 8 

45 3 4 5 1 6 7 2 8 46 3 4 1 5 6 7 2 8 

…                  
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Таблиця 2 – Аналіз характеристик планів БФЕ 
M q Комен-

тар 
0 0 0, 0 0 1, 0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 11  

0 0 1, 0 0 0, 0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 10  

0 0 1, 0 1 0, 0 0 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 12  

0 0 1, 0 1 0, 0 1 1, 0 0 0, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 10  

0 0 1, 0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 0 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 12  

0 0 0, 0 1 0, 0 1 1, 0 0 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 9  

0 1 0, 0 0 0, 0 1 1, 0 0 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 10  

0 1 0, 0 1 1, 0 0 0, 0 0 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 10  

0 1 0, 0 1 1, 0 0 1, 0 0 0, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 8  

0 1 0, 0 1 1, 0 0 1, 1 0 0, 0 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1 10  

0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 0 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 1 1 0, 1 1 1 12  

0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 0 0 0, 0 0 1, 1 1 0, 1 1 1 12  

0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 0 0, 1 1 0, 1 1 1 10  

0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 1 1 0, 0 0 0, 1 1 1 14  

0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 1 1 0, 1 1 1, 0 0 0 13  

0 1 0, 0 1 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 0 0 1, 1 1 1, 0 0 0 15  

0 0 0, 1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 1 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1 7 L=1 

1 0 0, 0 0 1, 1 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 0 0 0, 1 1 1, 0 1 1 13  

1 0 0, 0 0 1, 1 0 1, 0 1 0, 0 0 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 11  

1 0 0, 0 0 1, 1 0 1, 0 0 0, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 9  

1 0 0, 0 0 1, 0 0 0, 1 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 11  

1 0 0, 0 0 0, 0 0 1, 1 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 9  

0 0 0, 1 0 0, 0 0 1, 1 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 10  

0 0 0, 1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 8  

1 0 0, 0 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 9  

1 0 0, 1 0 1, 0 0 0, 0 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 9  

1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 0 0, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 7 L=2 

1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 1 0, 0 0 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1 9  

1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 0 0 0, 1 1 1, 0 1 1 11  

1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 0 0, 0 1 1 11  

1 0 0, 1 0 1, 0 0 1, 0 1 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1, 0 0 0 9  

0 0 0, 0 0 1, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1, 0 1 0 9  

0 0 0, 0 0 1, 1 0 1, 1 0 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1, 0 1 0 7 L=3 

1 0 0, 1 0 1, 0 1 0, 0 0 1, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1, 0 0 0 13  

0 0 1, 1 0 0, 1 0 1, 0 0 0, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1, 0 1 0 10  

0 0 1, 1 0 0, 0 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1, 0 1 0 10  

0 0 1, 0 0 0, 1 0 0, 1 0 1, 1 1 0, 1 1 1, 0 1 1, 0 1 0 8  
…   

 

Код Грея має найменшу кількість змін, але він тіль-
ки один і його значення «жорстко прив’язані» до пози-
ційного коду та не допускають перестановку рядків. 

Аналіз двійкових кодів, що входять у множину ко-
дів з мінімальними змінами показав, що серед них 
присутні коди, отримані з коду Грея за допомогою 
певних перетворень. Такі коди будемо називати мо-
дифікованими кодами Грея.  

 
Рисунок  1 – Розподіл двійкових кодів 

 
На рис. 2 показані модифіковані коди Грея, що 

входять у множину двійкових кодів з мінімальними 
змінами. 

 

 
Рисунок 2 – Модифіковані коди Грея 

 
Серед можливих перетворень визначені такі, що 

зберігають основну властивість коду Грея – мінімаль-
ну кількість змін. Розглянемо ці перетворення. 

Множина Е перетворень Е ={E1,…,Ed} – це пере-
становка стовпців k -розрядного коду Грея. Е1 відпо-
відає коду Грея (тобто перестановок немає), значення 
стовпців позначено В1…Вk.  У таблиці 3 наведені Е 
перетворення для k=3. 

Множина Н перетворень Н ={Н1,…,Нт} – це інве-
рсія стовпців k-розрядного коду Грея. Перетворення 
Нi задається у вигляді двійкового набору, у якому 
значення «0» означає, що інверсії відповідного стовп-
ця немає і він позначається літерою «В». Якщо зна-
чення «1», то відбувається інверсія стовпця і він по-
значається літерою «С». 

Приклади Н перетворень кода Грея для k=3 наве-
дені у табл. 4. 

У табл. 5 наведені модифіковані G(E,H) коди для 
k=3.
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Таблиця 3 – Е перетворення кодів Грея 
Е1 Е2 Е3 Е4 Е5 Е6 

В1 В2 В3 В1 В3 В2 В2 В1 В3 В2 В3 В1 В3 В1 В2 В3 В2 В1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 

0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 

0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 

1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 

 
Таблиця 4 – Приклади Н перетворень кода Грея для k=3 

Н1 Н2 Н3 Н4 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 

В1 В2 В3 В1 В2 С3 В1 С2 В3 В1 С2 С3 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 

0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 

1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 

1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 

1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 

1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 

Н5 Н6 Н7 Н8 

1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 

С1 В2 В3 С1 В2 С3 С1 С2 В3 С1 С2 С3 

1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 

1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 

1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 

0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 

0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 
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Таблиця 5 – Модифіковані  G(E,H) коди для k=3 
 Е Н G(E,H) 

1 1 1 0 0 0,   0 0 1,   0 1 1,   0 1 0,   1 1 0,   1 1 1,   1 0 1,   1 0 0 
2 1 2 0 0 1,   0 0 0,   0 1 0,   0 1 1,   1 1 1,   1 1 0,   1 0 0,   1 0 1 
3 1 3 0 1 0,   0 1 1,   0 0 1,   0 0 0,   1 0 0,   1 0 1,   1 1 1,   1 1 0 
4 1 4 0 1 1,   0 1 0,   0 0 0,   0 0 1,   1 0 1,   1 0 0,   1 1 0,   1 1 1 
5 1 5 1 0 0,   1 0 1,   1 1 1,   1 1 0,   0 1 0,   0 1 1,   0 0 1,   0 0 0 
6 1 6 1 0 1,   1 0 0,   1 1 0,   1 1 1,   0 1 1,   0 1 0,   0 0 0,   0 0 1 
7 1 7 1 1 0,   1 1 1,   1 0 1,   1 0 0,   0 0 0,   0 0 1,   0 1 1,   0 1 0 
8 1 8 1 1 1,   1 1 0,   1 0 0,   1 0 1,   0 0 1,   0 0 0,   0 1 0,   0 1 1 
9 2 1 0 0 0,   0 1 0,   0 1 1,   0 0 1,   1 0 1,   1 1 1,   1 1 0,   1 0 0 

10 2 2 0 0 1,   0 1 1,   0 1 0,   0 0 0,   1 0 0,   1 1 0,   1 1 1,   1 0 1 
11 2 3 0 1 0,   0 0 0,   0 0 1,   0 1 1,   1 1 1,   1 0 1,   1 0 0,   1 1 0 
12 2 4 0 1 1,   0 0 1,   0 0 0,   0 1 0,   1 1 0,   1 0 0,   1 0 1,   1 1 1 
13 2 5 1 0 0,   1 1 0,   1 1 1,   1 0 1,   0 0 1,   0 1 1,   0 1 0,   0 0 0 
14 2 6 1 0 1,   1 1 1,   1 1 0,   1 0 0,   0 0 0,   0 1 0,   0 1 1,   0 0 1 
15 2 7 1 1 0,   1 0 0,   1 0 1,   1 1 1,   0 1 1,   0 0 1,   0 0 0,   0 1 0 
16 2 8 1 1 1,   1 0 1,   1 0 0,   1 1 0,   0 1 0,   0 0 0,   0 0 1,   0 1 1 
17 3 1 0 0 0,   0 0 1,   1 0 1,   1 0 0,   1 1 0,   1 1 1,   0 1 1,   0 1 0 
18 3 2 0 0 1,   0 0 0,   1 0 0,   1 0 1,   1 1 1,   1 1 0,   0 1 0,   0 1 1 
19 3 3 0 1 0,   0 1 1,   1 1 1,   1 1 0,   1 0 0,   1 0 1,   0 0 1,   0 0 0 
20 3 4 0 1 1,   0 1 0,   1 1 0,   1 1 1,   1 0 1,   1 0 0,   0 0 0,   0 0 1 
21 3 5 1 0 0,   1 0 1,   0 0 1,   0 0 0,   0 1 0,   0 1 1,   1 1 1,   1 1 0 
22 3 6 1 0 1,   1 0 0,   0 0 0,   0 0 1,   0 1 1,   0 1 0,   1 1 0,   1 1 1 
23 3 7 1 1 0,   1 1 1,   0 1 1,   0 1 0,   0 0 0,   0 0 1,   1 0 1,   1 0 0 
24 3 8 1 1 1,   1 1 0,   0 1 0,   0 1 1,   0 0 1,   0 0 0,   1 0 0,   1 0 1 
25 4 1 0 0 0,   0 1 0,   1 1 0,   1 0 0,   1 0 1,   1 1 1,   0 1 1,   0 0 1 
26 4 2 0 0 1,   0 1 1,   1 1 1,   1 0 1,   1 0 0,   1 1 0,   0 1 0,   0 0 0 
27 4 3 0 1 0,   0 0 0,   1 0 0,   1 1 0,   1 1 1,   1 0 1,   0 0 1,   0 1 1 
28 4 4 0 1 1,   0 0 1,   1 0 1,   1 1 1,   1 1 0,   1 0 0,   0 0 0,   0 1 0 
29 4 5 1 0 0,   1 1 0,   0 1 0,   0 0 0,   0 0 1,   0 1 1,   1 1 1,   1 0 1 
30 4 6 1 0 1,   1 1 1,   0 1 1,   0 0 1,   0 0 0,   0 1 0,   1 1 0,   1 0 0 
31 4 7 1 1 0,   1 0 0,   0 0 0,   0 1 0,   0 1 1,   0 0 1,   1 0 1,   1 1 1 
32 4 8 1 1 1,   1 0 1,   0 0 1,   0 1 1,   0 1 0,   0 0 0,   1 0 0,   1 1 0 
33 5 1 0 0 0,   1 0 0,   1 0 1,   0 0 1,   0 1 1,   1 1 1,   1 1 0,   0 1 0 
34 5 2 0 0 1,   1 0 1,   1 0 0,   0 0 0,   0 1 0,   1 1 0,   1 1 1,   0 1 1 
35 5 3 0 1 0,   1 1 0,   1 1 1,   0 1 1,   0 0 1,   1 0 1,   1 0 0,   0 0 0 
36 5 4 0 1 1,   1 1 1,   1 1 0,   0 1 0,   0 0 0,   1 0 0,   1 0 1,   0 0 1 
37 5 5 1 0 0,   0 0 0,   0 0 1,   1 0 1,   1 1 1,   0 1 1,   0 1 0,   1 1 0 
38 5 6 1 0 1,   0 0 1,   0 0 0,   1 0 0,   1 1 0,   0 1 0,   0 1 1,   1 1 1 
39 5 7 1 1 0,   0 1 0,   0 1 1,   1 1 1,   1 0 1,   0 0 1,   0 0 0,   1 0 0 
40 5 8 1 1 1,   0 1 1,   0 1 0,   1 1 0,   1 0 0,   0 0 0,   0 0 1,   1 0 1 
41 6 1 0 0 0,   1 0 0,   1 1 0,   0 1 0,   0 1 1,   1 1 1,   1 0 1,   0 0 1 
42 6 2 0 0 1,   1 0 1,   1 1 1,   0 1 1,   0 1 0,   1 1 0,   1 0 0,   0 0 0 
43 6 3 0 1 0,   1 1 0,   1 0 0,   0 0 0,   0 0 1,   1 0 1,   1 1 1,   0 1 1 
44 6 4 0 1 1,   1 1 1,   1 0 1,   0 0 1,   0 0 0,   1 0 0,   1 1 0,   0 1 0 
45 6 5 1 0 0,   0 0 0,   0 1 0,   1 1 0,   1 1 1,   0 1 1,   0 0 1,   1 0 1 
46 6 6 1 0 1,   0 0 1,   0 1 1,   1 1 1,   1 1 0,   0 1 0,   0 0 0,   1 0 0 
47 6 7 1 1 0,   0 1 0,   0 0 0,   1 0 0,   1 0 1,   0 0 1,   0 1 1,   1 1 1 
48 6 8 1 1 1,   0 1 1,   0 0 1,   1 0 1,   1 0 0,   0 0 0,   0 1 0,   1 1 0 

 
Для автоматизації процесу побудови каталогів 

планів БФЕ з мінімальною кількістю змін рівнів фак- 
торів розроблено програмне забезпечення (свід. про 
реєстр. автор. права на твір №№74877, 74881, 89032, 
Україна). 
 

4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 
Для дослідження слідкуючої системи в роботі [14] 

наведений оптимальний план експерименту з вартіс-
тю реалізації 13,60 ум. од.,  отриманий методом  пов-
ного перебору, а також план, побудований методом на 

основі коду Грея, що має вартість реалізації 
17,60 ум. од. За допомогою розробленого методу та 
програмного забезпечення, що його реалізує, отрима-
ні три оптимальні плани експериментів з вартістю 
реалізації 13,60 ум. од. кожний (табл. 6). 

За допомогою описаного методу  для дослідження 
технологічного  процесу  виготовлення  деталей  гаря-
чим штампуванням отримані два оптимальні плани з 
часом реалізації  113,25 хв. кожний (табл. 7). 
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Таблиця 6 – Оптимальні плани експерименту для дослідження слідкуючої системи 

G(1,6) G(1,7) G(1,8) 

Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 

+1 –1 +1 +1 +1 –1 +1 +1 +1 

+1 –1 –1 +1 +1 +1 +1 +1 –1 

+1 +1 –1 +1 –1 +1 +1 –1 –1 

+1 +1 +1 +1 –1 –1 +1 –1 +1 

–1 +1 +1 –1 –1 –1 –1 –1 +1 

–1 +1 –1 –1 –1 +1 –1 –1 –1 

–1 –1 -1 –1 +1 +1 –1 +1 –1 

–1 –1 +1 –1 +1 –1 –1 +1 +1 

 
Таблиця 7 – Оптимальні плани експерименту для дослідження технологічного  

процесу виготовлення деталей гарячим штампуванням 

G(1,1) G(6,6) 
№№ 
п/п 

Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 

1 –1 –1 –1 +1 –1 –1 

2 –1 –1 +1 +1 –1 +1 

3 –1 +1 +1 +1 +1 +1 

4 –1 +1 –1 +1 +1 –1 

5 +1 +1 –1 –1 +1 –1 

6 +1 +1 +1 –1 +1 +1 

7 +1 –1 +1 –1 –1 +1 

8 +1 –1 –1 –1 –1 –1 

 
План експерименту, отриманий методом на основі 

коду Грея, також має час реалізації 113, 25 хв. 
 

5 РЕЗУЛЬТАТИ 
При проведенні комп’ютерних експериментів 

отримані наступні результати. 
Метод, заснований на застосуванні модифікованих 

кодів Грея, дає виграш за вартістю реалізації плану 
експерименту для дослідження слідкуючої системи в 
1,29 раза у порівнянні з планом, отриманим на основі 
коду Грея. А збіг за вартістю реалізації з планом, 
отриманим методом повного перебору, вказує на пра-
цездатність та ефективність запропонованого методу. 
Співпадання за часом реалізації планів експерименту 
для дослідження технологічного процесу виготовлен-
ня деталей гарячим штампуванням, отриманих мето-
дами, основаними на застосуванні коду Грея та моди-
фікованих кодів Грея, вказує на те, що в деяких випа-
дках оптимальний результат дає і метод на основі ко-
ду Грея. 

 
6 ОБГОВОРЕННЯ 

При побудові планів для дослідження слідкуючої 
системи показано, що плани багатофакторного експе-
рименту, синтезовані методом з використанням коду 
Грея , мають мінімальну кількість змін рівнів факто-

рів, але не завжди оптимальні за вартістю (часом) ре-
алізації експерименту. Тому доцільно для оптимізації 
планів багатофакторного експерименту за вартісними 
(часовими) витратами застосовувати метод, основа-
ний на використанні модифікованих  кодів Грея. 

Розроблене програмне забезпечення для реалізації 
запропонованого методу синтезу оптимальних за вар-
тісними (часовими) витратами планів багатофактор-
ного експерименту дозволяє суттєво скоротити мно-
жину планів для пошуку оптимального. 
 

ВИСНОВКИ 
1. В роботі вирішена актуальна задача з розробки 

методу побудови планів багатофакторного експери-
менту з мінімальною кількістю змін рівнів факторів та 
скороченню множини планів для пошуку оптималь-
ного за вартісними (часовими) витратами. 

2. Показано, що метод побудови планів багатофак-
торних експериментів, оснований на застосуванні 
кода Грея, не завжди дає оптимальний за вартістю 
(часом) реалізації план. Тому доцільно застосовувати 
метод, заснований на використанні модифікованих 
кодів Грея. 

3. Розроблено програмне забезпечення, яке реалі-
зує запропонований метод побудови оптимальних за 
вартістю (часом) реалізації планів багатофакторних 
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експериментів та скорочує множину пошуку цих  
планів. 

4. Наукова новизна роботи заключається в тому, що 
вперше запропоновано метод побудови оптимальних за 
вартісними (часовими) витратами планів багатофакто-
рного експерименту, оснований на побудові кодів з 
мінімальною кількістю змін та з заданими властивос-
тями, що дозволяє будувати оптимальний план без пе-
ребору варіантів перестановок дослідів, так як пошук 
ведеться на множині типових варіантів без побудови 
самих планів, а розглядаються тільки їх характеристи-
ки, визначаються параметри оптимального плану  
і його вид. 

5. Практичне значення отриманих результатів по-
лягає в тому, що розроблений метод та програмне 
забезпечення дозволяють скоротити вартісні та часові 
витрати на дослідження технологічних процесів, при-
строїв і систем. 

6. Перспективи подальших досліджень полягають 
в застосуванні розробленого методу та програмного 
забезпечення для оптимізації дробових факторних 
експериментів 

 
ЛІТЕРАТУРА / ЛИТЕРАТУРА 

1. Hoskins D. S. Combinatorics and Statistical Inferecing / 
D. S. Hoskins // Applied Optimal Designs. – 2007. – № 4. – 
P. 147–179. 

2. Morgan J. P. Association Schemes: Designed Experiments, 
Algebra and Combinatorics / J. P. Morgan // Journal of the 
American Statistical Association. – 2005. – Vol. 100, 
№ 471. – P. 1092–1093. 

3. Bailey R. A. Combinatorics of optimal designs / 
R. A. Bailey, P. G. Cameron // Surveys in Combinatorics. – 
2009. – V. 365. – P. 19–73. 

4. Montgomery D. C. Design and Analysis of Experiments, 9th 
Edition / D. C. Montgomery. – Wiley, 2017. – 629 p. 

5. Bartos B. J. Design and analysis of time series experiments / 
B. J. Bartos, R. Mc Cleary, D. Mc Dowall. – Oxford : 
Oxford University Press, 2017. – 393 p. 

6. Berger P. D. Experimental Design with Applications in 
Management, Engineering and the Sciences / P. D. Berger, 
R. E. Maurer. – Celli New York : Springer, 2018. – 640 p. 

7. Rodrigues M. I. Experimental Design and Process 
Optimization / M. I. Rodrigues, A. F. Iemma. – N.-Y. : CRC 
Press, 2016. – 336 p.  

8. Wu C. F. J. Experiments: Planning, Analysis, and 
Optimization / C. F. J. Wu., M. S. Hamada. – Wiley, 2015. – 
743 p. 

9. Карпенко А. П. Современные алгоритмы поисковой 
оптимизации. Алгоритмы, вдохновленные природой : 
учебное пособие / А. П. Карпенко. – М. : Изд-во МГТУ 
им. Н. Э. Баумана, 2014. – 446 с. 

10. Halchenko Y. Ya. Development of excitations structure 
RBF- metamodels of inoving concentriced dycurrent  probe 
/ Y. Ya. Halchenko, R. V. Trembovetska, V. V. Tychkov // 
Electrical engeneering & electromechanics. – 2019. – № 2. – 
P. 28–38. DOI: 10.20998/2074-272X.2019.2.05. 

11. Jones B. C. Efficient designs with minimal aliasing / 
B. C. Jones, C. J. Nachtsheim // Technometrics. – 2011. – 
№ 53. – Р. 62–71. 

12. Koshevoy М. Research and optimization of the eddy current 
transducer of dielectric coatings′ thickness on metal surfaces 
of products / M. Koshevoy, O. Zabolotnyi, M. Tsekhovskyi 
et al. // Ukrainian Metrological Journal. – 2020. – № 2. – 
P. 33–39. DOI:10.24027/2306-7039.2.2020.208935 

13. Koshevoy N. D. Application of the fish search method for 
optimization plans of the full factor experiment / 
N. D. Koshevoy, E. M. Kostenko, V. V. Muratov // Radio 
Electronics, Computer Science, Control. – 2020. – № 2. – 
P. 44–55. DOI: 10.15588/1607-3274-2020-2-5 

14. Koshevoy N. D. Research of multiple plans in multi-factor 
experiments with a minimum number of transitions of levels 
of factors / N. D. Koshevoy, E. M. Kostenko, A. V. Pavlyk 
at al. // Radio Electronics, Computer Science, Control. – 
2019. – № 2. – P. 53–59. DOI:10.15588/1607-3274-2019-2-
6 

15. Koshevoy N. D. Сomparative analysis of optimization 
methods by cost (time) costs of full factor experiment plans / 
N. D. Koshevoy, E. M. Kostenko, V. V Muratov et al. // 
Radio Electronics, Computer Science, Control. – 2020. –
№ 1. – P. 54–62. DOI: 10.15588/1607-3274-2020-1-6 

16. Bona M. Combinatorics of permutations / M. Bona. – N. -Y. 
: CRC Press, 2012. – 478 p. 

Стаття надійшла до редакції 25.09.2020. 
Після доробки 02.11.2020.  

 

УДК519.24 
МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ПЛАНОВ МНОГОФАКТОРНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ С МИНИМАЛЬНЫМ 

КОЛИЧЕСТВОМ ИЗМЕНЕНИЙ УРОВНЕЙ ФАКТОРОВ И ОПТИМАЛЬНЫХ ПО СТОИМОСТНЫМ 
(ВРЕМЕННЫМ) ЗАТРАТАМ 

 
Кошевой Н. Д. – д-р техн. наук, профессор, заведующий кафедрой интеллектуальных измерительных систем и инжене-

рии качества, Национальный аэрокосмический университет им. Н. Е. Жуковского «ХАИ», Харьков, Украина. 
Дергачев В. А. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедры интеллектуальных измерительных систем и инженерии каче-

ства, Национальный аэрокосмический университет им. Н.Е. Жуковского «ХАИ», Харьков, Украина. 
Павлик А. В. – канд. техн. наук, доцент кафедры интеллектуальных измерительных систем и инженерии качества, На-

циональный аэрокосмический университет им. Н. Е. Жуковского «ХАИ», Харьков, Украина. 
Заболотный А.В. –  д-р техн. наук, доцент, декан ф-та систем управления летательных аппаратов, Национальный аэро-

космический университет им. Н. Е. Жуковского «ХАИ», Харьков, Украина. 
Кошевая И. И. – аспирант кафедры интеллектуальных измерительных систем и инженерии качества, Национальный аэ-

рокосмический университет им. Н. Е. Жуковского «ХАИ», Харьков, Украина. 
Костенко Е. М. – д-р техн. наук, профессор, профессор кафедры технологий и оборудования перерабатывающих и пи-

щевых произвдств, Полтавская государственная аграрная академия, Полтава, Украина. 
 
 

62



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2020. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2020. № 4 

 
 

© Кошовий М. Д., Дергачов В. А., Павлик Г. В., Заболотний О. В., Кошова І. І., Костенко О. М., 2020  
DOI 10.15588/1607-3274-2020-4-6 

АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Решена актуальная задача разработки метода построения планов многофакторных экспериментов 

(МФЭ) с минимальным количеством измерений  уровней факторов и оптимальных по стоимостным (временным) затратам. 
Цель работы: разработка метода и средств синтеза планов многофакторных экспериментов с минимальным количест-

вом изменений уровней факторов и оптимальных по стоимостным (временным) затратам. 
Методы: применение методов планирования экспериментов дает возможность уменьшить стоимостные (временные) за-

траты при исследовании разнообразных технологических процессов, устройств и систем. 
Минимизация количества изменений уровней факторов при построении планов многофакторных экспериментов также 

приводит к уменьшению стоимости (времени) на их реализацию. 
Предложенный ранее метод построения планов многофакторных экспериментов, основанный на применении кода Грея, 

дает возможность минимизировать в них количество изменений уровней факторов. Но эти планы не всегда являются опти-
мальными по стоимостным (временным) затратам. В связи с этим возникает задача разработки метода и средств построения 
планов многофакторных экспериментов с минимальным количеством изменений уровней факторов и оптимальных по сто-
имостным (временным)  затратам. 

Сущность предложенного метода заключается в следующем: генерирование перестановок с минимальным числом 
транспозиций соседних элементов; для каждого полученного плана определяется количество изменений уровня факторов 
путем вычисления расстояния по Хеммингу для соседних пар двоичных слов; запись плана с минимальным количеством 
изменений уровней факторов в множество D; анализ двоичных кодов, что входят в множество D, среди которых присутст-
вуют коды, полученные с кода Грея путем Е, Н и (Е,Н) преобразований; поиск среди множества модифицированных кодов 
Грея  G(Е,Н) таких, что представляют собой оптимальные по стоимостным (временным) затратам планы эксперимента. 

Результаты.  Разработано программное обеспечение, которое реализует предложенный метод построения планов с ми-
нимальным количеством изменений уровней факторов и оптимальных по стоимостным (временным) затратам. Программ-
ное обеспечение может синтезировать оптимальные планы экспериментов для исследования объектов с количеством факто-
ров k ≤ 4. 

Выводы. Проведенные компьютерные эксперименты, направленные на построение оптимальных планов для исследова-
ния таких объектов как технологический процесс изготовления деталей горячей штамповкой и следящая система подтвер-
дили работоспособность и эффективность разработанного метода и программного обеспечения, что его реализует. 

Научную новизну работы представляет метод, который позволяет синтезировать планы многофакторных экспериментов 
с минимальным количеством изменений уровней факторов и оптимальных по стоимостным (временным) затратам. 

Практическая значимость результатов работы заключается в том, что разработанное программное  обеспечение может 
найти широкое применение при исследовании технологических процессов, устройств и систем, на которых возможна реали-
зация активного эксперимента. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: метод, оптимальный план эксперимента, уровни факторов, преобразования, множество, стои-
мость, время, программное обеспечение. 
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ABSTRACT 
Context. Relevant task of developing the method of plans building for multifactorial experiments was solved with minimal 

number of factor levels measurements and optimal by cost (time) expenses.  
Objective. To develop method and means of synthesis the plans of multifactorial experiment with minimal number of factor lev-

els measurements and optimal by cost (time) expenses. 
Methods. Methods of experiment planning gives possibility to reduce cost (time) expenses when researching different techno-

logical processes, devices and systems.    
Quantity of factor levels measurements minimization during the process of building the plans of multifactorial experiments also 

leads to cost (time) reduction on their implementation.  
Suggested earlier method of building the plans of multifactorial experiments, based on Grey code application, provides a possi-

bility to minimize number of factor levels measurements. But such plans are not always optimal in relation to cost (time) expenses. 
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That’s why the task appears to develop a method and means of synthesis the plans of multifactorial experiment with minimal number 
of factor levels measurements and optimal by cost (time) expenses. 

Essence of a suggested method consists of: generation of permutations with minimal number of transpositions for neighbor ele-
ments; number of factor level variations is determined for each obtained plan by calculating the distance after Hamming for neighbor 
pairs of binary words; recording the plan with minimal number of factor levels measurements into set D; analysis of binary codes that 
enter set D, among which codes, received form Grey code by E, H and (E, H) transformations are present; searching among modified 
Grey codes G(E, H) such codes, that are optimal by cost (time) expenses. 

Results. Software which performs the suggested method of building the plans with minimal number of factor levels measure-
ments and optimal by cost (time) expenses was developed. Software allows to synthesize optimal plans of experiment with k = 3,…, 
4 number of factors. 

Conclusions. Computer experiments, that were carried out to build optimal plans to research such an objects as production of 
pieces by hot press forming technological process and a tracking system proved workability and effectiveness both of the developed 
method and software for its performance.    

Scientific novelty is represented by method, that allows to synthesize plans of multifactorial experiments with minimal number of 
factor levels measurements and optimal by cost (time) expenses. 

Practical importance of the results is that developed software can find wide application for technological processes, devices and 
systems researching, if it is possible to implement active experiment.    

KEYWORDS: method, optimal plan of experiment, factor levels, transformations, set, cost, time, software. 
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ABSTRACT 
Context. The integrals of highly oscillating functions of many variables are one of the central concepts of digital signal and im-

age processing. The object of research is a digital processing of signals and images using new information operators.  
Objective. The work aims to construct a cubature formula for the approximate calculation of the triple integral of a rapidly oscil-

lating function of a general form. 
Method. Modern methods of digital signal processing are characterized by new approaches to obtaining, processing and analyz-

ing information. There is a need to build mathematical models in which information can be given not only by the values of the func-
tion at points, but also as a set of traces of the function on the planes and  as a set of traces of the function on the lines. There are 
algorithms which are optimal by accuracy for calculating the integrals of highly oscillating functions of many variables (regular 
case), which involve different types of information in their construction. As a solution of a broader problem for the irregular case, the 
work presents the cubature formula for the approximate calculation of the triple integral of the highly oscillating function in a general 
case. The presented algorithm for approximate calculation of the integral is based on the application of operators that restore the 
function of three variables using a set of traces of functions on the mutually perpendicular planes. Operators use piece-wise splines as 
auxiliary functions. The cubature formula correlates with a formula of the Filon type. An error estimation of the approximation of the 
integral from the highly oscillating function by the cubature formula on the class of differential functions is obtained. 

Results. The cubature formula of the approximate calculation of the triple integral from the highly oscillating function of a gen-
eral form is researched. 

Conclusions. The experiments confirm the obtained theoretical results on the error estimation of the approximation triple integral 
from the highly oscillating function in a general form by the cubature formula. The prospect of further research is to obtain an esti-
mation of the approximation error on wider classes of functions and to prove that the proposed cubature formula is optimal by the 
order of accuracy. 

KEYWORDS: digital signal and image processing, cubature formula, numerical integration of highly oscillating functions of 
many variables. 

 
NOMENCLATURE 

( )3,1 ,Н M M  is a class of functions, which are de-

fined in the domain  and have limited derivatives; 
3( )I ω  is a three-dimensional integral from highly os-

cillating functions in a general form; 
3 ( )Φ ω  is a cubature formula for calculating three-

dimensional integral; 
( , , )kf x y z  is a trace of function  on the plane kx ; 
( , , )jf x y z  is a trace of function on the plane jy ; 

( , , )sf x y z  is a trace of function on the plane sz ; 

( , , )Jf x y z  is an operator that restores the function 

( , , )f x y z  on the traces on planes; 
( , , )Og x y z  is an operator that restores the function 

( , , )g x y z  on the traces on planes; 
( )3 3( ), ( )Iρ ω Φ ω  is an error of approximation of the 

integral by the cubature formula. 
 

INTRODUCTION 
Сurrently a rapid development of information 

technology is contributing to the development of 

mathematical modeling of phenomena and processes in 
such scientific areas as astronomy, radiology, computed 
tomography, holography and others. Methods of digital 
signal and image processing are widely used in solving 
such complex problems in these fields of science. Modern 
methods of digital signal and image processing are based, 
among other things, on new approaches to obtaining, 
processing and analyzing information. Today, in mathe-
matical models, information can be given not only by the 
values of a function in nodes, but also as a set of traces of 
a function on planes or as a set of traces of a function on 
lines. The theory of computing integrals from highly os-
cillating functions of many variables (regular case) is an 
example when cubature formulas are chosen depending 
on the type of input information. 

The integrals of highly oscillating functions of many 
variables are one of the central concepts of digital signal 
and image processing. Therefore, it is important to con-
tinue research in this direction, in particular, to develop 
cubature formulas for the approximate calculation of inte-
grals from highly oscillating functions of many variables 
in a general (irregular) case. 

The object of study is a digital processing of signals 
and images using new information operators [1].  

New information operators allow restoring the func-
tions of many variables with high accuracy. Traces of the 
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function on the planes or traces of the function on the 
lines are used by new information operators.  

The subject of study is an approximate calculation of 
the integrals from the rapidly oscillating functions of three 
variables in a general case. 

The aim of the work is to construct the cubature for-
mula for the approximate calculation of the integral of the 
rapidly oscillating function in a general form in the case 
when the sets of traces of the function on the planes will 
be used as information about the functions. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

It is necessary to construct and investigate the cuba-
ture formula of the approximate calculation of the integral 
of highly oscillating function in a general case 

 
1 1 1

3 ( , , )

0 0 0
( ) ( , , ) e ,i g x y zI f x y z dxdydzωω = ∫ ∫ ∫  (1)

 
when the following information is given: 

 
( , , ), 0 1, 0 1kf x y z y z≤ ≤ ≤ ≤ , 1 1 / 2,kx k= Δ − Δ  
( , , ), 0 1, 0 1,jf x y z x z≤ ≤ ≤ ≤  1 1 / 2,jy j= Δ − Δ  

( , , ), 0 1, 0 1sf x y z x y≤ ≤ ≤ ≤ , 1 1 / 2,sz s= Δ −Δ  

g( , , ), 0 1, 0 1px y z y z≤ ≤ ≤ ≤ , 2 2 / 2,px p= Δ − Δ  

g( , , ), 0 1, 0 1,qx y z x z≤ ≤ ≤ ≤  2 2 / 2,qy q= Δ − Δ  

g( , , ), 0 1, 0 1rx y z x y≤ ≤ ≤ ≤ , 2 2 / 2,rz r= Δ − Δ  
1, , 1,k j s = , 1 11/Δ = ,   21,p,q,r = , 2 21/Δ = . 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

New information operators have found their effective 
application in various fields of science [1, 2]. In digital 
signal and image processing, new information operators 
have become an effective tool for calculating the integrals 
of rapidly oscillating functions [3–7]. Cubature formulas 
for approximate calculating of integrals of highly oscillat-
ing functions of many variables are built using various 
information about the function. The developed algorithms 
belong to Filon type methods [8, 9]. An overview of Filon 
type methods in the one-dimensional case can be found in 
[10–12], and their multidimensional analogue in [13]. 

Calculation of double integrals from highly oscillating 
functions in a regular case on the example of Fourier co-
efficients is considered in [3, 4]. In these works cubature 
formulas are built in two cases. In the first case, the in-
formation about the function was given by traces on the 
lines, in the second it was given by the values of the func-
tion in nodes. In the first case, it is proved that the cuba-
ture formulas are optimal by the order of accuracy on the 
class of differentiable functions. An algorithm for build-
ing cubature formulas with the optimal number of traces 
also was considered. In the second case where the infor-
mation about the function was given in nodes cubature 
formulas proved to be effective in terms of the use of in-

put information and the time spent on calculating the in-
tegrals.  

In [7, 14, 15] the calculation of integrals from highly 
oscillating functions (regular case) is considered on the 
example of Fourier coefficients. In these works algo-
rithms for the approximate calculation of integrals are 
presented in three cases. In the first case, information 
about function is given by set of traces of a function on 
planes, in the second case information about function is 
represented by set of traces on lines, and in the third case 
we deal with values of a function at nodes. By analogy 
with the two-dimensional case, it is proved that the cuba-
ture formulas for approximate calculating of integrals of 
highly oscillating functions of three variables are optimal 
by the order of accuracy on the class of differentiable 
functions. In addition, the algorithm for building cubature 
formulas with the optimal number of planes was consid-
ered in [15]. In the case where the information about the 
function was given in nodes, the cubature formulas 
proved to be effective in terms of the use of input infor-
mation and the time spent on calculating the integral. 

Frequently in mathematical modeling of technical 
processes there is a need to approximate the integrals of 
higly oscillating functions in a general form. Methods and 
algorithms for calculating integrals of highly oscillating 
functions of one variable in irregular case can be found in 
[16–21]. In [22, 23] methods and examples of approxi-
mate calculation of double integrals from fast-oscillating 
functions of general form are presented. 

In the case when the information about the functions 
( , )f x y  and ( , )g x y  was given by the sets of correspond-

ing traces on the lines, an algorithm for the approximate 
calculation of the double integral from highly oscillating 
functions of a general form was presented in [24, 25]. 
This paper aims to present an algorithm for approximate 
calculation of the integral (1) in the case when the infor-
mation about the functions ( , , )f x y z  and ( , , )g x y z  will 
be given by the corresponding sets of traces of functions 
on the planes. This problem has not been solved yet. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

This paper considers ( )3,1 ,Н M M  as a class of func-

tions, which are defined in the domain [ ]30,1G =  and  
 

( ) ( )1,0,0 0,1,0( , , ) , ( , , ) ,f x y z M f x y z M≤ ≤  

( )0,0,1 ( , , ) ,f x y z M≤  

( )1,1,1( , , ) , ( , , )f x y z M f x y z M≤ ≤ . 

Definition 1. Under the traces of function ( , , )f x y z  
on the planes  

 
1 1 / 2,kx k= Δ − Δ  1 1 / 2,jy j= Δ − Δ  1 1 / 2,sz s= Δ −Δ  

1, , 1,k j s = , 1 11/Δ =  
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we understand a function of two variables 
 

( , , ), 0 1, 0 1kf x y z y z≤ ≤ ≤ ≤ ,  
( , , ), 0 1, 0 1,jf x y z x z≤ ≤ ≤ ≤   
( , , ), 0 1, 0 1sf x y z x y≤ ≤ ≤ ≤ . 

 

Definition 2. Under the traces of function g( , , )x y z  
on the planes 

 

2 2 / 2,px p= Δ − Δ  2 2 / 2,qy q= Δ − Δ  

2 2 / 2,rz r= Δ − Δ  21,p,q,r = , 2 21/Δ =  
 

we understand a function of two variables  
 

g( , , ), 0 1, 0 1px y z y z≤ ≤ ≤ ≤ , 
g( , , ), 0 1, 0 1,qx y z x z≤ ≤ ≤ ≤  
g( , , ), 0 1, 0 1rx y z x y≤ ≤ ≤ ≤ . 

 
A tree-dimensional integral from highly oscillating 

functions of a general view is defined as (1) for 

( )3,1( , , ), (x, y, z) ,f x y z g Н M M∈ .  

Let  
 

[ ]1/2 1/2 1/2 1/21 , , 1 , ,k k k j j jX x x Y y y− + − +⎡ ⎤= = ⎣ ⎦  

[ ]1/2 1/21 ,s s sZ z z− += , 

21
1, 1 ,1, 1 ,

1 ( ) 1 ( )
0, 1 , 0, 1 ,

jk
jk

k j

y Yx X
h x h y

x X y Y

∈⎧∈⎧ ⎪= =⎨ ⎨∉ ∉⎩ ⎪⎩
 

3
1, 1 ,

1 ( )
0, 1 ,

s
s

s

z Z
h z

z Z
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
 

1 1 / 2,kx k= Δ − Δ  1 1 / 2,jy j= Δ − Δ   

1 1 / 2,sz s= Δ −Δ      1, , 1,k j s = , 1 11/Δ = , 

1/2 1/2 1/2 1/22 , , 2 , ,p p p q q qX x x Y y y− + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

[ ]1/2 1/22 ,r r rZ z z− += . 

1 2
1, 2 , 1, 2 ,

2 ( ) 2 ( )
0, 2 , 0, 2 ,

p q
p q

p q

x X y Y
h x h y

x X y Y

∈ ∈⎧ ⎧⎪ ⎪= =⎨ ⎨∉ ∉⎪ ⎪⎩ ⎩
 

3
1, 2 ,

2 ( )
0, 2 ,

r
r

r

z Z
h z

z Z
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
 

2 2 / 2,px p= Δ − Δ  2 2 / 2,qy q= Δ − Δ  

2 2 / 2,rz r= Δ − Δ    21,p,q,r = , 2 21/Δ = . 
 

Let define operator 
 

( ) ( ) ( )1 2 3( , , ) , , , , , ,Jf x y z J f x y z J f x y z J f x y z= + + −  
( ) ( ) ( )1 2 2 3 1 3, , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z− − − +  

( )1 2 3 , ,J J J f x y z+ , 

where 
1

1 1
1

( , , ) ( , , ) 1 ( )k k
k

J f x y z f x y z h x
=

= ∑ , 

1

2 2
1

( , , ) ( , , ) 1 ( )j j
j

J f x y z f x y z h y
=

= ∑ ,  

1

3 3
1

( , , ) ( , , ) 1 ( )s s
s

J f x y z f x y z h z
=

= ∑ . 

 
The following properties are performed for the 

operator  
( , , )Jf x y z : 

 
( ) ( ) 1, , , , , 1, ,k kJf x y z f x y z k= =  

( ) ( ) 1, , , , , 1, ,j jJf x y z f x y z j= =  

( ) ( ) 1, , , , , 1,s sJf x y z f x y z s= = . 
 

Let define operator 
 

( ) ( ) ( )1 2 3( , , ) , , , , , ,Og x y z O g x y z O g x y z O g x y z= + + −  

( ) ( ) ( )1 2 2 3 1 3, , , , , ,O O g x y z O O g x y z O O g x y z− − − +  

( )1 2 3 , ,O O O g x y z+ , 
where 
 

2

1 1
1

( , , ) ( , , ) 2 ( )p p
p

O g x y z g x y z h x
=

= ∑ , 

2

2 2
1

( , , ) ( , , ) 2 ( )q q
q

O g x y z g x y z h y
=

= ∑ , 

2

3 3
1

( , , ) ( , , ) 2 ( )r r
r

O g x y z f x y z h z
=

= ∑ . 

 
The following properties are performed for the 

operator ( , , )Of x y z : 

( ) ( ) 2, , , , , 1, ,p pOg x y z g x y z p= =  

( ) ( ) 2, , , , , 1, ,q qOg x y z g x y z q= =  

( ) ( ) 2, , , , , 1,r rOg x y z g x y z r= = . 
 
The following cubature formula  

 
1 1 1

3 ( , , )

0 0 0
( ) ( , , ) ei Og x y zJf x y z dxdydzωΦ ω = ∫ ∫ ∫  

 
is proposed for numerical calculation of (1). 
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Theorem. Suppose that ( )3,1( , , ) , ,f x y z Н M M∈  

( )3,1( , , ) ,g x y z Н M M∈ . Let functions ( , , ),f x y z  

( , , )g x y z  be defined by 1 23 3N = +  traces 

( , , ),kf x y z ( , , ),jf x y z  ( , , ),sf x y z  1, , 1,k j s =  and 

g( , , ),px y z g( , , ),qx y z  g( , , ),rx y z  21,p,q,r =  on the 

systems of perpendicular planes in domain [ ]30,1G = . It 
is true that  

 

( ) 3 3
1 2

1 13 3( ), ( ) min 2; .
64 64
M MI M

⎛ ⎞ω
ρ ω Φ ω ≤ + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Proof. It is important to note that  

 

( ) ( )1,1,1 , ,
k j s

yx z

x y z
f d d dξ η ζ ξ η ς =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ), , , , , ,k jf x y z f x y z f x y z= − − −  

( ) ( ), , , ,s k jf x y z f x y z− + +  

( ) ( ) ( ), , , , , , .k s j s k j sf x y z f x y z f x y z+ + −  

 
Let us show the validity of equality by direct verifica-

tion: 
 

( ) ( )1,1,1 , ,
k j s

yx z

x y z
f d d dξ η ζ ξ η ς =∫ ∫ ∫  

( ) ( )1,1,0 , ,
s

k j

yx z

zx y
f z d d= ξ η ξ η =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )1,1,0 1,1,0, , , ,
k j

yx

s
x y

f z f z d d= ξ η − ξ η ξ η =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )1,0,0 1,0,0, , , ,
j

k

x y
s

yx
f z f z d= ξ η − ξ η ξ =∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )1,0,0 1,0,0, , , ,
k

x

s
x

f y z f y z d= ξ − ξ ξ −∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )1,0,0 1,0,0, , , ,
k

x

j j s
x

f y z f y z d− ξ − ξ ξ =∫  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,k j sf x y z f x y z f x y z f x y z= − − − +  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , .k j k s j s k j sf x y z f x y z f x y z f x y z+ + −  

 
The integral 3( )I ω  could be written in another form 

 

1 1 1
3 ( , , )

0 0 0
( ) ( , , ) ei g x y zI f x y z dxdydzωω = =∫ ∫ ∫  

1 1 1
( , , )

0 0 0
( , , ) ei Og x y zJf x y z dxdydzω= +∫ ∫ ∫  

[ ]
1 1 1

( , , )

0 0 0
( , , ) ( , , ) ei Og x y zf x y z Jf x y z dxdydzω+ − +∫ ∫ ∫  

1 1
( , , ) ( , , )

0 0
( , , ) e ei g x y z i Og x y zf x y z dxdydzω ω⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ . 

 
Hence, it is sufficient to show that 

 

( )3 3( ), ( )Iρ ω Φ ω =  

1 1 1
( , , )

0 0 0
( , , ) ei g x y zf x y z dxdydzω= −∫ ∫ ∫  

1 1 1
( , , )

0 0 0
( , , ) ei Og x y zJf x y z dxdydzω− ≤∫ ∫ ∫  

1 1 1

0 0 0
( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z dxdydz≤ − +∫ ∫ ∫  

1 1 1
( , , ) ( , , )

0 0 0
( , , ) e ei g x y z i Og x y zf x y z dxdydzω ω+ −∫ ∫ ∫ . 

 
We use the fact that 

 
( , , ) ( , , )e ei g x y z i Og x y zω ω− =  

cos( ( , , )) sin( ( , , ))g x y z i g x y z= ω + ω −  
cos( ( , , )) sin( ( , , ))Og x y z i Og x y z− ω − ω =  
g( , , ) g( , , ) g( , , ) g( , , )2sin sin

2 2
x y z O x y z x y z O x y zω +ω ω −ω

= − +  

( , , ) ( , , ) g( , , ) ( , , )2 sin cos
2 2

g x y z O g x y z x y z Og x y zi ω − ω ω +ω
+ =

g( , , ) g( , , )2 sin
2

x y z O x y zi ω −ω
= ×  

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )i sin cos
2 2

g x y z Og x y z g x y z Og x y zω +ω ω +ω⎡ ⎤× + =⎢ ⎥⎣ ⎦

( )( , , ) ( , , )
2( , , ) ( , , )2 sin e .

2

i g x y z Og x y zg x y z Og x y zi
ω

+ω −ω
=  

 
Thus,  

( )
1 1 1

3 3

0 0 0
( ), ( ) ( , , ) ( , , )I f x y z Jf x y z dxdydzρ ω Φ ω ≤ − +∫ ∫ ∫  

( )1 1 1 ( , , ) ( , , )
2

0 0 0

g( , , ) g( , , )2 sin e
2

i g x y z Og x y zx y z O x y zM i dxdydz
ω

+ω −ω
+ ≤∫ ∫ ∫  
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( ) ( )
1 1 1
2 2 21 1 1

1 1 1
2 2 2

1,1,1

1 1 1
, ,

k j s

k j sk j s

x y z
yx z

k j s x y z x y z
f d d d dxdydz

+ + +

− − −
= = =

≤ ξ η ς ξ η ς +∑ ∑∑ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 1
2 2 22 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1

( ( , , ) ( , , ))2 sin
2

p q r

p q r

x y z

p q r x y z

g x y z Og x y zM dxdydz
+ + +

− − −
= = =

ω −
+ ≤∑ ∑∑ ∫ ∫ ∫  

 
1 1 1
2 2 21 1 1

1 1 1
2 2 2

1 1 1

k j s

k j s

x y z

k j s
k j s x y z

M x x dx y y dy z z dz

+ + +

− − −
= = =

≤ − − − +∑∑∑ ∫ ∫ ∫  

1 1 1
2 2 22 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1

( , , ) ( , , )
2 min 1;

2

p q r

p q r

x y z

p q r x y z

g x y z Og x y z
M dxdydz

+ + +

− − −
= = =

⎛ ω − ⎞
+ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∑ ∫ ∫ ∫

 

1 1 1
2 2 21 1 1

1 1 1
2 2 2

1 1 1

k j s

k j s

x y z

k j j
k j s x y z

M x x dx y y dy z z dz

+ + +

− − −
= = =

≤ − − − +∑∑∑ ∫ ∫ ∫  

 
1 1 1
2 2 22 2 2

1 1 1
2 2 2

(1,1,1)

1 1 1
2 min 1; ( , , )

2

p q r

p s rp q r

x y z
yx z

p q r x y z x y z
M g d d d dxdyd

+ + −

− − −
= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ω

+ ξ η ς ξ η ς ς ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∑ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

 
1 1 1
2 2 22 2 2

1 1 1
2 2 2

2 2 2
3 1 1 1

1
1 1 1

2 min ,
4 4 4

p q r

p q r

x y z

p q r x y z
M M dxdydz

+ + +

− − −
= = =

⎛
⎜

Δ Δ Δ ⎜≤ + ⎜
⎜⎜
⎝

∑ ∑∑ ∫ ∫ ∫  

1 1 1
2 2 22 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 12

p q r

p q r

x y z

p q r
p q r x y z

M x x y y z z dxdydz

+ + +

− − −
= = =

⎞
⎟

ω ⎟− − − =⎟
⎟⎟
⎠

∑ ∑∑ ∫ ∫ ∫  

 
2 2 2

3 3 3 3 2 2 2
1 2 2 22 min ,

64 2 4 4 4
M MM

⎛ ⎞Δ Δ Δω⎜ ⎟= Δ + Δ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 3
1 2min 2;

64 64
M MM

⎛ ⎞ω
= Δ + Δ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

3 3
1 2

1 1min 2; .
64 64
M MM

⎛ ⎞ω⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
4 EXPERIMENTS 

There are two types of testing algorithms [7]: 
– testing of programs in order to identify errors in 

their design and coding of computational algorithms for 
solving problems; 

– testing of computational algorithms implemented by 
specific programs, in order to study their functionality in 
solving problems in this class. 

In the study of cubature formulas for the approximate 
calculation of integrals from highly oscillating functions 
of many variables, main attention is dedicated to the sec-
ond type of testing. The key issues of the second type of 
testing include: algorithms [7]: 

– definition of a set of characteristics of the computa-
tional algorithm; 

– classification of solved problems and compilation of 
test sets; 

– solving test problems, substantiation of values of 
characteristics and their estimations; 

– verification, interpretation and confirmation of test 
results; 

– automation of the testing procedure. 
The purpose of testing is to check and identify on a set 

of test tasks the functionality of cubature formulas on 
such characteristics as E (accuracy), T (time to solve the 
problem on a computer), M (computer memory required). 

In this paper, the subject of testing is the cubature 
formula 3( )ωΦ  for the approximate calculation of the 

integral 3( )I ω  in the case when the information about the 

functions (x, y, z)f  and (x, y, z)g  is the corresponding 
traces of functions on mutually perpendicular planes. The 
purpose of testing is to identify the functionality of the 
cubature formula on such a characteristic as accuracy.  

The test set of tasks includes functions of the follow-
ing type:  

– ( , , )f x y z const= , ( , , ) ( ) ( ) ( )f x y z q x h y t z= + + , 

– ( , , ) ( ) ( ) ( )f x y z q x h y t z= , 

– ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y z q x h y t z u x v y w z= + , 

– ( , , ) sin( )f x y z x y z= + + ,  

– ( , , ) cos( )f x y z x y z= + + , 

– ( , , ) constg x y z = , ( , , ) ( ) ( ) ( )g x y z x y z= φ +ψ +η , 

– ( , , ) sin( )g x y z x y z= + + , 

– ( , , ) cos( )g x y z x y z= + + . 
It is due to the fact that trigometric functions belong to 

a wider class of functions ( )3, , , 1rН M M r ≥ , and for 

functions of the form ( , , ) ( ) ( ) ( )x y z x y zτ = ξ + ζ + θ  the 
operator ( , , )O x y zτ  exactly restores the function. The 
latter is easily verified by the following lemma. 

Lemma. If ( , , ) ( ) ( ) ( )x y z x y zτ = ξ + ζ + θ , 

( ), ,x y z G∈ , 1 1 1( , , )x y z G∈ , then 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , , , ,x y z x y z x y z x y zτ − τ − τ − τ +  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , 0.x y z x y z x y z x y z+τ + τ + τ − τ =  
The proof of the lemma is a direct test: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , , , ,x y z x y z x y z x y zτ − τ − τ − τ +  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,x y z x y z x y z x y z+τ + τ + τ − τ =  

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z x= ξ + ζ + θ − ξ − ζ − θ − ξ −  
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1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )y z x y z−ζ −θ − ξ − ζ − θ +  

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z+ξ + ζ + θ + ξ + ζ + θ +  

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.x y z x y z+ξ + ζ + θ − ξ − ζ − θ =  
 

5 RESULTS 
This section provides a fragment of testing the cuba-

ture formula 3( )Φ ω  of the approximate calculation of the 

integral 3( )I ω . Information about functions ( , , )f x y z  

and ( , , )g x y z  is given by the corresponding traces of 
functions on mutually perpendicular planes. The Table 1 
shows the results of calculations 3( )I ω  for 

( , , ) sin( )f x y z x y z= + + and ( , , ) cos( )g x y z x y z= + +  

for different 1 2,  and for 2 , 5 , 10ω = π ω = π ω = π . For 
each case, table 1 shows the value of the obtained ap-
proximation error 

 

( ) ( )3 3 ,Iε = ω −Φ ω
 

 
as well as estimates of the approximation error Е  ob-
tained in this work. According to Theorem, the following 

error estimation of approximation of the integral 3( )I ω  

by the cubature formula 3( )Φ ω  is valid: 
 

3 3
1 2

1 1min 2; .
64 64
M ME M

⎛ ⎞ω⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
If we approximate the integral 3( )I ω  for 

 
( , , ) sin( )f x y z x y z= + +  ( , , ) cos( )g x y z x y z= + + , 

then 
 

3 3
1 2

1 min 2; .
64 64

Е
⎛ ⎞ω⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
All calculations were performed in the computer 

mathematics system Wolfram Mathematica 10. 

 

Table 1 – Calculation 3( )I ω  by cubature formula 3( )Φ ω   

 ω  ( )( )3Re Φ ω  ( )( )3Im Φ ω  ε  E  

5 2π  –0,04483571402443004 –0,005659773384241312 61.00 10−⋅  49.10 10−⋅  

10 2π  –0,04483413982444644 –0,005657576013215849 61.70 10−⋅  41.13 10−⋅  

5 5π  0,00716043088301338 0,002969393727490588 52.59 10−⋅  32.08 10−⋅  

10 5π  0,00715783879935095 0,002951850395219029 51.16 10−⋅  42.61 10−⋅  

15 5π  0.00714366140868924 0.002947434378359690 63.58 10−⋅  57.73 10−⋅  

20 5π  0,00714168524396518 0,002932224529620142 51.58 10−⋅  53.26 10−⋅  

25 5π  0,00715234766233286 0,002945672856298047 65.13 10−⋅  51.67 10−⋅  

5 10π  –0,00180433697415137 0,000356265110351913 47.39 10−⋅  34.05 10−⋅  

10 10π  –0,00140102828305083 –0,000261065518418426 63.62 10−⋅  45.06 10−⋅  

15 10π  –0,00139749596727245 –0,000261837407624295 72.41 10−⋅  41.05 10−⋅  

20 10π  –0,00035388799218903 –0,000260805717278864 61.39 10−⋅  56.33 10−⋅  

25 10π  –0,00139663624810749 –0,00026136986950217 78.36 10−⋅  53.24 10−⋅  

20 20π  –0,000353887992189033 0,00050210512582646 45.83 10−⋅  41.24 10−⋅  

25 20π  –0.000246554652733453 –0.00008515953820463 51.30 10−⋅  56.38 10−⋅  
 

6 DISCUSSION 
In Table 1, it becomes obvious that with increasing , 

i.e. with increasing traces of functions 
( , , ) sin( )f x y z x y z= + +  and ( , , ) cos( )g x y z x y z= + +  

on the planes for each variable, the accuracy of calcula-
tions increases. In each case, for different  and different 
ω , the accuracy of the approximate calculation of the 

integral 3( )I ω  by the cubature formula is less 3( )Φ ω  
than the theoretical estimate of the approximation error, 
which was obtained in Theorem. This indicates that the 
numerical experiment confirms the theoretical results 
presented in this paper. 

In addition, it is important to note that in the paper all 
theoretical statements were made for functions ( , , )f x y z  
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and ( , , )g x y z  which belong to the class of functions 

( )3,1 ,Н M M . Obviously, functions sin( )x y z+ + , 

cos( )x y z+ +  are the functions that belong to a broader 
class of functions. This suggests that the cubature formula 

3( )Φ ω  has a good approximation accuracy and should be 
researched on other classes of functions. 

It is also worth noting that when conducting numerical 
experiments, it is important to always test the cubature 
formulas on the so-called “bad” functions of the class. 
The “bad” functions of the class include functions that in 
nodes (lines, planes) are zero, and between nodes (lines, 
planes) are the furthest from zero [4]. On such functions 
algorithms, in our case the cubature formula has the 
greatest error. The building of bad functions in the case 
when the information about the function is given by the 
traces of the function on the planes is a cumbersome task 
and requires additional research. Therefore, in this ex-
periment we will not consider testing the cubature for-
mula 3( )Φ ω  for a “bad” function of class. This problem 
will be considered in further works, when the optimality 
by the order of accuracy of the cubature formula 3( )Φ ω  
will be proved. The study and testing of cubature formu-
las for the approximate calculation of integrals from 
highly oscillating functions of three variables (regular 
case) can be found in more detail in [7]. 

 
CONCLUSIONS 

The problems of digital signal and image processing 
with the use of new information operators are considered 
in the paper. 

The scientific novelty is that for the first time the cu-
bature formula of approximate calculation of integrals 
from highly oscillating functions of three variables (ir-
regular case) has been presented. The main difference of 
the proposed cubature formula is that it uses traces of 
functions and planes as information about function. The 
cubature formula has high approximation accuracy. An 
estimate of the approximation error on the class of differ-
ential functions is obtained.  

The practical significance of this work is that the 
new methods of obtaining input information about the 
function in the form of traces of the function on the planes 
opens new ways in the building of mathematical models, 
in particular in digital signal processing. 

The prospects for further research are to obtain an 
estimate of the approximation error on a wider class of 
functions and to prove that the proposed cubature formula 
is optimal by the order of accuracy. 

 
REFERENCES 

1. Sergienko I. V., Lytvyn O. M. Novi informacijni operatory v 
matematychnomu modeljuvanni. Kyiv, Naukova Dumka, 2018, 
444 p. 

2. Sergienko I. V., Lytvyn O. M. New Information Operators in 
Mathematical Modeling (A Review), Cybernetics and Systems 

Analysis, 2018, Vol. 54, No. 1, pp. 21–30. DOI: 
10.1007/s10559-018-0004-5.  

3. Lytvyn O. M., Nechuiviter O. P. Methods in the Multivariate 
Digital Signal Processing with Using Spline-interlineation, 
IASTED International Conferences on Automation, Control and 
Information Technology (ASIT 2010) : proceedings, 2010, pp. 
90–96. 

4. Sergienko I. V., Zadiraka V. K., Lytvyn О. N., Melnikova S. S., 
Nechuiviter О. P. Optymal’ni algorytmy obchyslennja integraliv 
vid shvydkooscyljujuchyh funkcij ta i'h zastosuvannja : u 2 t. T. 
1. Algorytmy. Kyiv, Naukova Dumka, 2011, 447 p. 

5. Sergienko I. V. Zadiraka V. K., Lytvyn О. N., Melnikova S. S., 
Nechuiviter О. P. Optymal’ni algorytmy obchyslennja integraliv 
vid shvydkooscyljujuchyh funkcij ta i’h zastosuvannja : u 2 t. T. 
2. Zastosuvannja. Kyiv, Naukova Dumka, 2011, 348 p.  

6. Zadiraka V. K., Melnikova S. S., Luts L. V. Optimal integration 
of rapidly oscillating functions in the class W2,L,N with the use 
of different information operators, Cybernetics and Systems 
Analysis, 2013, Vol. 49, No. 2, pp. 229–238. 

7. Sergienko I. V., Zadiraka V. K., Lytvyn O. M., Nechuiviter O. 
P. Optymal'ni algorytmy obchyslennja integraliv vid shvydkoo-
scyljujuchyh funkcij iz zastosuvannjam novyh informacijnyh 
operatoriv. Kyiv, Naukova Dumka, 2017, 336 p. 

8. Filon L. N. G. On a quadrature formula for trigonometric inte-
grals, Proc. RoyalSoc. Edinburgh 49, 1928, pp. 38–47. 

9. Flinn E. A. A modification of Filon’s method of numerical inte-
gration, JACM 7, 1960, pp. 181–184.  

10. Iserles A. On the numerical quadrature of highly-oscillating 
integrals I: Fourier transforms, IMA J. Numer. Anal., 2004, No. 
24, pp. 365–391. 

11. Milovanovic G. V., Stanic M. P. Numerical Integration of 
Highly Oscillating Functions, Analytic Number Theory, Ap-
proximation Theory and Special Functions, 2014, pp. 613–649. 

12. Olver S. Numerical Approximation of Highly Oscillatory Inte-
grals. PhD thesis. Cambridge, University of Cambridge, 2008, 
172 p. 

13. Iserles A., Norsett S. From high oscillation to rapid approxima-
tion III: Multivariate expansions, Tech. Reports Numerical 
Analysis (NA2007/01). DAMPT, University of Cambridge, 
2007, 37 p. 

14. Lytvyn O. M., Nechuiviter O. P. 3D Fourier Coefficients on the 
Class of Differentiable Functions and Spline Interflatation, 
Journal of Automation and Information Science. – 2012, Vol. 
44, No. 3, pp. 45–56. DOI: 
10.1615/JAutomatInfScien.v44.i3.40 

15. Lytvyn O. M., Nechuiviter O. P. Approximate Calculation of 
Triple Integrals of Rapidly Oscillating Functions with the Use 
of Lagrange Polynomial Interflatation, Cybernetics and Systems 
Analysis, 2014, Vol. 50, No. 3, pp. 410–418. DOI: 
10.1007/s10559-014-9629-1 

16. Iserles A. : On the numerical quadrature of highly oscillating 
integrals II: Irregular oscillators, IMA J. Numer. Anal., 2005. 
No. 25, pp. 25–44. 

17. Xiang S. Efficient Filon-type methods for ( ) ( )
b

i g x

a
f x e dxω∫ , 

Numerische Mathematik, 2007, Vol. 105, No. 4, pp. 633–658.  
18. Liu Y. Fast Evaluation of Canonical Oscillatory Integrals, Appl. 

Math. Inf. Sci, 2012, Vol. 6, No. 2, pp. 245–251. 
19. Gao J., Iserles A. Error analysis of the extended Filon-type 

method for highly oscillatory integrals, Tech. Reports Numeri-
cal Analysis (NA2016/03). DAMPT, University of Cambridge, 
2016, 25 p. 

20. Gao J., Iserles A. A generalization of Filon-Clenshaw-Curtis 
quadrature for highly oscillatory integrals, Tech. Reports Nu-
merical Analysis (NA2016/04). DAMPT, University of Cam-
bridge, 2016, 12 p. 

71



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2020. № 4 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2020. № 4 

 
 

© Nechuiviter O. P., 2020 
DOI 10.15588/1607-3274-2020-4-7 

21. Gao J., Iserles A. An Adaptive Filon Algorithm for Highly 
Oscillatory Integrals, Tech. Reports Numerical Analysis 
(NA2016/05). DAMPT, University of Cambridge, 2016, 16 p. 

22. Khoromskij B., Veit A. Efficient computation of highly oscilla-
tory integrals by using QTT tensor approximation, Computa-
tional Methods in Applied Mathematics, 2016, Vol. 16, No. 3, 
pp. 145–159. DOI: 10.1515/cmam-2015-0033 

23. Gao J., Condon M., Iserles A. Spectral computation of highly 
oscillatory integral equations in laser theory, Tech. Reports Nu-
merical Analysis (NA2018/04), DAMPT, University of Cam-
bridge, 2018, 30 p. 

24.  Mezhuyev V. I. Lytvyn, O. M. Nechuiviter O. P., Per-
shyna Y. I., Lytvyn O. O., Keita K. V. Cubature formula for ap-

proximate calculation of integrals of two-dimensional irregular 
highly oscillating functions, U.P.B. Sci. Bull., Series A., 2017, 
Vol. 80, No. 3, pp. 169–182. 

25. Lytvyn O. M. Nechuiviter O. P., Pershyna I. I., Mezhuyev V. I. 
Input Information in the Approximate Calculation of Two-
Dimensional Integral from Highly Oscillating Functions (Ir-
regular Case), Recent Developments in Data Science and Intel-
ligent Analysis of Information : XVIII International Conference 
on Data Science and Intelligent Analysis of Information : pro-
ceedings. Kyiv, 2019, pp. 365–373. DOI: 10.1007/978-3-319-
97885-7_36 

Received 14.09.2020. 
Accepted 21.11.2020. 

 
УДК 519.6 

КУБАТУРНА ФОРМУЛА НАБЛИЖЕНОГО ОБЧИСЛЕННЯ ІНТЕГРАЛА ВІД ШВИДКООСЦИЛЮЮЧОЇ 
ФУНКЦІЇ ТРЬОХ ЗМІННИХ (ІРРЕГУЛЯРНИЙ ВИПАДОК) 

Нечуйвітер О. П. – д-р фіз.-мат. наук, доцент, завідувач кафедри інформаційних комп’ютерних технологій і математики 
Української інженерно-педагогічної академії, Харків, Україна. 

 
AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Інтеграли від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних є одним з центральних понять цифрової об-
робки сигналів та зображень. Об’єктом дослідження є цифрова обробки сигналів та зображень з використанням нових інфо-
рмаційних операторів. Мета роботи – побудова кубатурної формули наближеного обчислення потрійного інтегралу від 
швидкоосцилюючої функції  загального виду. Інформація про функції задається наборами слідів функцій на площинах. 

Метод. Сучасні методи цифрової обробки сигналів характеризуються новими підходами до отримання, обробки та ана-
лізу інформації. Є необхідність будувати математичні моделі, в яких інформація може задаватися не тільки значеннями фу-
нкції в точках, а і як сукупність слідів функції на площинах, як набір слідів функції на лініях. Існують оптимальні за точніс-
тю алгоритми обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних (регулярний випадок), які в своїй 
побудові передбачають різні типи задання інформації. Як розв’язання більш широкої задачі для нерегулярного випадку в 
роботі представлено кубатурну формулу наближеного обчислення потрійного інтегралу від швидкоосцилюючої функції у 
загальному виді. Представлений алгоритм наближеного обчислення інтегралу базується на використанні операторів, які 
відновлюють функцію трьох змінних з використанням набору слідів функцій на взаємоперпендикулярних площинах. Опе-
ратори використовують в якості допоміжних функцій кусково-сталі сплайни. Кубатурна формула відноситься до формул 
типу Файлона. Отримана оцінка похибки наближення інтегралу від швидкоосцилюючої функції кубатурною формулою на 
класі диференційовних функцій.  

Результати. Досліджена кубатурна формула наближеного обчислення потрійного інтегралу від швидкоосцилюючої фу-
нкції загального виду.  

Висновки. Проведені експерименти підтвердили отримані теоретичні результати щодо оцінки похибки наближення по-
трійного інтегралу від швидкоосцилюючої функції загального виду кубатурною формулою. Перспективою подальших до-
сліджень є отримання оцінки похибки наближення на більш широких класах функцій. А також довести, що запропонована 
кубатурна формула є оптимальною за порядком точності.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: цифрова обробка сигналів та зображень, кубатурна формула, чисельне інтегрівання швидкоосци-
люючих функцій багатьох змінних.  
 
УДК 519.6 

КУБАТУРНАЯ ФОРМУЛА ПРИБЛИЖЕННОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛА ОТ 
БЫСТРООСЦИЛЛИРУЮЩЕЙ ФУНКЦИИ ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ (ИРРЕГУЛЯРНЫЙ СЛУЧАЙ) 

Нечуйвитер О. П. – д-р физ.-мат. наук, доцент, заведующий кафедрой информационых компьютерных технологий и 
математики Украинской инженерно-педагогической академии, Харьков, Украина. 

 
AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Интегралы от быстроосциллирующих функций многих переменных относятся к одним из центральных 
понятий цифровой обработки сигналов и изображений. Объектом исследования является цифровая обработки сигналов и 
изображений с использованием новых информационных операторов. Цель работы – построение кубатурных формул при-
ближенного вычисления тройного интеграла от быстроосциллирующих функции в общем виде. Информация о функциях 
задается наборами следов функций на плоскостях. 

Метод. Современные методы цифровой обработки сигналов характеризуются новыми подходами к получению, обра-
ботке и анализу информации. Есть необходимость строить математические модели, в которых информация может задавать-
ся не только значениями функции в точках, но и как совокупность следов функции на плоскостях, как набор следов функ-
ции на линиях. Существуют оптимальные по точности алгоритмы вычисления интегралов от быстроосциллирующих функ-
ций многих переменных (регулярный случай), которые в своей построении предусматривают различные типы задания ин-
формации. Как решение более широкой задачи для общего случая в работе представлена кубатурная формула приближен-
ного вычисления тройного интеграла от быстроосциллирующих функции в общем виде. Представленный алгоритм при-
ближенного вычисления интеграла базируется на использовании операторов, которые восстанавливают функцию трех пе-
ременных с использованием набора следов функций на взаимноперпендикулярных плоскостях. Операторы используют в 
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качестве вспомогательных функций кусочно-постоянные сплайны. Кубатурная формула относится к формулам типа Фай-
лона. Полученна оценка погрешности приближения интеграла от быстроосциллирующей функции кубатурной формулой на 
классе дифференцируемых функций.  

Результаты. Исследована кубатурная формула приближенного вычисления тройного интеграла от быстроосциллирую-
щих функций общего вида. 

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили полученные теоретические результаты об оценке погрешности при-
ближения тройного интеграла от быстроосциллирующих функций общего вида кубатурной формулой. Перспективой даль-
нейших исследований является получение оценки погрешности приближения на более широких классах функций. А также 
доказать, что предложенная кубатурная формула является оптимальной по порядку точности. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: цифровая обработка сигналов и изображений, кубатурная формула, численное интегрирование 
быстроосциллирующих функций многих переменных. 
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ABSTRACT 

Context. The problem of deriving a solution for the average waiting time in a closed form queue for an ordinary system with 
second-order hyper-Erlang and hyperexponential input distributions and a system with shifted hyper-Erlang and hyperexponential 
input distributions is considered. 

Objective. Obtaining a solution for the main characteristic of the system – the average waiting time for requirements in the 
queue for a queuing system of type G/G/1 with conventional and shifted second-order hyper-Erlang and hyperexponential input 
distributions. 

Method. To solve this problem, we used the classical method of spectral decomposition of the solution of the Lindley integral 
equation, which allows us to obtain a solution for the average waiting time for the systems in question in a closed form. The spectral 
decomposition method for solving the Lindley integral equation occupies an important part of the theory of G/G/1 systems. For the 
practical application of the results obtained, the well-known method of moments of probability theory is used. 

Results. For the first time, spectral decompositions of the solution of the Lindley integral equation for both systems were 
obtained, with the help of which calculation formulas for the average waiting time in the queue for the above systems in closed form 
are derived. This approach allows you to calculate the average waiting time for these systems in mathematical packages for a wide 
range of traffic parameters. All other system characteristics are derived from the average waiting time. 

Conclusions. It is shown that the hypererlang second-order distribution law, as well as the hyperexponential one, which is three-
parameter, can be determined by both the first two moments and the first three moments. The choice of this law of probability 
distribution is because its coefficient of variation covers a wider range than for hyperexponential distribution. For shifted hypererlang 
and hyperexponential distribution laws, the coefficients of variation decrease and cover an even wider range than for conventional 
distributions. The introduction of time-shifted distributions expands the scope of QS taking into account the well-known fact from 
the queuing theory that the average waiting time is associated with the coefficients of variation of the intervals of arrivals and the 
service time by a quadratic dependence. The spectral decomposition method for solving the Lindley integral equation for a queuing 
system with second-order hyper-Erlang and hyperexponential input distributions allows us to obtain a solution in a closed form and 
this solution is published for the first time. The resulting solution complements and extends the well-known queuing theory formula 
for the average queue waiting time for queuing systems of type G/G/1. 

KEYWORDS: hypererlangian and hyperexponential distribution laws, Lindley integral equation, spectral decomposition 
method, Laplace transform.  

 
ABBREVIATIONS  

LIE is a Lindley integral equation; 
G/G/1 is a QS with arbitrary laws of distribution of 

intervals between receipt of requirements and service 
time; 

QS is a queuing system; 
PDF is a probability distribution function. 

NOMENCLATURE 
a(t) is a density function of the distribution of time 

between arrivals; 
( )A s∗  is a Laplace transform of the function a(t); 

b(t) is a density function of the distribution of service 
time; 

( )B s∗  is a Laplace transform of the function b(t); 
cλ  is a coefficient of variation of time between 

arrivals; 
cμ  is a coefficient of variation of service time; 

λD  is a variance of a random interval between 
arrivals; 

μD  is a service time variance; 
M is an exponential distribution law; 
H2 is a hyperexponential distribution law of the second 

order; 

2H−  is a shifted hyperexponential distribution law of 
the second order; 

HE2 is a hypererlangian distribution law of the second 
order; 

2HE−   is a shifted hypererlangian distribution law of 
the second order; 

I  is an average idle time; 
2I  is a second initial moment of the idle period; 

p is a parameter of the hyper-Erlang law; 
q is a parameter of the hyperexponential law; 
W(y) is a PDF of the waiting time in the queue; 
W  is an average waiting time in the queue; 

*( )W s  is a Laplace transform of waiting time density 
function; 

z is an any number from the interval (–1, 1); 
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λ is an input flow rate; 
1 2,λ λ  are parameters of the hypererlangian 

distribution law of the input flow; 
µ is a service intensity;  

1 2,μ μ  are parameters of the hyperexponential 
distribution law of service time; 

ρ  is a system load factor; 

λτ  is an average time between arrivals; 
2
λτ  is a second initial moment of time between 

arrivals; 
μτ  is an average service time; 

2
μτ  is a second initial moment of service time; 

( )s+Φ  is a Laplace transform of the PDF of waiting 
time; 

( )ψ s+  is a first component of spectral 
decomposition; 

( )s−ψ  is a second component of spectral 
decomposition; 

( )tχ  is a characteristic function of a random variable 
ξ. 

INTRODUCTION 
The article is devoted to the analysis of QS of type 

G/G/1 with arbitrary laws of the distribution of the input 
flow of requirements and the time of their servicing, for 
which, in the general case, a solution cannot be found for 
the main characteristic – the average waiting time of the 
requirements in the queue. Therefore, systems of the type 
G/G/1 can be studied only with specific laws of the 
distributions of the input flow of service time [1–3]. As is 
known, for example, from [1], for the G/G/1 system, the 
average waiting time is determined by the expression  

 
2 2 2λ μ (1 ρ) / λ

22(1 ρ) / λ
D D IW

I
+ + −

−
= − . (1)

 
Since expression (1) is associated with the coefficients 

of variation of the intervals of receipt and service by a 
quadratic dependence, the role of the latter for the value 
of the average waiting time is significant. The second 
term on the right-hand side of (1) remains unknown and it 
is likely that it may depend on the moments of the arrival 
intervals and the service time of a higher order than the 
first two. Because of this, formula (1) will be considered 
incomplete so far. In teletraffic theory, using average 
waiting time, packet delays in packet switching networks 
are estimated. In this paper, we restrict ourselves to the 
second-order hyper-Erlang distribution of the intervals 
between the input flow requirements and the second-order 
hyperexponential distribution of the service time because, 
when the order is higher than two are, further calculations 
become extremely time-consuming. 

The object of study is the queueing systems type 
G/G/1. 

The subject of study is the average waiting time in 
systems HE2/H2/1 and 2 2HE / H /1− − .  

The purpose of the work is obtaining a solution for 
the average waiting time of requirements in the queue in 
closed form for the above-mentioned systems. 

In the queueing theory, the studies of G/G/1 systems 
are relevant because they are actively used in modern 
teletraffic theory, moreover, one cannot obtain solutions 
for such systems in the final form for the general case. 
The laws of the Weibull or Gamma distributions of the 
most general form, which provide the range of variation 
of the coefficients of variation from 0 to ∞ depending on 
the value of their parameters, are not applicable in the 
spectral decomposition method. This is because the 
Laplace transform of the density function for these 
distributions cannot be expressed in elementary functions. 
Therefore, it is necessary to use other private laws of 
distributions. 

In the study of G/G/1 systems, an important role is 
played by the method of spectral decomposition of the 
solution of the Lindley integral equation and most of the 
results in the theory of mass service are obtained using 
this method.  

1 PROBLEM STATEMENT 
The article poses the problem of finding a solution for 

the waiting time of requirements in a queue in QS 
HE2/H2/1 with ordinary and shifted with distributions and 
constructing a mechanism for approximating arbitrary 
distribution laws with hyper-Erlang and hyperexponential 
ones. To study the G/G/1 systems, as is known, for 
example, from [1–4], the Lindley integral equation is 
used. One form of the Lindley integral equation (LIE) 
looks like this: 

( ) ( ) ( )d , 0;

0, 0.

y
W y u C u y

W y

y
−∞

⎧
⎪ − ≥

= ⎨
⎪

<⎩

∫  

Here is C(u) is PDF of the random variable u x t= − , 
where, in turn, x  is the random service time and the 
random variable t  is the interval between arrivals.  

When applying the method for solving the LIE, we 
will adhere to the author’s approach and symbolism [1], 
as was done in the author’s early works. For this, by 

( )A s∗  and ( )B s∗  we denote the Laplace transforms of the 
density functions of the distribution of intervals between 
arrivals and service time, respectively. 

We need to find the law of waiting time distribution in 
the system through the spectral decomposition of the 
form: ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /A s B s s s+ −− ⋅ − = ψ ψ , where 

( )ψ s+  and ( )ψ s−  are some rational functions of s that 

can be factorized. Functions ( )s+ψ  and ( )s−ψ  must 
satisfy the following conditions according to [1]. To solve 
the problem, it is necessary first to construct for these 
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systems spectral decompositions of the form 
( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /A s B s s s+ −− ⋅ − = ψ ψ .  

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
The method of spectral decomposition of the solution 

of the Lindley integral equation was first presented in 
detail in the classic queueing theory [1], and was 
subsequently used in many papers, including [2,3]. A 
different approach to solving Lindley’s equation has been 
used in [4]. That work used factorization instead of the 
term “spectral decomposition” and instead of the 
functions  ( )sψ+  and ( )sψ−  it used factorization 

components ( ),z t+ω  and ( ),z t−ω  of the function 
1 ( )z t− ⋅χ , where ( )tχ  is the characteristic function of a 
random variable ξ with an arbitrary distribution function 
C(t), and z is any number from the interval (−1, 1).  

In the scientific literature, including the web resources 
of specialized queue theory journals, the author was not 
able to find the results on the waiting time for QS with 
hyper-Erlang and hyperexponential input distributions of 
the 2nd order of the general form. 

In the field of systems with delay in time, the authors 
published the following works. In [5] the results on 
systems with delay H2/H2/1, H2/M/1, M/H2/1 are given, in 
[6] – on system with delay HE2/HE2/1, in [7] – on systems 
with a delay based on the QS E2/E2/1, E2/M/1, M/E2/1, 
and in [8] – on systems with a delay based on the QS 
HE2/M/1. Article [9] presents the results for a system with 
a delay M/HE2/1, and article [10] summarizes the results 
for eight systems with a delay in time. 

In [11] presents the results of the approach of queues 
to the Internet and mobile services as queues with a delay 
in time. Approximate methods with respect to the laws of 
distributions are described in detail in [3, 13–15], and 
similar studies in queuing theory have recently been 
carried out in [16–24].  

3 MATERIALS AND METHODS 
For the HE2/H2/1 system, the distribution laws of the 

input flow intervals and the service time are given by the 
density functions of the form:  

 
( ) ( )1 22 22 2

1 24 4 1t ta t p te p te− λ − λ= λ + − λ , (2)
 

( ) ( )1 21 21t tb t q e q e−μ −μ= μ + − μ . (3)
 
Distributions (2) and (3) in the scientific literature are 

denoted by HE2 and H2. They contain three parameters 
0<p<1, 1 2λ , λ 0>  and 0<q<1, 1 2, 0μ μ >  respectively, 
therefore, they allow you to approximate arbitrary input 
distributions at the level of the first three moments using 
the well-known method of moments. It was shown in [6] 
that the distribution of НE2 as well as H2 can be 
unambiguously described using both the two and three 
first moments. 

We write the Laplace transform functions (2) and (3): 

( ) ( )
2 2

* 1 2

1 2

2 2
1

2 2
A s p p

s s
⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ

= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ λ + λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

( ) ( )* 1 2

1 2
1B s q q

s s
μ μ

= + −
+μ +μ

. 

The expression ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /A s B s s s+ −− ⋅ − = ψ ψ  
for the spectral decomposition of the solution of the LIE 
for the HE2/H2/1 system takes the form:  

 

( )
( ) ( )

( )

2 2
1 2

1 2

1 2

1 2

2 2
1

2 2

1 1.

s
p p

s s s

q q
s s

+

−

⎡ ⎤ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥= + − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤μ μ

× + − −⎢ ⎥μ + μ +⎣ ⎦

 (4)

 
The first factor in (4) on the right side in square 

brackets is: 

( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1

2 2
1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2

2 2
1 2

2
0 1 2

2 2
1 2

2 2
1

2 2

16 16 4

2 2

1 16 16 4

2 2

,
2 2

p p
s s

p s s

s s

p s s

s s

a a s a s

s s

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

λ λ − λ λ + λ
= +

λ − λ −

− λ λ − λ λ + λ
+ =

λ − λ −

− +
=

λ − λ −

 

intermediate parameters used here 2 2
0 1 216a = λ λ , 

( )1 1 2 1 216 [ 1 ]a p p= λ λ λ + − λ , ( )2 2
2 1 24[ 1 ]a p p= λ + − λ . 

Similarly, imagine the second factor: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 21 2

1 2 1 2

0 1

1 2

1
1

,

q q s
q q

s s s s
b b s

s s

μ μ + μ + − μ⎡ ⎤⎡ ⎤μ μ ⎣ ⎦+ − = =⎢ ⎥μ + μ + μ + μ +⎣ ⎦
+

=
μ + μ +

 

intermediate parameters used here 210 μμ=b , 
( ) 211 1 μ−+μ= qqb . 

Continuing the decomposition, we obtain: 
 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2
0 1 2 0 1

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

5 4 3 2
4 3 2 1 0
2 2

1 2 1 2

1 2 3 4 5
2

1 2

( )( )

2 2 ( )( )

2 2 ( )( )

2 2 ( )( )

( )

2 2 ( )( )
( )( )( )( )( )

2 2

s a a s a s b b s
s s s s s

s s s s

s s s s

s s c s c s c s c s c

s s s s
s s s s s s s s s s s

s

+

−

ψ − + +
= −

ψ λ − λ − μ + μ +

λ − λ − μ + μ +
− =

λ − λ − μ + μ +

− − − − − −
= =

λ − λ − μ + μ +

− + + − − −
=

λ − λ −( )2 1 2
.

( )( )s s sμ + μ +

 
(5)
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The polynomial in the numerator on the right-hand 
side of expansion (5) usually always has one zero 0s =  
[1]. In this case, the free term of the expansion is also 
equal to 0: 2 2

0 0 1 2 1 216 0a b − λ λ μ μ ≡ . In the numerator, the 
fractions on the right side of the expansion obtained a 
polynomial of the sixth degree 

5 4 3 2
4 3 2 1 0( )s s c s c s c s c s c− − − − − − , whose coefficients 

are equal to:  
 

0 0 1 1 0 0 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 16 ( )c a b a b a= − − μ +μ + λ λ μμ λ +λ , 
1 1 1 2 0 0 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

16 ( )( )

4 [( ) 2 ],

c a b a b a= − + − + λ λ λ +λ μ +μ −

− μ μ λ +λ + λ λ
 

2 2 1 1 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2 1 2

4( )(4 )

4[( ) 2 ]( ),

c a b= + λ + λ λ λ +μ μ −

− λ + λ + λ λ μ +μ
 

2 2
3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 24( )( ) 4( ) 16 ,c = λ + λ μ +μ − λ + λ − λ λ −μ μ

4 1 2 1 24( )c = λ + λ −μ −μ . 

(6)

 
These coefficients are obtained by performing 

symbolic operations of the Mathcad mathematical 
package on the decomposition numerator (5), because in 
the numerator of the decomposition, 42 terms are 
obtained, and it is rather problematic to manually process 
and bring such terms. Perhaps that is why this problem 
was solved for the first time. Next, we select the 
polynomial in the decomposition numerator (5) 

 
5 4 3 2

4 3 2 1 0s c s c s c s c s c− − − − − , (7)
 

because determination of its roots and work with them is 
an important point in the method of spectral 
decomposition of the solution of LIE. 

The study of polynomial (7) with coefficients (6) 
using the Vietta formulas confirms the presence of two 
negative real roots as well as three positive real roots or 
one positive and two complex conjugate roots with 
positive real parts. The study of the sign of the least 
coefficient 0 0c >  of the polynomial (9) shows that it is 
always in the case of a stable system when 
0 ρ / 1μ λ< = τ τ < . In the general case, the presence of 
such roots follows from the existence and uniqueness of 
the spectral decomposition [1] or factorization [4]. 

Denoting the roots of the polynomial (7) with negative 
real parts, for convenience, by 1 2,s s− − , and with 
positive real parts, through 3 4 5, ,s s s , the relation 

( ) ( )ss −+ ψψ /  can finally be decomposed into the 
following factors: 

 
( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 4 5
2 2

1 2 1 2

( )( )( )( )( )
2 2 ( )( )

s s s s s s s s s s s s
s s s s s

+

−

ψ − + + − − −
=

ψ λ − λ − μ + μ +
. (8)

 

Therefore, taking into account conditions [1], we take 

for the function 1 2

1 2 )
ψ )

( )( )
(

( )(
s s s s s

s
s

s+
+ +

μ
=

+ μ +
, because the 

zeros of the polynomial (7): 0s = , 1 2,s s s s= − = − , and 
the poles 1μs = − , 2μs = −  lie in the region Re( 0)s ≤ , 

and for the function ( ) ( ) ( )2 2
1 2

3 4 5

2 2
( )( )( )

ψ
s s

s s s s
s

s s− −
=

λ − λ −
−

− −
, 

because its zeros and poles lie in the region ( )Re s D<  
defined by condition [1]. 

The fulfillment of conditions for the constructed 
functions also confirms the figure 1 where the zeros and 
poles of the relation are displayed on the complex s - 
plane to eliminate errors in constructing the spectral 
decomposition. In Figure 1, the poles are marked with 
crosses, and zeros are indicated by circles. 

 
Figure 1 – Zeros and poles of the function ( ) ( )ψ / ψs s+ −  for the 

system HE2/H2/1 

Next, by the method of spectral decomposition, we 

determine the constant 
( ) 1 2

0 1 2
lim
s

s s s
K

s
+

→

ψ
= =

μ μ
, where 

1 2,s s  are the absolute values of the negative roots 

1 2,s s− − . The constant K determines the probability that 
the demand entering the system finds it free.  

Using the function ( )s+ψ  and constant K, we define 

the Laplace transform of the PDF waiting time ( )W y : 

( ) ( )
( )( )

( )( )
1 2 2

1 2 1 2

1
ψ

s s sKs
s s s s s s

s
+

+

+ μ
Φ = =

+
μ

μ
+

+ μ
. 

From here, the Laplace transform of the waiting time 
density function ( )*( )W s s s+= ⋅Φ  is  

( ) ( )( )
( )( )

11 2 2*

1 2 1 2

s s s
W s

s s s
s

s
+

+ +
+

=
μ

μ μ
μ

. (9)

 
To find the average waiting time, we find the 

derivative of the function ( )*W s  with a minus sign at 
the point s=0:  

( ) ( )( )
( )( )

*
1 2 2

0 0
1 2 1 2

1 2 1 2

1| |

1 1 1 1 .
μ

s s
dW s s s s

ds s s s

s

s
s

s

= =
+ μ

− = − =
+ + μ μ

= + −

μ

μ

+

−

 

Finally, the average wait time for the HE2/H2/1 system  
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1 2 1 2

1 1 1 1
μ

W
s s

= + − −
μ

, (10)

 
where 1s , 2s  the absolute values of the negative roots are 
– 1s , – 2s  of the polynomial (9) with the coefficients given 
above, and 1μ , 2μ  – the distribution parameters (3). 
Thus, for the average waiting time in the QS HE2/H2/1, 
the solution in closed form (10) is obtained. 

From the expression (9), if necessary, you can also 
determine the moments of higher orders of the waiting 
time, for example, the second derivative of the 
transformation (9) at the point 0s =  gives the second 
initial moment of the waiting time 

2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22[( )( ) ( ) ( )]W s s s s s s− − − − − − − − − −= μ +μ + − + + −μ μ , 

which allows you to determine the dispersion of the 
waiting time. Given the definition of jitter in 
telecommunications as the spread of the waiting time 
around its average value [12], we will thereby be able to 
determine jitter through dispersion. This is an important 
result for delay-sensitive traffic analysis.  

The problem of approximating the distribution law (2) 
using both the first two moments and the first three 
moments is considered in detail in [6]. To do this, we use 
the initial moments up to the third order found for the 
distribution (2) found based on the Laplace transform 
property of the moment reproductions: 

 

( )
1 2

1
,

pp
λ

−
τ = +

λ λ
 

( )2
2 2
1 2

13
2

pp
λ

⎡ ⎤−
τ = +⎢ ⎥

λ λ⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

( )3
3 3
1 2

3 13 pp
λ

−
τ = +

λ λ
. 

(11)

 
When approximating using the first two moments, the 

unknown distribution parameters (2) are determined using 
the following expressions: 

1 2 / ,p λλ = τ  2 2(1 ) /p λλ = − τ , 
2

2
2(1 ) 31

2 8(1 )

c
p

c
λ

λ

+ −
= ±

+
. 

In this case, for the probability p you can take any of 
these values. It follows that the coefficient of variation of 
time between arrivals 1/ 2cλ ≥ . When approximating 
using the first three moments to find the distribution 
parameters (2), it is necessary to solve the system of three 
equations of the method of moments (11) in the Mathcad 
package. Moreover, a necessary and sufficient condition 
for the existence of a solution is the fulfillment of the 

condition: 3 2
λ λ λτ ⋅ τ ≥ τ . From (11) it follows that the 

square of coefficient of variation of time between arrivals 
 

2 2
2 1 2 1 2 1 2

2
1 2

2 ( ) (1 2 )( )
.

2[(1 ) ]
p p p

c
p p

λ
λ − λ λ −λ + − λ −λ

=
− λ + λ

 (12)

 

The same problem for distribution law (3) using both 
the first two moments and the first three moments was 
considered in detail by the author in [5]. To do this, we 
write the expressions for the initial moments of 
distribution (3): 

 
( )

1 2

1
,

qq
μ

−
τ = +

μ μ
 

( )2
2 2
1 2

2 12 ,
qq

μ
−

τ = +
μ μ

 

( )3
3 3
1 2

6 16 qq
μ

−
τ = +

μ μ
. 

(13)

 
In this case, to determine the unknown parameters, the 

following expressions are obtained  
 

1 2 /q μμ = τ , 2 2(1 ) /q μμ = − τ , 2 21[1 ( 1) / ( 1)]
2

q c cμ μ= ± − + . 

 
In this case, for the probability q you can take any of 
these values. It follows that the coefficient of variation of 
the service time 1cμ ≥ . 

From (13) it follows that the square of the coefficient 
of variation of the service time will be equal to 

 
2 2 2

2 1 1 2 2
2

1 2

(1 ) 2 (1 ) (2 )
.

[(1 ) ]
q q q q q

c
q q

μ
− μ − − μ μ + − μ

=
− μ + μ

 (14)

 
When approximating using the first three moments, in 

order to find the distribution parameters (3), it is 
necessary in the Mathcad package to solve the system of 
three equations (13) obtained by the method of moments. 
In this case, a necessary and sufficient condition for the 
existence of a solution is the fulfillment of the condition: 

3 21,5λ λ λτ ⋅ τ ≥ τ  [13]. Due to the simplicity of calculations, 
we will dwell on the approximation of the laws of 
distributions using the first two initial moments. 

Thus, the hypererlang law, as well as the 
hyperexponential distribution law, can be determined 
completely by the first two moments and cover the entire 
range of variation of the coefficient of variation from 
1/ 2  to ∞, which is wider than for the hyperexponential 
distribution from 1 to ∞. 

Next, we consider a system that is fundamentally 
different from the QS studied. For the HE2/H2/1 system 
with shifted laws of distributions of input flow intervals 
and service time, these laws are defined by density 
functions of the form: 

 

( )
( )1 0 2 02 ( ) 2 ( )2 2

1 0 2 0

0

0

4 ( ) 4 1 ( ) ,
,

0, 0 ,

t t t tt
a

p t t e p t e
t t

t t
t

− λ − − λ −⎧ λ − + − λ −
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⎪ ≤ ≤
⎩
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⎪
 

(15)
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( ) ( )1 0 2 0( ) ( )
1 2 0

0

1 , ,
0, 0 .

t t t tq e q e t tb t
t t

−μ − −μ −⎧ μ + − μ >⎪= ⎨
≤ ≤⎪⎩

(16)

 
The density functions (15) and (16) are shifted to the 

right from the zero point by the value of 0 0t > . Thus, we 
have a QS with a time delay of 0 0t > . Such a QS, unlike 

the conventional system, is denoted as 2 2HE / H /1− − . We 
are interested in the average wait time for the 

2 2HE / H /1− −  system. 
Statement. The spectral expansions 
( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /A s B s s s− ⋅ − = ψ ψ+ −  of the LIE solution 

for systems 2 2HE / H /1− −  and HE2/H2/1 completely 
coincide and have the form (10). Consequently, the 
Laplace transforms of the waiting time density function 
for them also coincide. 

Proof. The Laplace transforms of functions (15) and 
(16) will be respectively: 

 

( ) ( ) 0

2 2
1 2

1 2

2 2
* [ 1 ]

2 2
t sA s p p e
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( ) ( ) 0* 1 2

1 2
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. 

 
The spectral decomposition 
( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /A s B s s s+ −− ⋅ − = ψ ψ  of the LIE solution 

for the 2 2HE / H /1− −  system will be:  
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Here, the exponential functions due to the opposite 

signs of the exponents are zeroed out and thus the shift 
operation is leveled. We thereby obtained the same 
expression (8). Therefore, the spectral expansions for the 

2 2HE / H /1− −  and HE2/H2/1 systems completely coincide 
and have the form (8). Thus, all the above considerations 
for the HE2/H2/1 system are also valid for the system, but 
already with the changed numerical characteristics of the 
shifted distributions (15) and (16). The statement is 
proved. Now we can use for the new 2 2HE / H /1− −  system  
the results for the ordinary HE2/H2/1 system, but with the 

changed distributions parameters (15) and (16) due to the 
introduction of the shift parameter 0 0t >  into them. 

We define the numerical characteristics of the 
interval between the arrivals of requirements and service 
time for the new 2 2HE / H /1− −  system. To do this, we use 
the Laplace transforms of functions (15) and (16). The 
value of the first derivative of the function ( )A s∗  with a 
minus sign at the point s=0 is equal to 

( )
0

1
2

1
1

0
)1(* tpp

ds
sdA

s
+λ−+λ=− −−

=

. 

Hence, the average value of the intervals between 
adjacent requirements of the input flow will be equal to 

0
1

2
1

1 )1( tpp +λ−+λ=τ −−
λ . (17)

The value of the second derivative of the function at 
s=0 gives the second initial moment of the arrival interval 

 
2 2

0 0 2 2
1 2 1 2

(1 ) 3 (1 )2 [ ] [ ]
2

p p p pt tλ
− −

τ = + + + +
λ λ λ λ

. (18)

Define the square of the coefficient of variation  

2 2
2 1 2 1 2 1 2

2
0 1 2 1 2

2 ( ) (1 2 )( )
2[ (1 ) ]
p p p

c
t p p

λ
λ − λ λ −λ + − λ −λ

=
λ λ + − λ + λ

. (19)

 

Similarly, we determine the average service time 
through the Laplace transform ( )*B s  of function (16)  

1 1
1 2 0(1 )q q t− −

μτ = μ + − μ + . (20)
 

The value of the second derivative of the function 
( )*B s  at s=0 gives the second initial moment of service 

time  
 

2 2
0 0 2 2

1 2 1 2

(1 ) (1 )2 [ ] 2[ ]q q q qt tμ
− −

τ = + + + +
μ μ μ μ

. (21)

 
From here we define the square of the coefficient of 

variation of the service time: 
 

2 2 2
2 1 1 2 2

2
0 1 2 1 2

[(1 ) 2 (1 ) (2 ) ]
[ (1 ) ]

q q q q q
c

t q q
μ

− μ − μ μ − + − μ
=

μ μ + − μ + μ
. (22)

 
Note that the coefficients of variation , 0c cλ μ >  for 

the shift parameter 0 0t > .  
Now we estimate the effect of the shift parameter 

0 0t >  on the numerical characteristics of distributions 
(15) and (16). We are primarily interested in the square of 
the coefficient of variation, since the average waiting time 
in the G/G/1 system is related to the variation coefficients 
by the quadratic dependence (1). 
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Comparing expressions (12) and (19), we see that the 
time shift operation reduces the coefficient of variation of 
the intervals of receipts by a factor of 

0 1 2

1 2
1

[ (1 ) ]
t

p p
λ λ

+
λ − + λ

. Comparing (14) and (22) we get a 

decrease in 0 1 2

1 2
1

[ (1 ) ]
t

q q
μ μ

+
μ − +μ

 times. Consequently, a 

delayed system provides shorter waiting times than a 
conventional system with the same load ρ . This is the 
essence of introducing a delay parameter 0 0t >  to reduce 
the coefficients of variation of intervals in the input 
stream and service time, and because of reducing the 
waiting time for requests in the queue. 

Also in this lies the quantitative and qualitative 
difference between a delayed system and a conventional 
system. The results of computational experiments 
unequivocally confirm these facts.  

Considering expressions (17)–(19) as a record of the 
method of moments, we find the unknown distribution 
parameters (15) by doing the same with the usual 
distribution (2), setting  

 

1 02 / ( )p tλλ = τ − , 2 02(1 ) / ( )p tλλ = − τ − . (23)
 

and demanding the fulfillment of condition (19). 
Substituting expressions (23) into (19) and solving the 
obtained fourth-degree equation with respect to the 
parameter p and taking into account the condition 

0 1p< < , we find 
2

0
2 2 2

0

3( )1 1
2 4 8[( ) ]

t
p

t c
λ

λ λ λ

τ −
= ± −

τ − + τ
 and 

then we determine the parameters 1λ  and 2λ  from (23).  
By doing the same with expressions (20)–(22), setting 
 

1 02 / ( )q tμμ = τ − , 2 02(1 ) / ( )q tμμ = − τ − .      (24)
 

and substituting (24) into (22) we obtain an equation of 
the fourth degree with respect to the parameter q. Having 
solved it taking into account the conditions 0 1q< < , we 
determine the parameter 

2
0

2 2 2
0

( )1 1
2 4 2[( ) ]

t
q

t c
μ

μ μ μ

τ −
= ± −

τ − + τ
. Substituting the 

expression for q in (24), we find the unknown distribution 
parameters (16) 1 2,μ μ . Moreover, as p and q, you can 
choose any of two values.  

Note. The range of applicability of the 2 2HE / H /1− −  
system will be determined by the no negativity of the 
expressions under the square root for parameters p and q. 

Thus, the algorithm for calculating the average 
waiting time for given input parameters 0, , , ,c c tλ μ λ μτ τ  
is reduced to a sequential solution of these equations. 
Next, we determine the coefficients of the polynomial (9) 
from the above expressions (8) and find the necessary 
roots with negative real parts 1 2,s s− − . Substituting the 

absolute values of these roots in expression (10), we 
determine the average waiting time. The presence of such 
roots is due to the existence and uniqueness of spectral 
decomposition. Numerous experiments carried out only 
confirm this fact.  

4 EXPERIMENTS 
Below in the table. 1 shows the calculation data in 

Mathcad package for the HE2/H2/1 system for the cases of 
low, medium and high loads 0,1; 0,5; 0,9ρ = . Note that 

the HE2/H2/1 system is applicable for λ 1/ 2с ≥ , 1сμ ≥ . 
The load factor ρ  in all tables is determined by the ratio 
of average intervals /μ λρ = τ τ . The calculations given in 
all tables are carried out for the normalized service time 

1μτ = . Moreover, for comparison, the known results for 
H2/H2/1 QS were used [5]. Due to the fact that the 
H2/H2/1 system is not applicable in the case 1cλ < , in 
table 1 dashes are given. 

 
Table 1 – Results of experiments for QS HE2/H2/1 and 

H2/H2/1 
Input parameters Average waiting time 

ρ ( , )c cλ μ
 For QS 

НE2/Н2/1 
For QS 
H2/H2/1 

(0.71;1) 0.030 – 
(2.2) 0.335 0.445 
(4.4) 1.666 1.779 0.1 

(8.8) 7.10 7.112 
(0.71;1) 0.620 – 

(2.2) 3.974 4.044 
(4.4) 16.392 16.129 0.5 

(8.8) 65.967 64.178 
(0.71;1) 6.607 – 

(2.2) 36.271 36.20 
(4.4) 145.465 144.833 0.9 

(8.8) 580.822 577.861 

Table 2 shows the calculation results for the 

2 2HE / H /1− −  system. For comparison, table 2 on the right 
shows the results for the conventional HE2/H2/1 system. 

Table 2 – Results of experiments for QS 2 2HE / H /1− −  and 
HE2/H2/1 

Input parameters Average waiting time 

For QS 2 2HE / H / 1− −  ρ  ( ; )c cλ μ  

t0=0.9 t0=0.5 t0=0.01 

For QS 
HE2/H2/1 

(0.71;0.71) 0.021 0.023 – 0.030 
(2;2) 0.282 0.321 0.334 0.335 
(4;4) 1.200 1.528 1.663 1.666 0.1 

(8;8) 4.875 6.400 7.088 7.100 
(0.71;0.71) 0.270 0.313 – 0.620 

(2;2) 2.311 3.118 3.957 3.974 
(4;4) 9.322 12.794 16.323 16.392 0.5 

(8;8) 37.366 51.497 65.692 65.967 
(0.71;0.71) 3.052 4.125 – 6.607 

(2;2) 24.313 33.405 36.241 36.271 
(4;4) 97.284 133.291 145.327 145.465 0.9 

(8;8) 389.166 532.177 580.254 580.822 
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5 RESULTS 
With a decrease in the parameter value 0t , the average 

waiting time in the system tends to the average waiting 
time in the HE2/H2/1 system, which confirms the 
complete adequacy and reliability of the results. In some 
cases, with 0t =0.01, the system with delay is not defined 
and there are dashes in the table. This is due to the note 
made above. 

In the work, spectral expansions of the solution of the 
Lindley integral equation for two systems HE2/H2/1, 

2 2HE / H /1− −  are obtained, and it is proved that they 
completely coincide. Using the spectral decomposition, a 
formula is derived for the average waiting time in the 
queue for these systems in closed form. These formula 
complement and extend the well-known incomplete 
formula (1) for the average waiting time for G/G/1 
systems. 

As can be seen from tables 1, the results in both cases 
are quite close, and the difference is explained by the fact 
that the distributions of НE2 and Н2 are still different. The 
data in table 2 confirm the adequacy and reliability of the 
above mathematical calculations.  

 
6 DISCUSSION 

The article presents an analytical solution for the 
average waiting time in the queue for the HE2/H2/1 
system using the symbolic operations of the Mathcad 
package. The same solution allows it to be used for a 

2 2HE / H /1− −  system with delay. Using the proposed 
approach, in addition to the average waiting time, one can 
determine the variance and moments of higher orders of 
waiting time. The result obtained, on the one hand, 
supplements the HE2/H2/1 system, and, on the other hand, 
expands the range of variation of the coefficients of 
variation of the intervals of arrivals and service time from 
1/ 2  to ∞. To be convincing, the calculation data for the 
HE2/H2/1 system are compared with the results for the 
H2/H2/1 system, which demonstrates their sufficient 
proximity. 

The time shift operation reduces the variation 
coefficients of the interval between arrivals and the 
service time of requirements. Because the average waiting 
time in the G/G/1 system is related to the coefficients of 
variation of the arrival intervals and service time by the 
quadratic dependence, the average waiting time in the 
delayed system will be less than in a conventional system 
with the same load factor. 

 
CONCLUSIONS 

The article presents the solution to the problem of 
determining the average waiting time for two queuing 
systems HE2/H2/1 and 2 2HE / H /1− −  by the classical 
method of spectral decomposition. 

The scientific novelty of the results is that spectral 
decompositions of the solution of the Lindley integral 
equation for the systems under consideration were 

obtained for the first time and, using spectral 
decompositions, formulas were derived for the average 
queue waiting time for these systems in closed form. 
These formulas expand and supplement formula (1) for 
the average waiting time for G/G/1 systems with arbitrary 
laws of the distributions of the input stream and service 
time. 

The practical significance of the work lies in the fact 
that the obtained results can be successfully applied in the 
modern theory of teletraffic, where the delays of 
incoming traffic packets play a primary role. For this, it is 
necessary to know the numerical characteristics of the 
incoming traffic intervals and the service time at the level 
of the first two moments, which does not cause 
difficulties when using modern traffic analyzers. 

Prospects for further research are seen in the 
continuation of the study of systems of type G/G/1 with 
other common input distributions and in expanding and 
supplementing the formulas for average waiting time. 
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МОДЕЛЬ ТЕЛЕТРАФІКА НА ОСНОВІ СИСТЕМ HE2/H2/1 ЗІ ЗВИЧАЙНИМИ ТА ЗСУНУТИМИ ВХІДНИМИ 

РОЗПОДІЛАМИ 
Актуальність. Розглянуто задачу виведення рішення для середнього часу очікування в черзі у замкнутій формі для 

звичайної системи з гіперерлангівськими і гіперекспонеційними вхідними розподілами другого порядку і системи зі 
зсунутими г гіперерлангівськими і гіперекспонеційними вхідними розподілами. 

Мета роботи. Отримання рішення для основної характеристики системи – середнього часу очікування вимог у черзі для 
двох систем масового обслуговування типу G/G/1. 

Метод. Для вирішення поставленого завдання був використаний класичний метод спектрального розкладання рішення 
інтегрального рівняння Ліндлі. Цей метод дозволяє отримати рішення для середнього часу очікування для розглянутих 
систем у замкнутій формі. Метод спектрального розкладання рішення інтегрального рівняння Ліндлі грає важливу роль в 
теорії систем G/G/1. Для практичного застосування отриманих результатів було використано відомий метод моментів теорії 
ймовірностей. 

Результати. Вперше отримано спектральне розкладання рішення інтегрального рівняння Линдли для двох систем, за 
допомогою якого виведено розрахунковий вираз для середнього часу очікування в черзі у замкнутій формі. Такий підхід 
дозволяє розрахувати середній час очікування для зазначених систем у математичних пакетах для широкого діапазону зміни 
параметрів трафіку. Усі інші характеристики систем є похідними від середнього часу очікування. 

Висновки. Показано, що гіперерлангівський закон розподілу другого порядку, як і гіперекспонеційний є 
трипараметричним, може визначатися як двома першими моментами, так і трьома першими моментами. Вибір такого 
закону розподілу ймовірностей обумовлений тим, що його коефіцієнт варіації охоплює більш широкий діапазон, ніж у 
гіперекспонеційнего розподілу. Для зсунутих гіперерлангівського і гіперекспонеційнего законів розподілів коефіцієнти 
варіацій зменшуються і охоплюють ще більш широкий діапазон, ніж у звичайних розподілів. Введення зсунутих в часі 
розподілів розширює сферу застосування систем масового обслуговування з урахуванням відомого факту з теорії масового 
обслуговування, що середній час очікування пов’язаний з коефіцієнтами варіацій інтервалів надходжень і часу 
обслуговування квадратичною залежністю. Метод спектрального розкладання рішення інтегрального рівняння Ліндли для 
системи масового обслуговування з гіперерлангівськими і гіперекспонеційними вхідними розподілами другого порядку 
дозволяє отримати рішення в замкнутій формі і це рішення публікується вперше. Отримане рішення доповнює і розширює 
відому формулу теорії масового обслуговування для середнього часу очікування вимог в черзі для системи масового 
обслуговування типу G/G/1. 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Рассмотрена задача вывода решения для среднего времени ожидания в очереди в замкнутой форме для 
обычной системы с гиперэрланговскими и гиперэкспоненциальными входными распределениями второго порядка и 
системы со сдвинутыми гиперэрланговскими и гиперэкспоненциальными входными распределениями. 

Цель работы. Получение решения для основной характеристики системы – среднего времени ожидания требований в 
очереди для системы массового обслуживания типа G/G/1 с обычными и со сдвинутыми с гиперэрланговскими и 
гиперэкспоненциальными входными распределениями второго порядка. 

Метод. Для решения поставленной задачи использован классический метод спектрального разложения решения 
интегрального уравнения Линдли, который позволяет получить решение для среднего времени ожидания для 
рассматриваемых систем в замкнутой форме. Метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли 
занимает важную часть теории систем G/G/1. Для практического применения полученных результатов использован 
известный метод моментов теории вероятностей. 

Результаты. Впервые получены спектральные разложения решения интегрального уравнения Линдли для обеих систем, 
с помощью которых выведены расчетные формулы для среднего времени ожидания в очереди для вышеуказанных систем в 
замкнутой форме. Такой подход позволяет рассчитать среднее время ожидания для указанных систем в математических 
пакетах для широкого диапазона изменения параметров трафика. Все остальные характеристики систем являются 
производными от среднего времени ожидания. 

Выводы. Показано, что гиперэрланговский закон распределения второго порядка, как и гиперэкспоненциальный, 
являющийся трехпараметрическим, может определяться как двумя первыми моментами, так и тремя первыми моментами. 
Выбор такого закона распределения вероятностей обусловлен тем, что его коэффициент вариации охватывает более 
широкий диапазон, чем у гиперэкспоненциального распределения. Для сдвинутых гиперэрланговского и 
гиперэкспоненциального законов распределений коэффициенты вариаций уменьшаются и охватывают еще более широкий 
диапазон, чем у обычных распределений. Введение сдвинутых во времени распределений расширяет область применения 
систем массового обслуживания с учетом известного факта из теории массового обслуживания, что среднее время 
ожидания связано с коэффициентами вариаций интервалов поступлений и времени обслуживания квадратичной 
зависимостью. Метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли для системы массового 
обслуживания с гиперэрланговскими и гиперэкспоненциальными входными распределениями второго порядка позволяет 
получить решение в замкнутой форме и это решение публикуется впервые Полученное решение дополняет и расширяет 
известную формулу теории массового обслуживания для среднего времени ожидания требований в очереди для системы 
массового обслуживания типа G/G/1. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: гиперэрланговский и гиперэкспоненциальный законы распределения, интегральное уравнение 
Линдли, метод спектрального разложения, преобразование Лапласа. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Сучасні системи комп’ютерного зору потребують дієвих класифікаційних рішень на підґрунті поглибле-

ного аналізу природи оброблюваних даних. Статистичні розподіли є на сьогодні першорядним засобом аналізу у системах 
розпізнавання образів. У випадку, якщо опис розпізнаваного об’єкту подано чималою множиною векторів, статистичний 
апарат стає фундаментальним способом ефективного прийняття рішення про клас розпізнаваного об’єкту. Це викликає не-
обхідність застосування універсального апарату розподілів у загальному виді для системи багатовимірних дескрипторів 
опису за встановленими класами даних, що визначаються заданою базою еталонів. Класифікатор створює або організовує 
нову просторову структуру векторів із елементів аналізованого об’єкту, яка загалом має деяку оцінювану подібність до 
структури чи складу елементів еталону, а класифікація здійснюється шляхом оптимізації міри цієї подібності на множині 
еталонів. Ймовірнісна модель породження даних виступає ключовим практичним підходом до формалізації задачі навчання 
класифікатора, суть якої полягає у встановленні статистичних розподілів об’єктів чи їх складових з наступною процедурою 
агрегації компонентних рішень та подальшої оптимізації у середовищі класів. Цінним представляється також вивчення та 
застосування критеріїв оцінювання ефективності у задачі класифікації, що ґрунтується на статистичних засадах. 

Мета роботи. Розроблення методу результативної класифікації зображень шляхом впровадження ансамблевих статис-
тичних рішень для складу компонентів опису. 

Метод. Запропоновано спосіб класифікації зображень на основі побудови узагальненого рішення ансамблю компонент, 
для яких попередньо обчислюються статистичні розподіли за класами даних. 

Результати. Здійснено синтез методу класифікації шляхом застосування ансамблевого рішення компонентів опису. Під-
тверджено працездатність і ефективність розробленого класифікатора. На прикладах застосування методу для синтезованих 
даних із використанням традиційних критеріїв експериментально оцінена його результативність. 

Висновки. Досліджені способи побудови класифікатора зображень засновані на ансамблі часткових рішень даних ста-
тистичного аналізу для складових структурного опису у вигляді множини дескрипторів ключових точок. Статистичний під-
хід забезпечує виявлення пріоритетного класифікаційного рішення для компонентів опису, за множиною яких формується 
результуюче рішення ансамблю.  

Наукову новизну дослідження складає розроблення методу класифікації зображень на підставі ансамблю рішень компо-
нентів опису, що засновані на їх статистичних розподілах за класами даних.  

Практична значущість роботи полягає у підтвердженні працездатності та результативності запропонованих методів на 
демонстраційних прикладах. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: комп’ютерний зір, методи структурного розпізнавання зображень, множина ключових точок, де-
скриптор ORB, компоненти опису, статистичний розподіл, ансамбль рішень, критерій ефективності класифікації. 

 
АБРЕВІАТУРИ 

КТ – ключова точка; 
ORB (Oriented FAST and Rotated BRIEF) – детектор, 

що формує дескриптори ключових точок. 
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НОМЕНКЛАТУРА 
n  – розмірність дескриптора КТ; 

nB – простір бінарних векторів розмірності n ; 
iE  – опис еталону; 

E  – база еталонів; 
s  – число дескрипторів опису; 
N  – число класів; 

ρ – метрика у просторі nB ; 
K  – класифікатор; 

)(iα  – вектор центру опису еталону; 
)(iev  – дескриптор еталону i -го класу з номером v ; 

μ  – функція належності; 
),( ievη  – міра подібності дескриптора ve  до класу 

i ; 
χ  – відстань Хемінга; 
d  – вектор статистичного розподілу дескриптора за 

класами; 
D  – матриця розподілів для множини дескрипторів 

опису; 
vc  – клас дескриптора з номером V ;  

h  – вектор голосів класів; 
Θ  – функція комбінування рішень дескрипторів 

опису; 
dδ  – поріг для локального рішення; 

TP  – число дескрипторів, для яких правильно визна-
чено клас; 

FP  – число дескрипторів інших еталонів, невірно 
віднесених до аналізованого класу; 

FN  – число дескрипторів, неправильно віднесених 
до іншого класу; 

prec – точність класифікації; 
compl – показник повноти результатів класифікації. 
 

ВСТУП 
Використання статистичних методів як апарату інте-

лектуального аналізу даних з метою побудови класифі-
каторів для образів візуальних об’єктів у системах 
комп’ютерного зору націлене на забезпечення високих 
показників їх функціонування за рахунок поглибленого 
виявлення властивостей, змісту, структури еталонних 
даних та впровадження цих знань у процес класифікації 
[1–6]. Елементом простору образів у середовищі вектор-
них даних з дійсними чи бінарними компонентами при 
впровадженні структурних методів розпізнавання є скін-
ченна множина дескрипторів КТ зображення [2]. При-
клад координат КТ, виявлених детектором ORB, показа-
но на рис. 1 [12]. 

Статистичні розподіли даних є першорядним засобом 
аналізу даних у системах розпізнавання образів. У випа-
дку, якщо опис розпізнаваного об’єкту подано множи-
ною векторів, статистичний апарат стає фундаменталь-
ним способом прийняття рішення про клас об’єкту. Роз-
поділи даних описів у складі системи блоків для дескри-
пторів КТ показали свою високу результативність у ас-
пекті якості класифікації та швидкодії оброблення [2]. 
Виникає необхідність впровадження апарату розподілів 
у загальному виді для системи багатовимірних дескрип-

торів опису за встановленими класами даних, що визна-
чаються заданою базою еталонів [3]. 

Синергетичний підхід до аналізу складних систем 
включає вивчення ансамблю їх компонентів, що у про-
цесі самоорганізації створюють просторові, часові або 
функціональні структури [3, 4, 7, 19]. Класифікатор за 
множиною КТ створює або організовує нову просторову 
структуру векторів із елементів аналізованого об’єкту, 
яка загалом має деяку оцінювану подібність до структу-
ри чи складу елементів окремого еталону, а класифікація 
здійснюється шляхом оптимізації міри цієї подібності.  

Навчання класифікатора виступає при цьому як спо-
сіб передачі інформації від нижніх рівнів ієрархії даних 
(описи еталонів як множина дескрипторів КТ) до верхніх 
(класифікація), що здатні узагальнювати знання нижніх 
рівнів.  

Ймовірнісна модель породження даних виступає 
ключовим практичним підходом до формалізації задачі 
навчання класифікатора, суть якої полягає у встановлен-
ні статистичних розподілів об’єктів чи їх складових з 
наступною процедурою агрегації та оптимізації на мно-
жині класів [1, 8]. 

 

 
Рисунок 1 – Координати 500 КТ дескриптора ORB на 
зображенні герба Масачусетського університету 
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Об’єктом дослідження статті є впровадження ста-
тистичного апарату аналізу даних у побудову класи-
фікатора зображень за описом множини дескрипторів 
ключових точок.  

Предметом дослідження є синтез класифікатора 
на підставі набору статистичних розподілів за еталон-
ними класами для компонентів структурного опису.  

Мета – розроблення методу результативної кла-
сифікації зображень шляхом впровадження ансамбле-
вих рішень складу компонентів опису. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглянемо багатовимірний простір nB  усяких 
бінарних векторів розмірністю n , де фактично буде-
мо конструювати описи об’єкту і еталонів. Зафіксує-
мо окрему мультимножину векторів n

i BE ⊆  як опис 
візуального об’єкту (зображення) у просторі множин 
дескрипторів КТ, { }s

vvi ieE 1)( == , iEcards =  – число 
дескрипторів у множині [2, 8, 9]. Ознаки – це вектори 

n
k Be ∈ , скінченна множина яких створює опис 

об’єкту.  
Задамо nn

kk BeBeee ∈∈∀ ττ ,),,(  відстань 

],0[: ∞→×ρ nn BB  у векторному просторі nB . При-
кладом є Хемінгова метрика, для бінарних даних діа-
пазон значень цієї метрики фіксований – ],0[ n . Від-
стань є фундаментальним критерієм еквівалентності 
на множині }{ ke , так як віддзеркалює візуальну схо-
жість піксельних околів КТ для функції яскравості 
зображення, яку відображає дескриптор. Еквівалент-
ність τeek ~  для двох дескрипторів τeek ,  визначаємо 
на підставі порогу pδ  для величини метрики:  

 
pkk eeee δ≤ρ ττ ),(:~ . 

 
Класифікація передбачає наявність деякої бази E  

описів еталонних зображень розмірністю N : 
},...,,{ 21 NEEEE = . Кожен еталонний опис iE  пред-

ставляє для класифікатора окремий клас та має вид 
скінченної множини дескрипторів КТ – векторів із 

nB . 
Основна задача дослідження полягає у побудові 

класифікатора ],...,2,1[: NBK n →  на основі констру-
ювання ймовірнісної системи ознак за результатом 
навчання на матеріалі наявної бази 

},...,,{ 21 NEEEE = . 
Ключова ідея побудови класифікатора: для кожно-

го дескриптора об’єкту чи еталонів встановити сту-
пінь належності до встановлених класів у вигляді ста-
тистичного розподілу, а потім на підставі отриманої 
системи розподілів побудувати інтегровану ансамбле-
ву міру релевантності щодо опису аналізованого 
об’єкту і застосувати її у класифікаторі шляхом опти-

мізації у системі класів. На підставі наявної бази опи-
сів еталонів шляхом навчання створюємо новий прос-
тір образів компонентних даних класифікації у складі 
значень їх ймовірнісної міри належності до класів. 
Впровадження такого підходу із використанням анса-
мблю рішень компонентів забезпечує вагому резуль-
тативність класифікації. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Формальна постановка задачі класифікації із вико-
ристанням опису зображення як множини дескрипто-
рів КТ сформульована у [2, 8], де також вивчаються 
особливості та переваги застосування моделі структу-
рного опису у методах статистичної класифікації [1, 
4–6]. Зазначається, що ключовою проблемою є заве-
ликий обсяг обчислювальних витрат при обробленні 
об’ємних векторних масивів. У статтях [8, 12, 14] ви-
вчаються статистичні моделі для побудови модифіка-
цій простору ознак задля скорочення обсягу обчис-
лень, зокрема, розглядається застосування методів 
агрегації даних шляхом визначення їх центрів. Моно-
графії [3, 7] присвячені безпосередньо аналізу моде-
лей навчання для фіксованої бази описів і визначення 
функції належності компонентних даних до системи 
класів.  

У статтях [12, 17, 21] обговорюється принцип по-
будови та використання детектора ORB для форму-
вання бінарних дескрипторів КТ.  

Дослідження [4–6] містять результати по приклад-
ному впровадженню статистичних підходів до класи-
фікації з використанням ансамблевих засобів оброб-
лення. У працях [9–11] детально викладено способи 
навчання та оцінювання результативності інтелектуа-
льних систем з використанням статистичних мір при 
визначенні релевантності описів. Роботи [3, 11, 13, 14] 
містять моделі для побудови ансамблевих рішень та 
оцінювання ефективності систем класифікації на під-
ставі рішень окремих компонентів. При цьому обго-
ворюються такі переваги ансамблевих рішень, як 
стійкість до викривлень окремих складників та забез-
печення вищої точності аналізу даних чи навчання. 

Роботи [15–18] використано як джерела класичних 
та сучасних методів статистичного оцінювання, книга 
[19] містить викладення сучасних принципів самоор-
ганізації інтелектуальних систем, а джерела [2, 14, 20] 
включають результати досліджень авторів при впро-
вадженні статистичних підходів для побудови класи-
фікаторів зображень у просторі структурних описів. 
Зокрема, у роботі [20] запропоновано технології дерев 
рішень для класифікації візуальних об’єктів із вико-
ристанням статистичних характеристик структурного 
опису зображення 

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Трансформуємо опис фіксованого еталону 
s
vvi ieE 1)}({ ==  із бази E  у n -мірному векторному 

просторі у деякий «центр опису» – агрегований век-
тор ( i – номер еталону) 
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))(),...,(),(()1( 21 iii nααα=α , 
 

компоненти якого обчислюються на підставі множини 
iE  дескрипторів опису. Центр опису α  можна визна-

чити, наприклад, шляхом обчислення середнього зна-
чення чи медіани для фіксованої множини векторів 
[8–10]. Обчислимо такі статистичні характеристики у 
виді вектору )(iα  для кожного із еталонів, що і буде 
основою класифікації.  

У свою чергу, вектор iv Eie ∈)(  з номером V  ета-
лону як і будь-який дескриптор об’єкту, можна фор-
мально розглядати як 

 

))(),...,(),(()( ,2,1, ieieieie nvvvv = .  (1) 
 

Тепер задамо спектр аналізованих даних у аспекті 
віднесення складового елементу опису (дескриптора) 
до класів еталонів шляхом визначення деякої функції 
належності зі значеннями із діапазону 0…1 [7]: 

 

]1,0[: →μ nB , ]1,0[))(( ∈μ iev .    (2)  
 

Як бачимо, аргументами функції μ  є дескриптор 
опису і номер класу. 

Функцію належності μ  визначимо на підставі 
ключового параметру data science – співвідношення 
значень мір, що виражають число сприятливих випад-
ків та загального числа N  випадків, що задається 
кількістю класів [4] 

 

∑ = η

η
=μ N

i v

v
v

ie

ie
ie

1 ),(

),(
))(( .    (3) 

 
Міра подібності ),( ievη  може бути задана через 

відстань ρ  у векторному просторі, наприклад, через 
манхетенську метрику  

 

∑ = α−=ρ n
k kkvv iieie 1 , )()(),( .    (4) 

 

Для випадку, якщо nBi ∈α )( , n
v Bie ∈)(  замість 

(4) можна застосувати менш обчислювально затратну 
відстань ),( ievχ  Хемінга у просторі nB  (число не 
співпадаючих бітів), тоді подібність ),( ievη  буде ви-
значена як ),(),( ienie vv χ−=η . 

Для кожного елемента )(iev  за виразом (3) тепер 
обчислимо значення вектора d  його статистичного 
розподілу за множиною N  класів 

 
))(),...,2(),1(( Ndddd = , ))(()( ieid vμ= , 

∑ = =N
i id1 1)( .    (5) 

Зі статистичної точки зору вектор d  для довільно-
го дескриптору еталону чи об’єкту виражає ступінь 
близькості до класу без аналізу його значущості. 

Можна розглянути матрицю { }{ }Nis
kk idD 11)( === , що 

аналогічно нечіткому поданню задає значення міри 
належності (3) для всіх елементів аналізованого опи-
су. Фактично D  визначає розподіл даних за визначе-
ними апріорі класами (табл. 1). 

Значення матриці D  дають можливість запрова-
дити логічне оброблення вхідних даних на предмет 
видалення можливих завад (тобто хибних дескрипто-
рів) шляхом аналізу значень відстаней (4) чи значень 
(5) з використанням порогу. У той же час цей аналіз 
може бути впроваджено і на етапі класифікації.  

 
Таблиця 1 – Структура матриці розподілів D  

Класи Елементи 
опису 1 … N  

1 )1(1d  … )(1 Nd  
… … … … 
s  )1(sd  … )(Nd s  

 
На основі матриці D  побудуємо класифікатор K  

для структурного опису довільного об’єкта (множини 
дескрипторів), що реалізує відображення 

],...,2,1[: NDK →  із множини розподілів компонентів 
даних у множину класів. Зауважимо, що результатив-
ність такого класифікатора (схема на рис. 2) безпосе-
редньо залежить від наявних значень опису бази ета-
лонів. 

На першому етапі збудуємо розподіли (5) за кла-
сами даних безпосередньо для множини еталонів ба-
зи. Зрозуміло, що для кожного представника EEi ∈  
із набору еталонів класифікатор K  повинен отримати 
номер відповідного еталону, опис якого поступає на 
вхід класифікатора. Це є першочерговим принципом 
адекватності функціонування класифікатора, який 
повинен впевнено розрізняти описи із множини ета-
лонів. Наприклад, у розподілі даних для 1-го еталону 
(1-й стовпець матриці D ) найчастіше максимальний 
елемент повинен виявитися на 1-му місці, тобто пер-
ша компонента повинна домінувати над іншими. 
Аналогічно для 2-го еталону домінуючим елементом 
розподілу повинен бути 2-й і т.д. 

Розглянемо способи побудови класифікатора. 
1. Класифікатор K  можна побудувати шляхом ви-

значення стовпця матриці D  з максимальною сумою 
елементів  

 ∑ == s
v v

i
idjK 1 )(maxarg: ,    (6) 

що встановлює клас j  аналізованого об’єкту через 
агрегацію розподілів кожного із класів (окремий сто-
впець) за всією множиною складових опису. Класифі-
кація (6) відповідає найбільш правдоподібному рі-
шенню, так як побудована на додаванні значень одно-
типних розподілів [1, 2, 9]. 

2. Інший варіант побудови K  полягає у обчислен-
ні максимального значення для кожного рядка матри-
ці D  
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{ })(maxarg

,...,1
idс v

Ni
v

=
= ,    (7) 

 
тобто шляхом визначення для кожного дескриптора 
найбільш вагомого класу за вектором розподілів, що 
відповідає параметру моди. За результатом (7) для 
всієї множини дескрипторів опису отримуємо цілочи-
сельний вектор голосів 

  
),...,,( 21 Nhhhh = , ∑ == s

v vb ch 1 , Nb ,1= ,   (8) 
 
на підставі якого визначимо номер класу  
 

b
b

hr maxarg= ,    (9) 

 
що набрав максимальне значення серед голосів де-
скрипторів об’єкту. Це метод голосування на множині 
дескрипторів, де клас визначається на підґрунті моди 
розподілу [8].  

Розглянуті варіанти (6), (7) побудови класифікато-
ра природно можна трактувати в рамках теорії ансам-
блевих моделей [9–14], де за рахунок створення та 
агрегування відгуків простих класифікаторів (локаль-
них рішень) синтезується «сильний» класифікатор із 
гарантовано вищою результативністю прийняття рі-
шень. Найбільше розглянуті підходи відповідають 
моделі бустінгу [11, 15].  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2 – Схема класифікації 
 
Ансамбль класифікаторів у більшості випадків за-

безпечує кращу точність аналізу даних чи навчання, 
однак, викликає необхідність вирішування ряду про-
блем, таких як суттєве збільшення часових та обчис-
лювальних витрат, складність інтерпретації результа-
тів, неоднозначний вибір способів комбінування ло-
кальних рішень [10, 11, 16]. У нашому випадку гурт 
складається із базових моделей одного типу, тобто є 
однорідним. Загалом ансамблеве класифікаційне рі-
шення Θ  можна подати у виді комбінування скінчен-
ної множини локальних рішень vθ   

 

{ }[ ]s
vvv

i
idoptjK 1))((arg: =θΘ= . (10) 

 

Зазначимо, що у ансамблевих моделях аналізу зо-
бражень з метою врахування тільки значимих локаль-
них рішень часто застосовують систему параметрів 
порогів [1–4, 8], яка забезпечує відділення завад і за-
галом підвищує надійність. Наприклад, у модифікації 
класифікатора (7) клас { })(max

,...,1
idd v

Ni
m

=
=  для локаль-

ного рішення визначається тільки у випадку, якщо 
виконується умова, що порівнює значення оптимуму 

md  з порогом dδ  або з найближчим до нього локаль-
ним оптимумом 1−md  ( λ – числовий коефіцієнт): 

 
dmd δ> , або 1−λ> mm dd .  (11) 

 
Зауважимо, що поріг dδ  можна встановити за ре-

зультатами навчання із вчителем на множині дескри-
пторів для еталонів, тобто результативне значення 
моди має бути не меншим від його значення для «сво-
го» еталону, до якого відносимо за формулою (7) де-
скриптори самого еталону. Цей аналіз на етапі на-
вчання класифікатора треба проробити для усіх ета-
лонів і у якості порогу dδ  обрати серед усіх отрима-
них мод найбільше. 

За результатами попереднього оброблення еталон-
ної інформації на підставі матриці розподілів можна 
оцінити результативність застосування запропонова-
ного підходу для множини еталонних описів. Напри-
клад, точність prec класифікації можна оцінити від-
ношенням гуртового числа TP дескрипторів бази ета-
лонів, для яких правильно визначено клас, до загаль-
ного їх числа у відповідності до моделі [3, 13] 

 
FP)  TP/(TP  prec += .  (12) 

 
Показник повноти compl (частота істинно позити-

вних результатів) оцінимо як долю правильно розпі-
знаних дескрипторів еталону 

 

FN)  TP/(TP  compl += .  (13) 
 

F-міра як середнє гармонічне точності і повноти 
обчислюється так [3]: 

 

complprec
F

/1/1
2
+

= .  (14) 

 
Аналогічні (12)–(14) критерії можуть бути засто-

совані і для навчальної вибірки описів довільної бази 
зображень. 

Наведені показники (12)–(14) якості розпізнавання 
є нечутливими до істинно негативних результатів, що 
можна вважати їх перевагою, оскільки в реальних 
прикладах таких результатів може бути значна кіль-
кість. 

Опис 
аналізова-

ного 
об’єкту 

 
Кла-

сифікатор 

 
Форму-
вання 
розподілів 

Опи-
си 
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нів 

Клас 
об’єк
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Зауважимо, що під іншим кутом зору якість розпі-
знавання можна аналізувати, використовуючи показ-
ники чуттєвості, специфічності і загальної правильно-
сті розпізнавання: показник чуттєвості визначається 
як частота істинно позитивних результатів, показник 
специфічності – як частота істинно негативних ре-
зультатів; показник загальної правильності розпізна-
вання – як доля правильно розпізнаних елементів [3]. 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Як демонстраційний приклад для аналізу праце-
здатності та результативності запропонованого мето-
ду розглянемо описи трьох еталонів, кожен з яких 
представлений п’ятьма бінарними 8-компонентними 
дескрипторами (табл. 2).  

 
Таблиця 2 – Вхідні дані для 3-х еталонів 

11 12 13 14 15 21 22 23 24 25 31 32 33 34 35

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 

1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 

1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 

1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 

0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 

1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 

1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 

1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

 
У якості центрів )(iα  еталонів застосуємо медо-

їди, обравши у описі кожного з еталонів дескриптор, 
сума відстаней Хемінга від якого до інших дескрип-
торів є мінімальною [3, 10]. 

Для побудови матриці належності D (відповідно 
до (5)) досліджуваного об’єкту до класів, що задають-
ся еталонами 1–3, скористаємося функцією належнос-
ті (3), базуючись на мірі близькості 

),(),( ienie vv χ−=η , 8=n  за даними прикладу. Якщо 
досліджуваний об’єкт представлений еталоном 1, ма-
ємо матрицю D у виді таблиці 3. 

 

Таблиця 3 – Значення розподілів )}({ idv  для 1-го еталону 
Класи Елементи 

опису 1 2 3 
1 0,36 0,29 0,36 
2 0,50 0,20 0,30 
3 0,30 0,40 0,30 
4 0,53 0,20 0,27 
5 0,44 0,33 0,22 
Σ 2,13 1,42 1,45 

 

Як бачимо за значенням останнього рядка таблиці, 
класифікатор (6) однозначно правильно визначає ета-
лон 1. Аналогічні розрахунки щодо інших еталонів 
також приводять до правильної класифікації. Порого-
ві значення для класифікатору (6) для впровадження 
його при класифікації довільних описів можна вста-
новити на підставі значень останнього рядка табл. 3. 

Перейдемо до розгляду класифікатора (9), який 
дає можливість для розбудови алгоритму щодо вста-
новлення порогу dδ  відповідно до умови (11). Вико-
наємо розрахунки стосовно належності дескрипторів 
усіх трьох еталонів послідовно до кожного класу.  

Відповідно до (8) одержуємо вектори голосів:  
(4, 1, 0) – для еталону 1; (0, 5, 0) – для еталону 2; (2, 0, 
3) – для еталону 3. 

Як бачимо, номер найбільшого значення компоне-
нти правильно визначає номер еталону, до якого від-
носиться досліджуваний об’єкт. Зазначимо, що отри-
маний результат «навчання з учителем» приводить до 
висновку, що кількість голосів за певний клас для 
усієї множини дескрипторів об’єкту має бути не мен-
ша 3-х (із 5-ти максимально можливих). Такий поріг 
пояснюється незначною кількістю еталонних векторів 
і їх розмірністю. 

Для класифікатора (9) у наведеному прикладі про-
ведемо оцінювання результативності на підставі таб-
лиць спряженості [3] (табл. 4). 

 

Таблиця 4 – Результати класифікації (9)  
(число дескрипторів) 

 Еталон 1 Еталон 2 Еталон 3 
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В
ід
не
се
ни
х 
до

 е
та
ло
ні
в 

1,
2 

Σ 

Кіль-
кість 

дескрип-
торів 

4 1 5 5 0 5 3 2 5 

Кіль-
кість 

дескрип-
торів 
решти 
еталонів 

2 8 10 1 9 10 0 1
0 

1
0 

Σ 6 9 15 6 9 15 3 1
2 

1
5 

 

Обчислені показники якості класифікації для ета-
лонів наведемо в таблиці 5. 

 
 

Таблиця 5 – Значення показників результативності 

 Еталон 
1 

Еталон 
2 

Еталон 
3 

Середнє 
значення 
показника 

Мінімальне 
значення 
показника 

prec 0,67 0,83 1,00 0,833 0,67 
compl 0,80 1,00 0,60 0,800 0,6 
F-міра 0,73 0,91 0,75 0,796 0,73 
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5 РЕЗУЛЬТАТИ 
Основним результатом проведеного дослідження є 

розроблення варіантів класифікаторів зображень на 
підставі апарату статистичного аналізу із використан-
ням ймовірнісних розподілів складу опису та ансамб-
левого прийняття рішення про клас об’єкту. Запропо-
новані варіанти моделей аналізу даних працездатні і 
забезпечують достатньо високу результативність кла-
сифікації. На демонстраційному прикладі для 3-х ета-
лонів і дескрипторів розміром у 5 бітів проведено 
розрахункове оцінювання результативності запропо-
нованого підходу з використанням критеріїв точності 
та повноти. Проаналізовані також особливості побу-
дови інтегрованого класифікаційного рішення та ви-
бору порогів для обмеження впливу завад на зобра-
женні. 

6 ОБГОВОРЕННЯ 
Формування розподілів об’єкту на підґрунті зна-

чень для бази еталонів, що застосовано у запропоно-
ваному дослідженні, є своєрідним засобом навчання 
класифікатора, що одночасно поєднується із методом 
порівняння з еталонами. У той же час представлену у 
дослідженні модифікацію можна вважати і як спосіб 
проектування аналізованих даних на фундамент бази 
еталонних описів. 

Зі збільшенням числа класів значення матриці 
розподілів природно будуть зменшуватися, так як 
відбувається «розмазування» значень розподілів у 
просторі класів. Важко сподіватися на те, що у суттє-
во багато-класовій ситуації окремі елементи будуть 
чітко притримуватися свого класу, так як все-таки 
більшу прикладну вагомість має гіпотеза про те, що 
описи різноманітних візуальних об’єктів складаються 
із різної кількості приблизно одних і тих же елемен-
тів-дескрипторів. 

Зауважимо, що ключовим моментом запропонова-
ного підходу є визначення функції належності (3), що 
спирається на значення інтегрованих характеристик 

)}({ iα  еталонних описів. Розширення результативно-
сті такого аналізу через уточнення апроксимації ета-
лонів можна досягти формуванням кількох інтегрова-
них характеристик для еталонів, наприклад, у вигляді 
набору множини кластерних центрів [8].  

Середні значення усіх трьох експериментально 
обчислених показників (12)–(14) (табл. 5) приблизно 
дорівнюють 0,8, що підтверджує вагому результатив-
ність запропонованого методу навіть для незначних у 
статистичному аспекті кількості та розмірності даних.  

Зауважимо також, що мінімальне значення за кож-
ним із показників якості класифікації є помітно ниж-
чим за середнє, що пояснюємо демонстраційним ха-
рактером прикладу і незначною розмірністю векторів 
опису об’єктів, що розглядаються.  

Розглянутий спосіб побудови класифікатора допу-
скає подальше узагальнення на випадок реалізації 
моделей зіставлення характеристик повних матриць 
для розподілів об’єкту та еталонів 

 

 

ВИСНОВКИ 
Досліджені способи побудови класифікатора зо-

бражень засновані на ансамблі часткових рішень для 
даних статистичного аналізу щодо складових струк-
турного опису у вигляді множини дескрипторів клю-
чових точок. Статистичний підхід забезпечує вияв-
лення пріоритетного класифікаційного рішення для 
компонентів опису, на підставі яких формується ре-
зультуюче рішення ансамблю.  

Наукову новизну дослідження складає розроблен-
ня методу класифікації зображень на підставі ансамб-
лю рішень компонентів опису, що засновані на їх ста-
тистичних розподілах за класами даних.  

Практична значущість роботи полягає у підтвер-
дженні працездатності та результативності запропо-
нованих методів на демонстраційних прикладах. 

Перспективи дослідження пов’язані із поглибле-
ним вивченням властивостей та результативності роз-
роблених процедур класифікації у прикладних базах 
візуальних даних 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Современные системы компьютерного зрения требуют действенных классификационных решений на 
основе углубленного анализа природы обрабатываемых данных. Статистические распределения являются сегодня перво-
степенным средством анализа в системах распознавания образов. В случае, если описание распознаваемого объекта подано 
объемным множеством векторов, статистический аппарат становится фундаментальным способом эффективного принятия 
решения о классе распознаваемого объекта. Это вызывает необходимость применения универсального аппарата распреде-
лений в общем виде для системы многомерных дескрипторов описания по установленным классам данных, которые опре-
деляются заданной базой эталонов. Классификатор создает или организует новую пространственную структуру векторов из 
элементов рассматриваемого объекта, которая в целом имеет некоторое оцениваемое сходство со структурой или составом 
элементов эталона, а классификация осуществляется путем оптимизации степени этого сходства на множестве эталонов. 
Вероятностная модель порождения данных выступает ключевым практическим подходом к формализации задачи обучения 
классификатора, суть которой заключается в установлении статистических распределений объектов или их составляющих с 
последующей процедурой агрегации компонентных решений и последующей оптимизации на множестве классов. Ценным 
представляется также изучение и применение критериев оценки эффективности в задаче классификации, основанной на 
статистических принципах. 

Цель работы. Разработка метода результативной классификации изображений путем внедрения ансамблевых статисти-
ческих решений для состава компонентов описания. 

Метод. Предложен способ классификации изображений на основе построения обобщенного решения ансамбля компо-
нентов, для которых предварительно вычисляются статистические распределения по классам данных. 

Результаты. Осуществлен синтез метода классификации путем применения ансамблевого решения компонентов описа-
ния. Подтверждены работоспособность и эффективность разработанного классификатора. На примерах применения метода 
для синтезированных данных с использованием традиционных критериев экспериментально оценена его результативность. 
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Выводы. Исследованы способы построения классификатора изображений, основанные на ансамбле частичных решений 
данных статистического анализа для составляющих структурного описания в виде множества дескрипторов ключевых то-
чек. Статистический подход обеспечивает определение приоритетного классификационного решения для компонентов опи-
сания, по множеству которых формируется результирующее решение ансамбля. 

Научную новизну исследования составляет разработка метода классификации изображений на основании ансамбля ре-
шений компонент описания, основанных на их статистических распределениях по классам данных. 

Практическая значимость работы заключается в подтверждении работоспособности и результативности предложенных 
методов на демонстрационных примерах. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: компьютерное зрение, методы структурного распознавания изображений, множество ключевых 
точек, дескриптор ORB, компоненты описания, статистическое распределение, ансамбль решений, критерий эффективности 
классификации. 
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ABSTRACT  

Context. Modern computer vision systems require effective classification solutions based on in-depth analysis of the nature of 
the data being processed. Statistical distributions are currently the primary means of analysis in image recognition systems. If the 
description of the recognized object is given by a large number of vectors, the statistical apparatus becomes a fundamental way to 
effectively decide on the class of the recognized object. This requires the use of a universal distribution apparatus in general for a 
system of multidimensional descriptions for established classes of data, defined by a given database of etalons. The classifier creates 
or organizes a new spatial structure of vectors from the elements of the analyzed object, which generally has some estimated similar-
ity to the structure or composition of the etalon elements, and the classification is done by optimizing the degree of this similarity on 
the set of etalons. The probabilistic model of data generation is a key practical approach to formalizing the task of classifier training, 
the essence of which is to establish statistical distributions of objects or their components, followed by the procedure of aggregation 
of component solutions and further optimization in the environment of etalon classes. It is also valuable to study and apply criteria 
for evaluating the effectiveness in classification problem based on statistical principles. 

Objective. Development of a method of effective classification of images by introduction of ensemble statistical decisions for 
structure of components of the description. 

Method. A method for classifying images based on the construction of a generalized solution of an ensemble of components for 
which statistical distributions by data classes are preliminarily calculated is proposed. 

Results. The synthesis of the classification method by applying the ensemble solution of the components of the description is 
carried out. The efficiency and effectiveness of the developed classifier are confirmed. On the examples of application of the method 
for synthesized data using traditional criteria, its effectiveness was experimentally evaluated. 

Conclusions. The investigated methods of constructing an image classifier are based on an ensemble of partial solutions of statis-
tical analysis data for the components of the structural description in the form of a set of key point descriptors. The statistical ap-
proach provides identification of the priority classification decision for components of the description on which set the resulting deci-
sion of ensemble is formed. 

The scientific novelty of the study is the development of image classification method based on an ensemble of solutions of the 
component description, based on their statistical distributions by data classes. 

The practical significance of the work lies in confirming the efficiency and effectiveness of the proposed methods on demonstra-
tion examples. 

KEYWORDS: computer vision, methods of structural image recognition, set of key points, ORB descriptor, description compo-
nents, statistical distribution, ensemble of solutions, classification efficiency criterion. 
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ABSTRACT 
Context. In the current information era, the problem of analyzing large volumes of unlabeled textual data and its further grouping 

with respect to the semantic similarity between texts is emerging. This raises the need for robust text analysis algorithms, namely, 
clustering and extraction of key data from texts. Despite recent progress in the field of natural language processing, new neural meth-
ods lack interpretability when used for unsupervised tasks, whereas traditional distributed semantics and word counting techniques 
tend to disregard contextual information. 

Objective. The objective of the study is to develop an interpretable text clustering and cluster labeling methods with respect to 
the semantic similarity that require no additional training on the user’s dataset.  

Method. To approach the task of text clustering, we incorporate deep contextualized word embeddings and analyze their evolu-
tion through layers of pretrained transformer models. Given word embeddings, we look for similar tokens across all corpus and form 
topics that are present in multiple sentences. We merge topics so that sentences that share many topics are assigned to one cluster. 
One sentence can contain a few topics, it can be present in more then one cluster simultaneously. Similarly, to generate labels for the 
existing cluster, we use token embeddings to order them based on how much they are descriptive of the cluster. To do so, we propose 
a novel metric – token rank measure and evaluate two other metrics. 

Results. A new unsupervised text clustering approach was described and implemented. It is capable of assigning a text to differ-
ent clusters based on semantic similarity to other texts in the group. A keyword extraction approach was developed and applied in 
both text clustering and cluster labeling tasks. Obtained clusters are annotated and can be interpreted through the terms that formed 
the clusters. 

Conclusions. Evaluation on different datasets demonstrated applicability, relevance, and interpretability of the obtained results. 
The advantages and possible improvements to the proposed methods were described. Recommendations for using methods were 
provided, as well as possible modifications. 

KEYWORDS: NLP, word embedding, text clustering, cluster labeling, BERT, keyword extraction, semantic similarity. 
 

ABBREVIATIONS 
AI is artificial intelligence; 
BERT is Bidirectional Encoder Representations from 

Transformers; 
BoW is Bag-of-Words; 
CBOW is Continuous Bag-of-Words; 
LDA is Latent Dirichlet Allocation; 
NLP is natural language processing; 
NN is a neural network; 
STS is semantic textual similarity; 
TF-IDF is a term frequency-inverse document fre-

quency. 
 

NOMENCLATURE 
*i , *j  are global indices of tokens from all sentences; 

,i jtf  is a i-th term’s frequency in the j-th document; 

idf  is a document frequency of i-th token; 
N  is a total number of documents; 

tN  is a total number of tokens across all sentences; 
i  is a token index in the sentence; 
j  is a sentence index; 
k  is a transformer model layer index; 

lN  is a total number of layers in the NN; 

*
k
i

e  is an embedding from the k-th layer of the i-th to-

ken; 

*i
tstability  is a i-th token’s stability coefficient; 

th
jstability  is a threshold for stability coefficient in the 

j-th sentence; 
sN  is a number of sentences in the dataset;  
j

tN  is a number of tokens in the j-th sentence; 

,j ie  is a i-th token’s embedding from the j-th sen-
tence; 

,
k
j ie  is an embedding for the i-th token from the j-th 

sentence from k-th layer; 

js  is a j-th sentence; 

,j it  is a i-th token from the j-th sentence; 

,j ie  is a length of embedding; 

tcN  is a total number of topics in the dataset; 

ttc  is a t-th topic cluster; 

tS  is a set of sentence indices in the t-th topic cluster; 

tT  is a set of tokens in the t-th topic cluster; 

1, 2t tj  is a Jaccard similarity between a set of sentence 
indices in t1-st and t2-nd topic clusters; 

JM  is a square similarity matrix build from Jaccard 
similarity values; 
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z  is a z-th cluster with sentences; 
scN  is a total number of sentence clusters; 

SM  is a square similarity matrix build from cosine 
similarity values; 

*iSV  is a similarity vector for the i-th token; 

*js  is an index of sentence for the i-th token;  

*iSV  is an average for a similarity vector *iSV ; 

*iS  is a variance of similarity vector values *iSV ; 

*irank  is a rank of the i-th token. 
 

INTRODUCTION 
The problem of dealing with textual data has been a 

subject of interest for many years now. The need for ro-
bust and efficient approaches is growing, as the amount of 
reviews, feedbacks, posts, and other texts that need to be 
addressed is getting bigger. Since this kind of data is often 
unlabeled, the most urgent tasks to solve are clustering 
and keywords extraction. More often than not, collections 
of texts are not labeled or require many human-hours to 
label and those labels are still subjective. 

One of the most obvious applications of text clustering 
is the processing of user feedbacks or reviews. This prob-
lem is actual nowadays, and according to the latest sur-
veys [1] corporations are planning to start using AI at the 
start of this decade to address many customer-specific 
issues. The research [1] also shows that NLP is the most 
needed field for companies because they lack solutions 
for dealing with written communication. 

The main challenge of processing texts by a computer 
is obtaining their numerical representations. This process, 
also called text embedding, is often performed through 
word-counting techniques that represent sentence as bag-
of-word. This approach, although proven effective when 
dealing with supervised machine learning tasks, is con-
ceptually unable to capture language semantics. Thus, 
using such text representation can result in mediocre clus-
tering solutions.  

Another, more advanced approach, is using pretrained 
(or training from scratch) NNs. Novel large models are 
pretrained on huge amounts of text with specific learning 
tasks (self-supervised approach). This means that they can 
be used with small unlabeled datasets – something that 
was hardly possible with models that need to be trained 
from scratch.  

While they achieve state-of-the-art results, it is still an 
open issue how to cluster texts using output embeddings. 
This problem has two aspects: how to pool embedding for 
each token to capture sentence meaning, and how to in-
terpret these embeddings. Even though it is agreed that 
deep contextualized embeddings can be good input fea-
tures for clustering, we still have no means of interpreting 
these clusters – why the model thinks these texts belong 
together. 

The object of study is the process of grouping texts 
by their semantic similarity.  

The subject of study are algorithms for textual data 
comparison using contextualized embeddings from pre-
trained transformer models. 

The purpose of the work is to develop an approach 
for texts clustering with respect to the semantic similarity 
between them. The study is also focused on the extraction 
of keywords from texts to be used for topic finding and 
further comparison. Another aim is to address the inter-
pretability of resulting clusters and to develop cluster la-
beling technique.  

 
1 PROBLEM STATEMENT 

In the corpus of sN  sentences, we need to find scN  

sentence clusters. Each sentence , 1,  j ss j N=  consists of 
j

tN  tokens ,j it  each of which has embedding ,
k
j ie  as-

signed from the k-th layer of the transformer model. One 
sentence cluster should be defined by one or more topics 

,  1, t tctc t N= . To be interpretable, the topic ttc  should 

consist of the set of related tokens tT  and set of respective 

sentence indices tS  in which tokens in tT  are found. 

Given all topics, ,  1, t tctc t N=  we need to merge them 
into final scN  clusters that contain sentences that share 
the most topics. 

For the task of cluster labeling, a dataset with sN  sen-

tences is given. Each of the sentences contains j
tN  to-

kens ,j it  with embedding ,
k
j ie  taken from the k-th layer 

of the transformer model. The output should consist of a 
list of cluster labels *it  – tokens or their lem-
mas/dictionary form. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

In order to compare two pieces of text one needs to 
convert them into fixed-size numerical vectors. One of the 
most popular algorithms for this purpose is bag-of-words. 
It is used in a wide range of machine learning tasks [2]. 
BoW vectors consist of elements that denote the number 
of occurrences of some term in a text. While BoW can be 
successfully used in supervised tasks, it fails to capture 
semantics and therefore performs poorly in unsupervised 
tasks like clustering or keywords extraction. A study [3] 
was performed to overcome the hard-mapping conse-
quences of BoW.  

Another slightly improved metric for representing text 
in vector space is called TF-IDF. The assumption behind 
the TF-IDF formula: 

 

log ,i
i

Nidf
df

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

, , 1,i j iTFIDF tf idf j N= = . (1)
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is that words that occur frequently across all documents 
are not significant and their importance needs to be re-
duced (inverse document frequency). On the other hand, 
words that occur frequently in some documents but are 
mostly absent in others are considered to be more impor-
tant (term frequency).TF-IDF is also used to extract im-
portant keywords from text based on the previously de-
scribed assumptions [4]. 

Both BoW and TF-IDF vectors suffer from high-
dimensionality and extreme sparsity. Moreover, words 
that comprise input texts are represented in a one-hot en-
coding manner, making them orthogonal to each other. To 
overcome these and other problems, a Word2Vec model 
was presented in 2013 by Mikolov et al. [5, 6]. It essen-
tially performs dimensionality reduction. This model al-
lows obtaining vectors that can be compared in embed-
ding space and yield semantically justified similarity 
scores. However, this and other conceptually similar 
models preserve no contextual information, and for one 
word there is always single embedding. 

To obtain semantic similarity of variable length sen-
tences or other language structures, information from all 
words needs to be combined/pooled. Usually, to compare 
two documents some similarity measure between aver-
aged embeddings is used, but the results are often medio-
cre. An alternative similarity measure using matrix norms 
was proposed and applied to targeted marketing tasks [7]. 
This approach uses pair-wise similarity matrices which 
leads to ( 1) / 2n n −  operations of similarity calculation.  

Different pooling techniques are used to create one 
embedding for the text from its words, one of the most 
successful is simple averaging with weighting [8]. None-
theless, the order of the words is not taken into account. 

To create embeddings for a document, regardless of its 
length, Doc2Vec was developed by Le and Mikolov [9]. 
The disadvantage of Doc2Vec is that document vectors 
are hard to interpret. To obtain good results, one needs to 
train this model with their dataset, which is a limitation 
for many relatively small collections. 

Another approach to cluster documents is topic mod-
eling. The most popular is Latent Dirichlet Allocation, 
LDA [10]. These generative models are often used for 
data exploration [11]. There are few popular topic model-
ing algorithms [12], but they all share one underlying 
assumption that the document consists of a fixed number 
of topics and each topic is defined by a collection of 
words. An advantage of topic modeling approaches over 
traditional clustering is that distribution of topics over 
documents is obtained. Thus, we can assign one document 
to different topics with some probability. 

In 2017 Vaswani et al. presented the revolutionary 
transformer model [13]. Based on transformers, a BERT 
model was introduced in 2018 by Devlin et al. [14]. 
BERT was pretrained on a massive data set. The self-
attention mechanism allows BERT to produce contextual-
ized word embedding and perform word sense disam-
biguation, solving the polysemy issue. 

Although BERT, when first presented, beat many 
benchmarks, it was still an open problem on how to ob-
tain good and robust sentence-level embeddings. Among 
BERT’s training tasks was next sentence prediction ob-
jective, so it is possible to feed into the model two texts 
and perform sentence regression like STS. However, a 
computational overhead is caused by ( 1) / 2n n −  evalua-
tions. 

There are many possible pooling strategies, some of 
which were described in the original paper [14]. Jawahar 
et al. proved that different layers encode different linguis-
tic properties of the English language [15], so pooling can 
be performed not only on the last embeddings. 

Sentence-BERT model was developed in 2019 by 
Reimers and Gurevych [16] and is responsible for the 
state-of-the-art performance on STS benchmark [17]. The 
authors used siamese and triplet NNs to fine-tune BERT. 
As a result, the SBERT model can be used to obtain a 
single vector per sentence. 

A study performed by Wang and Kuo in 2020 [18] 
brought insights into the evolution of word embeddings 
through layers of BERT-based models. Authors devel-
oped the SBERT-WK model for sentence embedding and 
presented new metrics that integrate data from all layers – 
alignment, novelty, and word importance measures. This 
study showed that BERT-like models can bring insights 
into textual data not only through embeddings but through 
their interlayer patterns. 

As for unsupervised keywords extraction, a popular 
RAKE algorithm [19] can extract key phrases and rank 
them. Also, it can be used to generate adequate stopword 
list if enough data is provided. A recent algorithm YAKE 
[20] outperforms many state-of-the-art alternatives. Both 
are quick and robust, however, operate on statistical met-
rics and co-occurrence data of words that can be a limita-
tion as keywords cannot be compared using embeddings. 
Unlike cross-corpus TF-IDF, RAKE and YAKE applica-
bility to cluster labeling is also limited. It requires addi-
tional means of selecting keywords from all documents 
that can be ranked as cluster labels.  

 
3 MATERIALS AND METHODS 

Methods, described in this paper, rely on the novel to-
ken metric – stability coefficient. The stability coefficient 
is aimed at capturing the degree of token embedding ad-
justment to the semantics of the sentence.  

SBERT [16] averages last layer embeddings *
lN

i
e , 

* 1, i n=  to obtain sentence vector. Unlike the BERT 
model’s final embedding, vectors from SBERT are very 
similar to each other. This can be explained by fine-tuning 
details of SBERT, specifically by the objective function 
that aimed at minimization of the cosine similarity 

( ) * *

* *

* *

cos ,  
 

i j
i j

i j

e e
e e

e e

⋅
=  (2)

between semantically similar sentences.  
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As a result, the influence of the context makes final 
SBERT embeddings not usable as a representation for 
described later methods. We suggest using embedding 
from the ninth or tenth layer (Fig. 1). 
 

 
Figure 1 – Pair-wise comparison using cosine similarity between 

tokens from ninth and last layers respectively 
 

On Fig. 1 there are pairs that have high similarity 
(lighter shades): “doctor” – “physician”, “prisoner” – 
“inmates” etc. However, many word-pairs consist of 
prepositions, punctuation, and other common tokens. To 
eliminate them we cannot use TF-IDF formula (1) be-
cause that would make our approach corpus-dependent 
and not usable for small datasets. 

On Fig. 2 it is shown that common tokens change 
more (are more “diluted” by other embeddings). The 
original sentence is “This doctor is examining blood tis-
sue of the prisoner.” In Fig. 1, we demonstrate patterns of 
interlayer similarity for salient (first row) and common 
(second row) tokens. 
 

 
 

Figure 2 – Heat maps of cosine similarity between em-
beddings from different layers 

 
To calculate the stability coefficient we sum values 

from these similarity maps across anti-diagonal starting 
from the middle as indicated by the line in Fig. 2. 
 

* *

*

6
0 cos , 

0.5
l

i

k k
k i N i

t
l

e e
stability

N

= −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠=

∑
 

 

(3)

We normalize the value, thus, the theoretical maxi-
mum for the stability coefficient is one. In practice, em-

beddings are changing rapidly, so for tokens like “.”, 
“the”, “of” etc. (see Fig. 2) we observe smaller values of 
stability coefficient (avg. 0.39); for salient tokens, we 
observe average stability coefficient of 0.56. The thresh-
old  th

jstability  can be hard-coded, however, we recom-
mend using the average stability coefficient from the sen-
tence.  

Two techniques were developed (clustering and clus-
ter labeling) each of which shares the first three steps: 

1. Obtain embeddings , , 1, , 1, j
j i s te j N i N= =  for 

every token ,j it  from sentences js . The index of layer 

1, lk N= , from which embeddings are taken, is a hyper-
parameter. We suggest using the ninth or tenth layer. 

2. For each ,j it  get 
,j itstability  using formula (3). 

3. For each sentence js  calculate threshold 
th
jstability  or use hard-coded value. Using this value, 

remove tokens that satisfy 
,j i

th
t jstability stability< . 

Our clustering method continues with the following 
steps (hyperparameter and algorithm choices are de-
scribed in the section with experiments): 

1. Having filtered embeddings ,j ie  for each token ,j it  

from each sentence js , we need to cluster them using 
clustering or community detection algorithm of choice. 
Objects being clustered are high-dimensional embeddings 

,j ie . For BERT and SBERT there are models with 

, 768j ie =  (suffix “base”) and , 1024j ie =  (suffix 

“large”) dimensions in one embedding. 
2. We now have tcN  clusters each containing some 

amount of tokens. These clusters are called topics. We 
store sentence index j with every token embedding ,j ie , 
so we can determine what sentences are represented in 
what clusters. Apart from token embeddings ,j ie , each 

topic cluster , 1,t tctc t N=  contains a set of respective 

sentence indices ; t t ttc S T= .  

3. From each of the tcN  clusters we find Jaccard 

similarity between respective tS :  
 

1 2
1, 2 2, 1

1 2

  
 .

  
t t

t t t t
t t

S S
j j

S S
∩

= =
∪

 (4)

 
4. From computed Jaccard similarities matrix is 

formed 1, 2 1, 2t t t tJM j= . The JM matrix can be inter-
preted as an adjacency matrix because it contains distance 
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measures calculated by the formula (4) between topics 
, 1,t tctc t N= .  
5. Merge topics that share the most sentences into one 

cluster. As a result of the clustering/community detection 
algorithm of choice, we obtain scN  groups with sen-

tences ,  1,z scc z N=  that share some topics, therefore can 
be considered as one cluster inside a particular dataset. 

6. Each cluster zc  obtained on the previous step con-
tains a set of sentences and topics ttc  that were merged 

into zc . Since topics are essentially collections of tokens, 
we can obtain labels for the cluster by taking unique to-
kens from each of the ttc . 

Another method based on the stability coefficient is 
cluster labeling. For a collection of sentences, we can 
order tokens by their representative qualities for the cur-
rent dataset, limit the resulting set, and obtain cluster la-
bels. To do so, we propose the following method (follows 
described earlier first three steps): 

1. Create a square similarity matrix 

( )* * * *
* *

, cos , , , 1, ti j i jSM e e i j N= = . It consists of cosine 

similarity values between each token embedding 
*

*, 1, tie i N= .  

2. For each token *it  extract similarity vector *iSV : 
 

{ }* * * * *
*

,  | 1    .ti i j j iSV SM j N s s= ≤ ≤ ∧ ≠  (5)

 
The vector iSV  is obtained by taking the i-th row of 

SM and excluding tokens from the current token’s sen-
tence. 

3. Obtain a single value metric from the vector of 
similarities *iSV . We propose the following metrics, each 
of which is evaluated in the results section and justified in 
the discussion section: 

4.  
* * *

*
*

,  ;j i j
i

i

SV
SV

SV
=
∑

 (6)

( )* * * *

*
*

2

,  
;

1

j i j i
i

i

SV SV
S

SV

−
=

−

∑
  (7)

* * *   .i i irank SV S=  (8)
 

5. Optionally, lemmatize and take unique terms. 
6. Order tokens by the chosen metric and limit results. 
 

4 EXPERIMENTS 
We obtain pretrained models from Hugging Face’s (a 

popular NLP library) server [21]. In our experiments, we 
use PyTorch implementations of SBERT model “bert-

base-nli-stsb-mean-tokens” [16]. The letter is fine-tuned 
on the AllNLI [22] dataset, then on the train set of STS 
benchmark [17]. SBERT authors claim that this model is 
specifically well suited for semantic similarity. 

To check how our approach performs on real-life data 
we experiment with widely used NLP dataset Reuters-
21578 [23] for text categorization.  

First, we perform forward pass of input sentences 
through the model and calculate stability coefficients us-
ing formula (3) for each token from each sentence. We 
follow the second and third steps as described in the pre-
vious section. Since BERT-like models use WordPiece 
tokenizer [24], some words can be deconstructed into 
subwords (“cellphone” is split to “cell” and “##phone”). 
We complete each token if it happens to be a subword 
(starts with “##”) and average respective embeddings 
from the tenth layer. 

For the fourth and fifth steps, to perform grouping we 
use agglomerative clustering [25]. We use cosine similar-
ity as a metric to calculate distances between clusters. As 
a linkage algorithm, the “average” method was used. We 
chose the agglomerative clustering algorithm because it 
allows setting threshold of similarity metric, unlike other 
algorithms that require a number of clusters to be speci-
fied beforehand. As a threshold, we use the empirical 
value calculated by multiplying maximum within-cluster 
distance from the obtained linkage matrix by 0.7 (we use 
SciPy [26] implementation). As a result of hierarchical 
clustering, we obtain groups with semantically similar 
tokens and their sentence indices. 

We perform the sixth step as described in the section 
with methodology. We interpret the JM matrix obtained 
on the seventh step as a weighted adjacency matrix – a 
matrix whose elements store weights between pairs of 
topics. We use the Louvain community detection algo-
rithm [27]. In other words, on this step, we merge topics 
that share many sentences. After this, we take unique to-
kens from topics as labels for obtained clusters.  

To compare our results we implemented LDA topic 
modeling as in [12]. We used Gensim’s [28] implementa-
tion of LDA – LdaMulticore with 5 topics. A sentence is 
assigned to a topic if the respective probability from a 
topic distribution over texts is higher than 0.5. 

To evaluate the cluster labeling technique we follow 
steps described earlier. Again, we chose the tenth layer as 
an embedding source. 

To compare the performance of our technique we im-
plemented TF-IDF based ranking of n-grams within a 
cluster of sentences (arguably, the most popular approach 
among NLP practitioners) as proposed by Shahzad Qaiser 
and Ramsha Ali [29]. We exclude words that have DF 
higher than 0.8 and limit the number of features to 10000. 
We use lemmatization (reducing word inflection) as a 
preprocessing step implemented in NLTK’s Word-
NetLemmatizer module [30]. 

 
5 RESULTS 

The results of our clustering technique are evaluated 
on the synthetic dataset to cover as much cases as possible 
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(polysemy, sentence with multiple possible assignments) 
(Table 1). Our evaluating dataset can be divided into four 
clusters: “phone”, “man eating bakery”, “doctor in 
prison”, “space”. The last sentence, however, can be cate-
gorized into both “phone” and “space” clusters. Also, 
some of the sentences from “doctor in prison” mention 
“phone” related topics. 

The final clusters are presented in Table 2. We im-
plemented the LDA method [3, 11] to compare results 
(Table 3). 

To evaluate our cluster labeling technique we use 
categories from the Reuters-21578 dataset (Table 4) as 
clusters and calculate average similarity (6), variance (7), 
and word rank (8) for extracted key tokens using stability 
coefficient (3).  

 
Table 1 – Extracted topics from sentences 

 

# Sentence Topics 
1. I like my phone { your, my }; { cell, phone, cellphone } 
2. My phone is not good { your, my }; { cell, phone, cellphone } 
3. Your cellphone looks great { your, my }; { cell, phone, cellphone } 
4. A man is eating food { man, he }; { eating, piece, food } 
5. A man is eating a piece of bread { man, he }; { eating, piece, food }; { bread, pasta } 
6. A man is eating pasta { man, he }; { eating, piece, food }; { bread, pasta } 
7. He went to prison cell with a cell phone to draw blood 

cell samples from patients 
{ cell, phone, cellphone }; { man, he }; { prison, inmates, cell }; { samples, test, 
felons, patients, blood } 

8. He went to prison cell with a cellphone to draw blood 
cell samples from felons 

{ cell, phone, cellphone }; { man, he }; { prison, inmates, cell }; { samples, test, 
felons, patients, blood } 

9. He went to prison cell with an Android to  test inmates { man, he }; { prison, inmates, cell }; { samples, test, felons, patients, blood } 
10. SpaceX launched astronauts to the moon { moon, spacex, astronauts, launched, space, floating, rockets} 
11. The invention of reusable rockets was a key step in 

commercial space travel 
{ moon, spacex, astronauts, launched, space, floating, rockets }; { founder, inven-
tion, reusable } 

12. Elon Musk is the founder of SpaceX { moon, spacex, astronauts, launched, space, floating, rockets }; { founder, inven-
tion, reusable } 

13. My phone is floating in space { your, my }; { cell, phone, cellphone }; { moon, spacex, astronauts, launched, 
space, floating, rockets } 

 
Table 2 – Annotated clusters with texts. Tokens that triggered assignment of the sentence to the current cluster are underlined 

 
# Sentence clusters’ topics Sentences 
1. { my, your }; { cell, phone, cellphone } I like my phone; My phone is not good; Your cellphone looks great; He went to prison cell with a 

cell phone to draw blood cell samples from patients; He went to prison cell with a cellphone to 
draw blood cell samples from felons; My phone is floating in space 

2. { man, he } A man is eating food; A man is eating a piece of bread; A man is eating pasta; He went to prison 
cell with a cell phone to draw blood cell samples from patients; He went to prison cell with a cell-
phone to draw blood cell samples from felons; He went to prison cell with an Android to test in-
mates 

3. { eating, piece, food }; { bread, pasta } A man is eating food; A man is eating a piece of bread; A man is eating pasta 
4. { prison, inmates, cell }; { samples, test, 

felons, patients, blood } 
He went to prison cell with a cell phone to draw blood cell samples from patients; He went to 
prison cell with a cellphone to draw blood cell samples from felons; He went to prison cell with an 
Android to test inmates 

5. { moon, spacex, astronauts, launched, 
space, floating, rockets }; { reusable, 
founder, invention } 

SpaceX launched astronauts to the moon; The invention of reusable rockets was a key step in com-
mercial space travel; Elon Musk is the founder of SpaceX; My phone is floating in space 

 
Table 3 – LDA topics extracted from sentences 

 
Topic (top 10 terms) Sentences 

spacex, moon, launch, astronaut, 
phone, man, eat, cell, good, space 

I like my phone; My phone is not good; SpaceX launched astronauts to the moon; 

cell, go, prison, draw, sample, 
blood, phone, cellphone, patient, 

felon 

I like my phone; My phone is not good; He went to prison cell with a cell phone to draw blood cell samples 
from patients; He went to prison cell with a cellphone to draw blood cell samples from felons; He went to 

prison cell with an Android to test inmates; 
space, step, invention, travel, com-

mercial, key, reusable, rocket, 
phone, eat 

I like my phone; My phone is not good; The invention of reusable rockets was a key step in commercial space 
travel; 

spacex, bread, elon, eat, piece, man, 
founder, musk, phone, space 

I like my phone; My phone is not good; A man is eating a piece of bread; Elon Musk is the founder of 
SpaceX; 

phone, man, eat, cellphone, great, 
look, float, pasta, space, food 

I like my phone; My phone is not good; Your cellphone looks great; A man is eating food; A man is eating 
pasta; My phone is floating in space 
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Table 4 – Cluster labeling results on Reuters-21578 dataset 
Top 10 cluster labels 

BERT-based ranking Category 
Rank Average similarity Variance TF-IDF ranking 

tea 
tea, export, trade, import, cof-

fee, exporter, cocoa, production, 
in, soybean 

pct, commodities, hazelnut, ctc, com-
petitive, exporter, importer, mln, coun-

tertrade, kernels 

tea, cocoa, coffee, in, 
export, corn, and, to, 

rubber, wheat 

said, tea, tonne, trade, mln, 
export, pct, india, produc-

tion, countertrade 

strategic-
metal 

smelter, ore, copper, mine, 
production, uranium, metallur-
gical, niobium, mineworker, 

mining 

zccm, concentrates, stockpile, stock-
piled, seminconductor, storeage, zirco-

nium, alcad, steelworkers, dlrs, cominco 

zinc, copper, mine, ore, 
smelter, uranium, coal, 

mining, gold, production 

said, pct, year, smelter, 
stockpile, local, mine, 
contract, last, cominco 

housing unit, pct, home, housing, a, 
houses, mln, january, rate, to 

pct, mln, seasonally, dlrs, completions, 
resale, unit, rate, insurance, mortgage 

january, february, 
homes, housing, houses, 

unit, to, a, pct, family 

pct, unit, mln, january, 
start, housing, family, rate, 

said, fell 
 

6 DISCUSSION 
Our clustering approach assigns sentences to clusters 

based on extracted keywords that form topics. This means 
that anyone willing to use it can substitute SBERT/BERT 
embedding with some other word vectors. We, however, 
use these contextualized embeddings to make use of dif-
ferent meanings of words that depend on the containing 
sentence. For example, there are topics { cell, phone, 
cellphone } and { prison, inmates, cell }. Both of them 
contain the word “cell” but with a different meaning. This 
allows assigning sentence that contains, for example, 
“prison cell” to correct cluster with “prison” topic, not the 
“mobile” one. 

The thresholding stability coefficient essentially filters 
out stopwords, and we end up with many nouns and verbs 
that can represent clusters in some datasets. Conse-
quently, very detailed, fine-grained clusters are obtained. 
This property is desirable for low-level analysis of texts 
but can be overwhelming for bigger datasets. For exam-
ple, we obtained cluster with topic { man, he }. While it is 
a valid cluster with sentences that match its topic, usually 
prepositions are not that interesting as cluster topics. To 
improve topics, one can use synonym filtering or compute 
the mean vector from all the embeddings and chose the 
closest one as a single representation for the topic. 

In comparison with popular topic modeling approach 
LDA, our method is easier to configure (no need to select 
optimal topic number or iteration number) and it is more 
interpretable. Moreover, LDA seems to perform poorly on 
smaller datasets. An advantage of LDA is that it scales 
better to bigger datasets. 

As for cluster labeling, Table 4 shows that all three 
approaches to ranking cluster labels yielded decent and 
adequate results. Words that to authors mind are better 
candidates for cluster labels are underlined. Ideally, key 
tokens in the cluster must be similar to as many other to-
kens as possible – this condition is satisfied by summing 
values of similarity vector *iSV  (5) and normalizing the 
sum (6) – “Average similarity” column in Table 4.  

However, intuitively, tokens that best describe cluster 
should not be a bit similar to every other token but have 
“spikes” of similarity. Summing across similarity vector 

iSV  will not be a good measure here because a bit of 
similarity to other tokens can overcome “spikes” of simi-
larity. Instead, we calculate the variance *iS  of similarity 

vector *iSV  values. This metric is used in the column 
“Variance”. To incorporate both values we simply multi-
ply them – “Rank” column. 

The results obtained using variance *iS  require fur-
ther cleaning (removing stopwords “in”, “and”, “to”). 
Average similarity, as theorized, puts on top tokens that 
are domain-specific, however, not cluster-specific. Words 
like “pct”, “competitive”, “mln” are not stopwords, but 
they are not representative and descriptive of clusters pre-
sented in Table 4. On the other hand, combining two met-
rics in the “Rank” measure by multiplying them resulted 
in most descriptive labels. 

Labels obtained using TF-IDF formula (1) contain 
fewer cluster-specific words. As seen from results, TF-
IDF labels need more filtering of common words like 
“said”, “fell” that are spread in the dataset because it is 
taken from the news. In our approach, they are not present 
in the result. 

The conceptual similarity between TF-IDF formula 
and our ranking approach needs to be pointed out as well. 
Much like in TF-IDF formula (1), we obtain token rank 
(8) by multiplying metric that indicates how much 
“spread” current token is (6) (a conceptual equivalent to 
term frequency , i jtf ), and how special it is for the given 
cluster (7) (an equivalent to inverse document frequency 

iidf ). The important difference is that rank operates on 
semantic similarity properties of the token within its sen-
tence and cluster, whereas TF-IDF incorporates word-
counting statistical measures. 

 
CONCLUSIONS 

In this research, a problem of clustering textual data 
with respect to semantic similarity was addressed. Pro-
posed solutions deal effectively with small datasets and 
require no additional training on user's data – a frequently 
arising limitation of the majority of datasets. The results 
show that obtained clusters are interpretable and justified 
by topics that are represented by sentences. The cluster 
labeling technique proved to be adequate and yield stable 
results for different dataset sizes.  

The scientific novelty of the study is a new text clus-
tering algorithm that assigns text to multiple clusters. The 
assignment results can be easily interpreted by a human 
through the respective topics. A novel token property – 
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stability coefficient – was developed. The bigger the coef-
ficient – the greater the token stability and its impact on 
final embeddings.  

Also, novel metric – token rank – for tokens in the 
cluster is proposed and evaluated. Token rank is used in 
the cluster labeling method and incorporates both how 
similar token is to all cluster content and how “notice-
able” in comparison to common words it is. 

The practical significance is that developed methods 
apply to text mining and analysis of web content. Fine-
grain properties of the multitopic clustering method can 
be successfully leveraged in tasks where one does not 
have access to a lot of data. Cluster labeling technique can 
be used for data exploration by engineers to grasp the 
high-level content of the corpus. It can be used to improve 
the indexing of textual data by extracting labels and using 
them for filtering and search. 

Proposed methods are extensible and can be used as 
frameworks. For example, one can use different embed-
ding source, choose different clustering algorithms for 
topic detection and sentence merging, or extract initial 
keywords for cluster labeling using different algorithm 
before applying ranking. By choosing different index of 
the layer to obtain embeddings from, one can vary the 
influence of the word context. 

The prospects for future study include gaining a 
more in-depth understanding of which tokens contribute 
the most to final embeddings by researching self-attention 
mechanisms in transformer models. Also, additional re-
search is needed to efficiently eliminate low-level topics 
and rank them according to their relevance to the corpus. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. У сучасній інформаційній ері все частіше виникає проблема аналізу великих обсягів текстових даних та 

їх групування із урахуванням семантичної схожості. Як результат, збільшується необхідність в надійних алгоритмах аналізу 
тексту, а саме – для кластеризації та виокремлення ключових слів із текстових даних. Незважаючи на недавній прогрес у 
галузі опрацювання мови, результати нових нейронних методів складно інтерпретувати при використанні для завдання кла-
стеризації, тоді як традиційні методи розподіленої семантики та підрахунку слів, як правило, не враховують контекстну 
інформацію. 

Метою роботи є розробити методи кластеризації тексту, результати яких можна легко інтерпретувати, та анотації клас-
терів із врахуванням семантичної подібності, які не потребують додаткового навчання на наборах даних користувача. 

Метод. Щоб вирішити завдання кластеризації тексту, ми використовуємо контекстуалізовані слова-вектори та аналізує-
мо їх еволюцію між шарами попередньо натренованих моделей трансформерів. Ми шукаємо схожі лексеми у всьому корпу-
сі за допомогою слів-векторів та формуємо теми, які можуть бути присутні у кількох реченнях. Ми об’єднуємо теми так, що 
речення, які поділяють багато тем, присвоюються одному кластеру. Оскільки одне речення може містити декілька тем, воно 
може бути присутнім у кількох кластерах одночасно. Аналогічно, для створення анотацій для існуючого кластера ми вико-
ристовуємо слова-вектори, щоб упорядкувати слова залежно від того, наскільки добре вони описують кластер. Для цього ми 
пропонуємо нову міру відповідності кластеру – ранг слова. 

Результати. Описано та реалізовано новий підхід кластеризації тексту. Він здатний віднести один текст до одного та бі-
льше кластерів на основі семантичної подібності з іншими текстами групи. Розроблено та застосовано підхід до виокрем-
лення ключових слів як для кластеризації тексту, так і для завдання анотації кластерів. Отримані кластери анотовані та мо-
жуть бути інтерпретовані через терміни, з яких сформовані відповідні теми. 

Висновки. Оцінка на різних наборах даних продемонструвала застосовність, відповідність та легкість інтерпретації 
отриманих результатів. Описано переваги та можливості вдосконалення запропонованих методів. Були надані рекомендації 
щодо використання методів, а також можливі їх модифікації. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: NLP, слова-вектори, кластеризація тексту, анотування кластерів, BERT, виокремлення ключових 
слів, семантична схожість. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. В современную информационную эру возникает проблема анализа больших объемов текстовых данных 

и их дальнейшего группирования на основе семантического сходства. В результате растёт потребность в надежных алго-
ритмах анализа текста, а именно – кластеризации и извлечении ключевых данных из текстов. Несмотря на недавний про-
гресс в области обработки текста, новым нейронным методам не хватает интерпретируемости при использовании в задачах 
кластеризации, тогда как традиционные методы распределенной семантики и подсчета слов, как правило, игнорируют кон-
текстную информацию. 

Целью исследования является разработка интерпретируемых методов кластеризации текста и аннотации кластеров с 
учетом семантического сходства, которые не требуют дополнительного обучения на пользовательском наборе данных. 

Метод. Чтобы решить задачу кластеризации текста, мы используем контекстуализированные слова-векторы и анализи-
руем их эволюцию через слои предварительно обученных моделей трансформеров. С помощью слов-векторов мы ищем 
похожие токены во всем корпусе и формируем темы, которые могут присутствовать в нескольких предложениях. Мы объе-
диняем темы так, чтобы предложения, которые разделяют многие темы, были отнесены к одному кластеру. Поскольку одно 
предложение может содержать несколько тем, оно может присутствовать в нескольких кластерах одновременно. Аналогич-
ным образом, чтобы генерировать аннотации для существующего кластера, мы используем слова-векторы, и упорядочиваем 
слова их в зависимости от того, насколько хорошо они описывают кластер. Для этого мы предлагаем новую меру соответст-
вия кластеру – ранг слова. 

Результаты. Был описан и реализован новый подход к кластеризации текста. Он может относить текст к разным кла-
стерам на основе семантического сходства с другими текстами в группе. Подход с извлечением ключевых слов был разра-
ботан и применен как в задачах кластеризации текста, так и в задачах аннотации кластеров. Полученные кластеры содержат 
аннотирование темы и могут быть интерпретированы через термины, из которых сформированные эти темы. 

Выводи. Оценка на разных наборах данных продемонстрировала применимость, соответствие и интерпретируемость 
полученных результатов. Описаны преимущества и возможные улучшения предложенных методов. Даны рекомендации по 
использованию методов, а также возможные модификации. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: NLP, слова-векторы, кластеризация текста, аннотация кластеров, BERT, извлечения ключевых 
слов, семантическая схожесть. 
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ABSTRACT  
Context. The general problem of constructing the algorithmic recognition (classification) trees on the basis of a limited method 

in the artificial intelligence theory has been considered. The object of the present study is a concept of classification tree (a limited 
method-based algorithmic classification tree). The relevant methods, algorithms and schemes (a limited method) of constructing the 
algorithmic classification trees are the subject of this study.  

Objective. The goal of this work is to develop a simple and efficient limited method of constructing the tree-like recognition and 
classification models on the basis of the algorithmic classification trees for training selection of a large-volume discrete information 
that is characterized by a structure of classification trees obtained from independent recognition algorithms assessed in accordance 
with their general efficiency calculation functional for a wide class of applied tasks.  

Method. A limited method of constructing the algorithmic classification tree is suggested that constructs a tree-like structure for 
the preset initial training selection (an ACT model) consisting of a set of autonomous classification/recognition algorithms assessed 
at each ACT construction step (stage) in accordance with the initial classification. In other words, the limited method of constructing 
the algorithmic classification tree is suggested, and its idea is a step-by-step approximation of the arbitrary volume/structure selection 
by a set of independent classification/recognition algorithms. This method provides formation of a current algorithmic tree vertex 
(node, the generalized ACT attribute) with the selection of the most efficient (high-quality) autonomous classification algorithms 
from the initial set and construction completion of only those ACT structure paths, where the largest number of classification errors 
occurs. Such approach at constructing the resultant classification tree (the ACT model) allows the tree size and complexity (i.e. the 
total number of transitions, structure vertices and layers) to be reduced considerably, the quality of the next analysis (interpretability) 
and the possibility of decomposition to be increased as well as the ACT structures to be built given the limited hardware resources. 
The above limited method of constructing the algorithmic classification tree enables one to construct diverse tree-like recognition 
models with a preset accuracy for a wide class of the artificial intelligence theory tasks.  

Results. The limited method of constructing the algorithmic classification tree developed and presented in this work has software 
realization and was investigated and compared to the logical classification tree methods (on the basis of elementary attribute set se-
lection) and the algorithmic tree classification methods (first and second-type ones) when solving the task of real geological data 
recognition.  

Conclusions. The experiments carried out in the present work have proved the performance capabilities of the software sug-
gested and demonstrate the possibility of its promising utilization for the solution of a wide spectrum of applied recogni-
tion/classification problems. The outlook of further studies and approbations may be related to the creation of methods of other-type 
algorithmic classification trees that introduce a stopping criterion for the procedure of a tree model in accordance with the structure 
depth, optimization of its software realizations and to the experimental studies of this method for a wider circle of practical tasks.  

KEYWORDS: algorithmic classification tree, image recognition, classification, classification algorithm, branching criterion, 
limited method.  

 
ABBREVIATIONS  

TS is a training selection;  
ST is a test selection;  
RS is a recognition system;  
IR is a image recognition;  
GA is a generalized attribute;  
RF is a recognition function;  
LCT is a logical classification tree;  
ACT is a algorithmic classification tree;  
GAT is a generalized attribute tree;  
BAS is a branched attribute selection. 
  

NOMENCLATURE  
ia  is a fixed independent classification/recognition 

algorithms in the ACT scheme;  
m  is a total number of training pairs (known classifi-

cation objects) of the initial TS; 
Z  is a limited method parameter that defines the 

maximal number of classification errors for a fixed path at 
the LCT construction completion;  

M  is a total number of independent classification al-
gorithms ia  in a set;  

T  is a total number of the ST test sets;  
G  is a some initial signal (discrete object) manifold;  
R  is a partitioning into the classes (images) iH  de-

fined at the initial manifold G ;  
Rf  is a recognition function RF defined at the mani-

fold G ; 
jf  is a fixed GAs constructed at the relevant ACT 

structure generation step;  
ix  is a discrete objects (signals) of the initial TS;  

iH  is a set of classes defined by the initial TS;  
))(,( iRi xfx  is a training pairs of the initial TS;  

n  is a total number of the problem attributes (the at-
tribute space dimension);  

k  is a total number of classes of the manifold G ;  
l   is a value of the discrete object x  belonging class;  
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)(xpi  is a some predicate (a generalized attribute) for 
the i -th step of the LCT structure generation;  

j
iϕ  is an elementary x  object attribute, here i  being 

the attribute number in the set, j  being the positioning 
layer number;  

S  is a number of the fixed path errors for the classifi-
cation tree structure;  

321 rrr  is a fixed attribute values defining some path in 
the LCT structure;  

δ  is a parameter that characterizes the training effi-
ciency assessment with respect to the current problem/ 
task;  

),,( 321 rrrl  are quantity that characterizes the class be-
longing with respect to the fixed path in the classification 
tree structure;  

321 rrrS  is a number of all the pairs ))(,( iRi xfx  from 

the TS that, in fact, belong to the path 321 rrr  and obey the 
relationship )()( 321 rrrlxf iR ≠ ;  

iaaG ,...,1
 is a submanifold of the initial G  approxi-

mated by a set of classification algorithms ia ;  

naaS ,...,1
 is a number of the entrances into the TS of 

the initial pairs that satisfy condition 
naai Gx ,...,1

∈ ;  

)(TSPpt  is a capacity (volume) of the initial TS (or its 
fixed part for a current ACT construction scheme step);  

StopK  is a branching stopping criterion at the ACT 
model construction;  

trEn  is a classification errors and faults (the first-type 
ones) at the initial TS data array;  

trEt  is a classification errors and faults (the first-type 
ones) at the ST data array;  

UzO  is a total number of generalized attributes used in 
the classification tree model;  

AllV  is a represents the total number of all-type 
vertices in the ACT model structure;  

AllN  is a total number of different classification algo-
rithms used in the classification tree model;  

AllP  is a total number of transitions between the verti-
ces in the constructed classification tree model structure;  

MainI  is a index of the initial TS data generalization 
by the classification tree;  

MainQ  is a integral ACT/LCT model quality index;  

AllFr  is a total number of vertices in the obtained 
ACT/LCT model with the resultant Rf  values (RF, i.e. 
the classification tree leaves);  

AllEr  is a total number of errors in the ACT model at 
the initial test and training selection data arrays;  

AllM  is a total capacity (volume) of the test and train-
ing selection data arrays.  

 

INTRODUCTION  
The problems combined by the image recognition sub-

ject area are very diverse and take place in the contempo-
rary world in any field of economy and social content of 
human activities resulting in the necessity to construct and 
study the mathematical model of the relevant systems. As 
of today, there is no universal approach to solve the above 
problems. Several quite general theories and approaches 
have been suggested allowing a large number of problem 
types/classes to be solved. However, their applied appli-
cations differ by rather high sensitivity to the problem or 
application field particularity. A lot of theoretical results 
have been obtained for a special cases and subtasks. It 
should be noted that the necessity of performing a huge 
amount of calculations and orientation to the powerful 
hardware tools remain a bottle-neck of successful real 
recognition systems. However a large number of applied 
tasks in various areas of nature studies, for instance, in 
geology, biology etc, where the problems of classification 
are being solved with the use of both software and hard-
ware systems determines the intensity and relevance of 
such direction of investigations. Overcoming this problem 
for the tasks of artificial intelligence at the algorithmic 
and program construction of particular RS in a form of the 
classification tree models is a prerequisite of their high 
efficiency for each real task and, thus, will ensure a rapid 
development of different fields of science and technology 
[1–3]. In addition, more than four thousand recognition 
algorithms are available today being based on the various 
approaches and concepts and having certain limitations in 
their use (i.e. accuracy, speed, memory, versatility, reli-
ability etc). Moreover, every algorithm is limited by a 
certain particularity of application tasks, and this is, obvi-
ously, the most vulnerable point of not such algorithms 
only, but also of the recognition systems based on the 
relevant concepts [4]. Thus, the logic classification trees 
(decision trees) are the object of this study. It is known 
that presentation of the large-volume training selections 
(discrete information) in a form of the logic tree structures 
has its essential advantages in economical description of 
the data and the efficient mechanisms of working with 
them [5–7].  

The object of studies is the general concept of the de-
cision tree, namely, the algorithmic classification tree, 
constructions (from the limited method point of view).  

It is known that presentation of the large-volume dis-
crete information arrays (training selections) in a form of 
the logic or algorithmic tree structures has its own essen-
tial advantages in economic description and efficient 
mechanisms (procedures) of working with them [8]. The 
effective covering of the training selection by a set of 
elementary attributes in case of the LCT structure or that 
by a fixed set of autonomous recognition/classification 
algorithms in case of the ACT construction generates a 
fixed tree-like data structure (a tree model) that ensures 
the training selection initial data compression and trans-
formation. Let us emphasize that such approach provides 
considerable information system hardware resource opti-
mization and savings [9]. The scope of using the decision 
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tree (the LCT/ACT structure) concept is now extremely 
vast, while the absolute majority of modern schemes of 
the classification tree construction methods are known 
from literature as partitioning and trapping [10–13] ones. 
It is known that the classification tree (LCT/ACT) struc-
ture is represented in a form of a sequence of branches 
and nodes. The tree branches contain some marks that 
define the target function (in case of the ACT, these are 
the independent classification algorithms, the GA sets), 
while the nodes contain the RF (independent class) values 
or the extended transition attributes. Choosing the branch-
ing criterion (vertex construction or selection), the 
branching stopping criterion (classification tree construc-
tion completion) and the classification tree branch (struc-
tural block) rejection criterion remain principal issues of 
the classification tree concept.  

The subject of studies includes the methods, algo-
rithms and construction schemes of classification algo-
rithmic trees (the limited ACT structures).  

The principal specific feature of the most available 
methods of training selection (discrete information array) 
processing in the recognition tasks at constructing classifi-
cation rules and schemes is that they do not allow their 
complexity, accuracy and information capacity (parametric 
GA complexity) to be regulated in the course of model 
construction [4]. The principal specific feature of the algo-
rithmic tree method is the possibility of the complex use of 
a number of known recognition algorithms (methods) in 
solving each particular task of recognition scheme con-
struction. The basis of the ACT concept is a unique meth-
odology, i.e. the optimal approximation of the training se-
lection by a set of generalized attributes (autonomous algo-
rithms) included in a certain scheme (operator) constructed 
during the training process [4, 5, 20]. The limited method 
of constructing the algorithmic classification tree models 
generates the tree-like schemes consisting of independent 
and autonomous classification algorithms presenting, to 
some extent, a new recognition algorithm (obviously, syn-
thesized from known algorithms and methods).  

The objective of the work is to elaborate the limited 
method of classification/recognition model construction 
on the basis of the ACT concept for the discrete informa-
tion data arrays. Note that obtained classification system 
schemes are characterized by a tree-like structure (con-
struction) and the availability of the autonomous classifi-
cation algorithms (the GA sets) as the structural elements, 
whereas the above model construction (completing) goes 
along those tree structure paths, where the maximal num-
ber of classification errors takes place.  

 
1 PROBLEM STATEMENT  

Let the partition R  into a finite number k  of submani-
folds (classes, images) be set at a certain manifold G  of 
the objects x : 

iH ),..,1( ki =  , ∪
k

i
iHG

1=

= .  

We shall call the corresponding manifolds kHH ,...,1  
the images, while the manifold G  elements – the patterns 
or the image kHH ,...,1  representatives. The objects (pat-

terns) x  are defined by the certain attribute value sets 
),...,1( njx j = . If iHx∈ , we shall consider that this ob-

ject belongs to the image iH . In general case, the images 

kHH ,...,1  can be defined by the probability distributions 
)/(),...,/( 1 xHpxHp k , here )/( xHp i  being the prob-

ability (or, in the continuous case, the probability density) 
of )( Gxx ∈  belonging to the image iH . Let the condition 
of task define a certain initial TS in a form of a sequence 
of training pairs:  

 

))(,()),...,(,( 11 mRmR xfxxfx . (1)
 

Note that, except for the initial TS, the ST (a set of the 
objects of known class belonging) is also defined as a 
certain part of the initial TS. Thus, according to the initial 
condition, TS is a combination (fixed sequence) of some 
sets (discrete objects), and each set is a combination of 
some attribute values and some function values (RF) at 
the above set. Then combination of attribute values is a 
certain pattern (discrete object), and the function value 
(RF) relates this pattern to the relevant image [5].  

Therefore, in this work, we put a problem of con-
structing the ACT model in the conditions of limited 
hardware resources with the parameters p of the optimal 
structure L: )))(),,(( optxfxpLF iRi →  with respect to the 
initial TS data.  

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE  

Present study continues a cycle of works devoted to 
the problem of the tree-like discrete object recognition 
schemes (the LCT/ACT classification models) [7–9, 14, 
20]. They deal with the principal issues of the classifica-
tion tree structure construction, use and optimization. As 
known from Ref. [7], the resultant classification rule 
(scheme) constructed by an arbitrary BAS method or al-
gorithm has a tree-like logic structure, and the logic tree 
consists of vertices (attributes) grouped in layers and ob-
tained at a certain step (stage) of recognition tree con-
struction [15]. So, for the ACT methods, an important 
problem that follows from Ref. [20] is a problem of syn-
thesizing the recognition trees that would be represented, 
in fact, by the algorithm tree/graph (the ACT methods) or 
by the classification model tree. In contrary to the avail-
able methods, the main peculiarity of the tree-like recog-
nition systems is that the importance of certain attributes 
(attribute or algorithm groups) is determined with respect 
to the function that defines the object partitioning into 
classes [16]. Thus, in Ref. [15], the principal issues con-
cerning the decision tree generation and constructed 
model quality are analyzed for the case of low-
informative attributes, and the ability of the classification 
tree structures to perform the one-dimensional branching 
(attribute selection) for the analysis of the impor-
tance/quality influence of certain variables (vertices) 
gives a chance to work with the various-type variables in 
the form of predicates, generalized attributes, while in 
case of the ACT – with the relevant autonomous classifi-
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cation and recognition algorithms. The general classifica-
tion tree concept is used actively in the intellectual data 
analysis (LGMB, XGBoost), where the final goal is the 
synthesis of the model (fixed scheme) that predicts the 
target variable value on the basis of the initial data set (the 
TS data arrays) at the system input [17].  

The systems based on the CART methods (directed to 
the solution of classification and regressive analysis prob-
lems), as well as those on the basis of the C4.5 schemes 
and its modern modifications (for the recogni-
tion/classification problems) and the ID3 schemes are the 
approaches dominating in the decision tree concept. The 
ID3 scheme is based on using the limited entropy crite-
rion, while the LCT structure is being constructed until 
for each resultant vertex (tree leaf) the objects of the same 
fixed class remain only, or the branching procedure in the 
tree under construction provides the initial entropy crite-
rion reduction. The С4.5/C5.0 scheme is based on the 
well-known Gain-Ratio (normative entropy) criterion, and 
the limitation on the number of objects for the resultant 
vertex (the LCT structure leaf) is used as the procedure 
stopping criterion. Note that the pruning procedure in the 
LCT structure is carried out according to the Error-Based 
Pruning scheme based on the general assessment of the 
generalizing ability to make a decision on the classifica-
tion tree construction branch/vertex elimination. The 
CART scheme uses in its work the Gini criteria, and the 
pruning procedure in the LCT structure is carried out ac-
cording to the Cost-Complexity Pruning scheme, while, 
for the case of available attribute step over, the basic sur-
rogate predicate scheme is used.  

Note that the basic idea of the branched attribute (al-
gorithm vertices) selection in the ACT structure could be 
determined as the optimal approximation of some initial 
TS by a set of the ranked classification algorithms (in case 
of the LCT – attributes). In this case the central issue, i.e. 
the problem of choosing the efficient branching criterion 
(vertex, attribute, discrete object attribute selection for the 
LCT and algorithm selection for the ACT) becomes the 
most important. These principal problems are analyzed in 
Refs. [20, 21], where the questions of quality assessment 
of particular discrete attributes, their sets and fixed con-
nections are raised, and this allows the efficient mecha-
nism of branching realization to be implemented.  

It is known that the classification tree (LCT/ACT) 
model structures are characterized by a compactness, on 
the one side, and by a non-uniform layer filling (sparsity), 
on the other one, as compared to the regular tree construc-
tions [18–24]. Here the issues of classification tree con-
struction process using the methods of the branched at-
tribute selection and those of choosing the logic tree syn-
thesis stopping criterion remain relevant [25–34]. It 
should be noted that the classification tree concepts do not 
conflict with the possibility of using as the classification 
tree attributes (structural vertices) of not only certain at-
tributes of their connecting objects (the generalized at-
tribute idea was considered in Ref. [9]) but also the sets. 
If we do not consider the object attributes as branches but 
selects certain independent recognition algorithms, then 

we get on the output a new structure, i.e. the ACT [20]. 
Present work will be devoted just to the ACT structures in 
view of the limited method.  

 
3 MATERIALS AND METHODS  

At this stage of the present work, we shall suggest the 
limited methods for the LCT and ACT (classification 
trees) structures that allow one to overcome some clear 
negative conceptual moments and limitations, which are 
inherent in such schemes, from the viewpoint of resource 
needs and the resultant complexity of constructed classifi-
cation tree models [25].  

Let us first draw some attention to the fact that the 
general scheme of the LCT model construction method 
(based on the step-by-step elementary attribute selection) 
described earlier in Ref. [21] has a principal shortcoming 
related to the fact that with the increase of the number of 
vertices (classification tree structure layers) in the LCT 
construction the number of elementary attributes j

iϕ  
(here i  being the elementary attribute number in the set, 
j  being the relevant attribute location layer number) 

increases significantly. Obviously, such the resulting LCT 
model complication (constructional complexity) affects 
negatively the hardware abilities of the classification sys-
tem (memory, processor time) and the general ability to 
perceive and analyze the constructed model without ex-
ternal selection of classification rules in the tree structure. 
To overcome these principally negative moments of the 
classification tree method, we shall suggest the following 
LCT method modification.  

Limited method of the LCT construction. Let us fix 
some positive number Z  at the initial stage. Let us have a 
constructed LCT (the classification tree after the defined 
number of step of the LCT model construction) of a fol-
lowing general structure (see Fig. 1) that reflects some 
predicate (constructed generalized attribute) )(1 xp .  

Note that in Ref. [9], when presenting the LCT con-
struction method (on the basis of elementary attribute 
selection) at the test stage, a certain number S  was calcu-
lated that appears in the following relation:  

 

δ≥
m
S

. (2)
 

Now we shall, for each unfinished path 321 rrr  in the 
logic tree structure (Fig. 1), calculate, except for the num-
ber S , the other one – 

321 rrrS  that expresses the number 
of all the pairs ))(,( iRi xfx  from TS that, in fact, belong to 
the path 321 rrr  and obey the following relation:  

 

)()( 321 rrrlxf iR ≠ . (3)
 

Thus, 321 rrrS  is a number of all such errors due to some 
predicate )(1 xp  (generalized attribute) represented by this 
general-structure LCT (Fig. 1) at the fixed path 321 rrr  in 
this tree construction.  
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Figure 1 – Structure of the LCT constructed in accordance with 

the initial TS data on the basis of the elementary attribute  
selection  

At the next stage, we choose the number Z  of such 
paths Zrrrrrr )(,...,)( 3211321 , for which the number 

321 rrrS  
shall be as large as possible.  

Example. Let 3=Z  be defined and let the following 
relation hold true:  

 

011010001101100000 SSSSSS ≥≥≥≥≥ . (4)
 

Then the paths 000, 100, 101 are chosen only. The 
next vertex (elementary attribute) 321 rrrϕ  completion and 
selection shall be performed for the above paths only.  

Let us fix that this modified scheme of the classifica-
tion tree (the LCT on the basis of the elementary attribute 
selection) construction shall be called the limited method 
of the LCT construction.  

Note that, according to this scheme, only the paths (of 
the general LCT structure) related to the maximal number 
of classification errors are being continued.  

It should be noted finally that if one uses the above 
process in the end of the paths 321 rrr  that do not belong to 
the selected Z  paths, the )( 321 rrrl  values are preserved. 
In this case, the process of the modified LCT construction 
method could be applied if the initial TS is not fixed, i.e. 
if at each step of the classification tree construction the 
own selection (a part of the TS) is realized.  

Thus, the classification tree construction scheme sug-
gested above introduces, actually, the accuracy regulation 
mechanism for the tree model constructed with the allow-
ance made for the total number of classification errors at a 
given path (stage) of the logic tree general structure com-
pletion.  

Obviously, this idea may work at the ACT structure 
level too, taking into account its certain specific features. 
Thus, in accordance with aforementioned, we shall suggest 
the following modification of the first-type ACT structure 
construction method presented in Ref. [20].  

Limited method of the ACT construction. Let us 
define first a certain general-type TS (1) in a form of a 
sequence of training pairs ))(,( iRi xfx  with the capacity 
m , attribute space dimension n  and a fixed set of differ-
ent-type classification algorithms ),...,( 1 Maa . Note that 

functioning of the classification tree models constructed is 
being checked at the ST data array with the capacity T  
(their belonging is also known).  

It should be noted that here the initial TS data define 
some partition R  into the classes ),...,( 1 kHH , while the 
corresponding algorithms ia  may not be associated with a 
single recognition concept but may realize various classi-
fication methods and algorithms (for instance, these could 
be the common geometrical algorithms that approximate 
the training selection by a relevant geometrical objects, 
i.e. estimate/potential function calculation algorithms etc). 
Note that one or more generalized attributes jf  (certain 
TS classification rules) that describe (approximate) a de-
fined part of the initial training selection are the result of 
each of fixed (chosen from the algorithm library of some 
information system) autonomous classification/ recogni-
tion algorithms ia  at the relevant ACT generation step. 
Thus, for the case of known geometrical recognition algo-
rithms [20], the geometrical objects that cover the TS in 
the attribute space of the dimension task space n  will be 
the corresponding generalized attributes.  

Certainly, in the real applied tasks, the cases are 
possible when the relevant classification algorithm ia  
fails to construct the generalized attribute jf  due to a 
complicated location of classes kH  in the attribute space 
of this task or due to the certain conceptual and realization 
limitations of the classification algorithm itself. Then, by 
analogy with the LCT, we may deal with the case when 
constructed classification algorithms ia  (constructed 
generalized attributes jf ) incompletely approximate the 
initial TS, or such situation is provided by the ACT 
generation algorithm itself (for example, the presence of 
the initial limitation in the classification tree algorithm 
scheme related to generation of only one generalized 
attribute jf  at each stage of the ACT model 
construction).  

Note that the initial TS objects that do not match the 
constructed scheme of selection approximation by a se-
quence of generalized attributes jf  (at the last stage of 
the ACT synthesis procedure) are related to the first-type 
classification failures (errors) trEn . Similarly, for the ST 
data, the improperly classified discrete objects are also 
related to the first-type errors trEt .  

Please note that the first-type ACT consists of layers, 
and each layer, in fact, corresponds to a certain step 
(stage) of the classification tree construction (the initial 
TS data approximation) [9, 20]. For each classification 
algorithm, at given approximation step, one may calculate 
its efficiency with respect the working data 

))(/( −TSPS pt , and this value must be equal to or exceed 
the preliminarily defined limitation δ . Certainly, in some 
ACT scheme realizations, this value δ  may be used as 
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the stopping criterion StopK  for the classification tree 
structure branching procedure.  

Note that here S  is a total number of classification er-
rors for the fixed algorithm at a certain step (the ACT 
generation stage), while )( −TSPpt  is a capacity (volume) 
of the initial TS submanifold fed to the given algorithm 
input at the relevant layer (level or stage) of the classifica-
tion tree under construction.  

Then, by analogy with the limited LCT method, it looks 
expedient to calculate for each ACT structure layer (the 
classification tree construction stage) the values iaaS ,...,1  
that characterize the number of all the pairs ))(,( iRi xfx  of 
the initial TS array that could not be approximated by a 
sequence of fixed classification algorithms iaa ,...,1 . Thus, 

iaaS ,...,1  is a number of all the classification errors made by 
a certain sequence GA (constructed at the corresponding 
ACT structure levels) represented by a given ACT of the 
general structure (Fig. 2) for a fixed recogni-
tion/classification algorithm set iaa ,...,1 . 

 
Figure 2 – Classification tree structure fragment constructed 

using the limited ACT method 
 
Then, according to this ACT structure construction 

scheme, the only path(s) should be chosen in the tree con-
struction (dependent of the classification tree types that 
may differ), for which the value iaaS ,...,1  will be as maxi-
mal as possible. That is, the path in the ACT structure 
with the largest number of errors is being completed. Note 
that the next completion and selection of vertices (classi-
fication algorithms – the GA parameters) iaa ,...,1  is per-
formed for these paths in the ACT structure only.  

Note that in such approach to the construction of the 
limited LCT/ACT methods, after constructing the classi-
fication tree model its actual completion (final training) is 
possible and this provides a direct possibility to influence 
the accuracy of the classification system model con-
structed.  

It should be noted that, according to the limited ACT 
scheme, in the process of the classification tree construc-
tion, only those paths (of the general ACT structure) are 
being continued (chosen for the GA completion) that corre-
spond to the occurrence of the largest number of classifica-
tion errors. It is obvious that the use of the above process 
allows one to return at any moment to the rejected paths in 
order to complete the classification tree structures (paths).  

Let us emphasize that the classification tree construc-
tion scheme suggested above (the limited ACT method) 
allows the constructed tree model accuracy (efficiency) to 
be regulated taking into account the total number of any-
type classification errors at a given path (stage) of the 
algorithmic tree general structure construction. The prin-
cipal possibility of the ACT model construction with a 
preset accuracy with respect to the initial data array is 
important. Such possibility is achieved by limiting/ re-
stricting the number of steps of the ACT generation pro-
cedure, by using a system of limitations of information 
capacity, the generalization number and parameters (the 
TS domain under approximation) or the generalized at-
tribute set constructed at the relevant stages of the resul-
tant classification tree construction.  

 
4 EXPERIMENTS  

The limited ACT structure construction scheme sug-
gested in this study allows one to regulate quite flexibly 
the complexity of the model of the classification tree un-
der construction or to construct the recognition model 
with the preset accuracy in accordance with the current 
task conditions. The task of choosing the classification 
tree model (among a fixed set of constructed LCT/ACT 
structures) for a particular problem is determined by a 
manifold of parameters that have a determinative impor-
tance with respect to the current applied task (the TS/ST 
data sets). It is obvious that, in order to compare and se-
lect a particular classification tree model from the fixed 
set, one has to distinguish its most significant characteris-
tics (i.e. attribute space dimensionality, number of verti-
ces, number of the tree construction transitions etc) and to 
determine their error with respect to the input data array.  

Analyzing the quality criteria for the information 
models obtained that depend on the model inaccuracy, the 
initial TS/ST data array capacity (the number of training 
pairs and the task attribute space dimensionality), the 
number of the model structural parameters and so on, is 
the principally important issue at this stage of study. It is 
obvious that the model errors at the TS and ST data arrays 
and for each class (the initial TS part, submanifold) de-
fined by the current applied task initial condition are the 
critically important parameters of the ACT model con-
structed.  

Note that the basic index of the initial TS data gener-
alization by the classification tree/model is one of the 
most important indices that characterize the basic proper-
ties of the ACT models. It is calculated as follows:  

 

AllAllAll

Uz
Main PNV

Om
I

2++
⋅

= . (5)
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This classification tree model (the ACT structure) 
generalization index reflects its basic parameters/ charac-
teristics of classification trees and may be used as an op-
timality criterion in the procedure of assessing the arbi-
trary tree-like recognition scheme, for example, in the 
case of the methods of constructing and selecting the ran-
dom classification trees from Ref. [9] (with the allowance 
made for their structural parameters). In any arbitrary 
applied task, it is essential to maximize the parameter 

MainI  (i.e. the ACT model generalization index). This 
allows one to achieve the most optimal classification tree 
structure and obtain actually the maximal compression of 
the initial TS data (i.e. to present the initial data array as 
the minimal by its structural complexity tree) [7]. It 
should also be emphasized that the issue of reducing the 
tree structure complexity (namely, the number of nodes, 
vertices, attributes, algorithms in the classification tree 
structure, total number of transitions in the model struc-
ture), the information system general memory and proces-
sor time consumption parameters remains a principal 
moment at the LCT/ACT (classification model) structure 
construction. So, the total integral quality index presented 
below is an important quality index of the model con-
structed in a form of the classification tree with the inclu-
sion of the ACT model structure parameters:  

 

All

All
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i iUz

All
Main e

pO
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Q
−

⋅
⋅

=
∑

. (6)

 

Note that the parameter AllEr  is here the total number 
of errors in the ACT model at the initial test and training 
selection data arrays – trtrAll EtEnEr += , while AllM  is 
the total capacity of the above two arrays– TmM All += . 
The parameter AllFr  characterizes the total number of 
vertices in the obtained ACT model with the resultant 
values Rf  (RF, i.e. the classification tree leaves), while 
the parameter UzO  represents the total number of all the 
generalized attributes in the ACT model structure. A set 
of parameters ip  defines the most important classifica-
tion tree characteristics (in accordance with the LCT/ACT 
structures) under assessment (for instance, the number of 
elementary or generalized attributes used in the classifica-
tion tree model, the number of transitions between the 
classification tree vertices, layers etc).  

Note that this integral ACT model quality index will 
take the values from zero to unit. The less is this index, 
the worse is the quality of the classification tree con-
structed, and, vice versa, the larger is the index, the best 
will be the final model. Thus, the suggested integral as-
sessment of the classification tree (the ACT structure) 
reflects the basic classification tree parame-
ters/characteristics and may be used as the optimality cri-
terion in the procedure of assessment of the arbitrary tree-
like recognition scheme (according to the own model pa-
rameters).  

Thus, at the Uzhhorod National University, the soft-
ware complex Orion III has been developed being used to 
generate the autonomous recognition/classification sys-
tems. This system algorithmic library has 13 recognition 
algorithms/schemes including the above algorithmic re-
alization of the ACT construction using the limited 
method suggested above.  

The basic task used to check operation of the limited 
ACT construction method was reduced to that of classify-
ing the array of geological data (the oil-bearing bed parti-
tioning problem). A set of 22 basic elementary attributes 
was used to recognize objects, whereas in the TS informa-
tion was presented about the objects from two classes. At 
the examination stage, the classification system (the ACT 
model) was constructed being intended to provide an effi-
cient recognition of unknown classification objects with 
respect to these two classes.  

Information concerning the two classes of objects is 
presented in the TS. At the examination stage, the classi-
fication system constructed has to provide an efficient 
recognition of unknown classification methods with re-
spect to the above two classes.  

At the initial stage of the software system operation, 
the training selection was automatically checked for cor-
rectness (searching and eliminating the similar objects of 
different belonging – the first-kind errors).  

 

5 RESULTS  
The initial TS presents information about the partition 

R  into two classes. At the examination stage (on the ST 
basis), the classification scheme constructed must ensure 
the efficient recognition (classification) of unknown-
classification objects with respect to these classes. Note 
that the 1H -class training pairs (the oil-bearing beds) 
dominated in the training information array in the propor-
tion )1/5.1(≈ , while the TS array included 1250 objects 
(sets of known classification), and the efficiency of the 
constructed recognition system was estimated at the test 
volume selection of 240 objects. It should be noted that 
the ST array had a form of a separated part of the initial 
TS (it consisted of discrete objects of known classifica-
tion). Usually such test selection volume is not sufficient 
for a comprehensive analysis of the constructed classifica-
tion tree model quality, but in relation with the limited 
character of the TS itself even such ST allows the main 
parameters of synthesized LCT/ACT structures to be as-
sessed and analyzed. The test and training selection array 
data were obtained on the basis of the geological survey 
on the territory of Transcarpathian province during the 
period from 2001 to 2011. The fragment of the main re-
sults of the above experiments, the comparative tests of 
the ACT (the classification tree structure) model construc-
tion methods at the data array for this applied task is pre-
sented in Table 1. We shall emphasize that constructed 
ACT models (structures) provided necessary accuracy and 
efficiency level defined by the applied task condition, 
desired speed and system operating memory consump-
tion, but demonstrated different structural complexity of 
constructed classification trees (the LCT construction 
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complexity parameters) and a set of generalized attributes 
(in the comparative cases of the algorithmic classification 
tree models, i.e. the ACT structures [20]).  

 

6 DISCUSSION  
Note that the general assessment of the ACT model 

quality made in the present study (certainly, it may be 
adapted for the case of the LCT structures) fixes the most 
important characteristics/parameters of the constructed 
classification trees and can be used as the optimality crite-
rion in the procedure of the ACT construction and final 
model selection (ranking) from the ACT model manifold. 
It should be noted that the ACT structure, like the limited 
algorithmic tree method, only handles the constructed sets 
of generalized attributes (classification algorithms) and 
may not be interested in the fact by what algo-
rithm/method (scheme, rule) they have been obtained. 
Each of the schemes constructed according to the algo-
rithmic tree method will be a general recognition scheme 
(the ACT model) to be used for practical purposes (i.e. 
processing large experimental data arrays in a form of 
discrete sets). It is important that the classification scheme 
obtained will, to some extent, be a new recognition algo-
rithm (synthesized, obviously, from the known algorithms 
and methods). The ACT structure (new classification 
scheme) obtained is characterized by a high flexibility 
with respect to a certain application and by a relatively 
compact structure of the model itself, however, it requires 
relatively high hardware expenditures to preserve general-
ized attributes (or their sets) and the initial assessment of 
the classification algorithm quality according to the TS 
data. The ACT models, as compared to the LCT struc-
tures, have high classification rule speed, comparable 
hardware expenditures for the tree structure preservation 
and operation, as well as high classification quality.  

 
CONCLUSIONS  

In this work, a problem of constructing the limited 
method of synthesizing the algorithmic classification tree 
models on the basis of the TS approximation by a set of 
independent classification algorithms in conditions of 
limitations imposed on the paths of the ACT structure 
completion has been solved.  

The scientific novelty of the obtained results is related 
to the fact that the limited method of constructing the 
ACT structures has been suggested for the first time on 
the basis of the autonomous recognition/classification 
algorithm assessment and ranking for generating the clas-
sification tree structure (the ACT model) with the limita-
tion set imposed on the ACT (the classification tree 
model) construction completion directions. In this case at 
each step of the classification tree branching a certain part 
of the TS (or its submanifold) is being approximated. 
Note that the branching criterion for the ACT structures 
(in the limited ACT construction method) may be used 
not only to assess the quality of some classification algo-
rithms, but also to calculate the efficiency of bound algo-
rithm sets that will allow more optimal structure of the 
ACT synthesized in accordance with the initial TS data to 
be achieved. In this work, a set of general indices (pa-
rameters) has been suggested enabling the general charac-
teristics of the ACT model to be presented effectively. It 
also could be used to select the most optimal ACT from 
the set of classification trees constructed in accordance 
with the random classification trees.  

The practical value of the results obtained is that the 
suggested limited method of constructing the ACT mod-
els (the LCT/ACT structures) was realized in the algo-
rithm library of the universal software system ORION III 
to solve various practical problems of classifying (recog-
nizing) the different-type discrete object arrays.  

Note that the practical testing has proven the effi-
ciency and performance of the developed software and 
suggested ACT models allowing one to formulate rec-
ommendations on the use of the above approach (the lim-
ited LCT/ACT model method) and its software realization 
for a wide spectrum of applied discrete object classifica-
tion/recognition tasks.  

Looking ahead, the further studies may be directed 
towards the development of algorithmic classification tree 
(the ACT structure boosting) methods of optimizing the 
software realizations of the suggested limited ACT con-
struction method as well as its practical approbation at the 
family of real classification/recognition tasks.  

 

Table 1 – Comparative table of classification tree (LCT/ACT) models/methods  

No.  Classification tree (LCT/ACT)  
method (scheme)  

Integral classification tree 
model quality index, MainQ  

Total number of model errors 
at TS and ST, AllEr  

1  Full LCT method on the basis of  
elementary attribute (attribute set) selection  0.004789  2  

2  LCT model with a single assessment of attribute (attribute 
set) importance  0.002263  3 

3  Limited LCT structure construction method (Z=5)  0.003168  4  
4  Limited LCT structure construction method LCT (Z=9)  0.003029  3  
5  Algorithmic tree (type I) method  0.005234  0  
6  Algorithmic tree (type II) method  0.002941  0  

7  ACT method (type І) on the basis of a  
hypersphere algorithm as the GA  0.005445  0  

8  ACT method (type І) on the basis of a  
hypercube algorithm as the GA  0.005139  1  

9  Limited ACT model construction method (Z=6)  0.003018  2  
10  Limited ACT model construction method (Z=10)  0.003176  1  
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ОБМЕЖЕНИЙ МЕТОД ДЛЯ ВИПАДКУ АЛГОРИТМІЧНОГО ДЕРЕВА КЛАСИФІКАЦІЇ 

 
Повхан І. Ф. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедри програмного забезпечення систем ДВНЗ Ужгородський націо-

нальний університет, м. Ужгород, Україна. 
 

АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянута загальна задача побудови алгоритмічних дерев розпізнавання (класифікації) на основі обме-

женого методу в теорії штучного інтелекту. Об’єктом даного дослідження є концепція дерева класифікації (алгоритмічного 
дерева класифікації на базі обмеженого методу). Предметом дослідження є актуальні методи, алгоритми та схеми (обмеже-
ний метод) побудови алгоритмічних дерев класифікації.  

Мета. Метою даної роботи є створення простого та ефективного обмеженого методу побудови деревоподібних моделей 
розпізнавання та класифікації на основі алгоритмічних дерев класифікації для навчальних вибірок дискретної інформації 
великого об’єму – який характеризується структурою отриманих дерев класифікації з незалежних алгоритмів розпізнавання 
оцінених на основі функціоналу розрахунку їх загальної ефективності для широкого класу прикладних задач. 

Метод. Пропонується обмежений метод побудови алгоритмічних дерев класифікації, який для заданої початкової на-
вчальної вибірки довільного розміру будує деревоподібну структуру (модель АДК), яка складається з набору автономних 
алгоритмів класифікації та розпізнавання оцінених на кожному кроці (етапі) побудови АДК за даною початковою вибіркою. 
Тобто пропонується обмежений метод побудови алгоритмічного дерева класифікації основна ідея якого полягає в по кроко-
вій апроксимації начальної вибірки довільного об’єму та структури набором незалежних алгоритмів класифікації та розпі-
знавання. Даний метод при формуванні поточної вершини алгоритмічного дерева (вузла, узагальненої ознаки АДК) забез-
печує виділення найбільш ефективних (якісних) автономних алгоритмів класифікації з початкового набору та добудову 
лише тих шляхів в структурі АДК де відбувається найбільша кількість помилок класифікації. Такий підхід при побудові 
результуючого дерева класифікації (моделі АДК) дозволяє значно скоротити розмір та складність дерева (загальну кількість 
переходів, вершин  та ярусів структури) підвищити якість його наступного аналізу (інтерпретабельність), можливість деко-
мпозиції, та будувати структури АДК в умовах обмежених апаратних ресурсів. Запропонований обмежений метод побудови 
алгоритмічного дерева класифікації дозволяє будувати різнотипні деревоподібні моделі розпізнавання з наперед заданою 
точністю для широкого класу задач теорії штучного інтелекту. 

Результати. Розроблений та представлений в даній роботі обмежений метод алгоритмічного дерева класифікації отри-
мав програмну реалізацію та був досліджений і порівняний з методами логічних дерев класифікації (на основі селекції на-
бору елементарних ознак), методами алгоритмічного дерева класифікації (першого та другого типу) при розв’язку задачі 
розпізнавання реальних даних геологічного типу. 

Висновки. Проведені в даній роботі експерименти підтвердили працездатність запропонованого математичного забез-
печення та показують можливість його перспективного використання для розв’язку широкого спектру практичних задач 
розпізнавання та класифікації. Перспективи подальших досліджень та апробацій можуть полягати в створенні методів алго-
ритмічного дерева класифікації інших типів, які полягають в веденні критерію зупинки процедури побудови моделі дерева 
за глибиною структури, оптимізації його програмних реалізацій, а також експериментальних дослідженнях даного методу 
на більш широке коло практичних задач. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: алгоритмічне дерево класифікації, розпізнавання образів, класифікація, алгоритм класифікації, 
критерій розгалуження, обмежений метод. 
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ОГРАНИЧЕННЫЙ МЕТОД ДЛЯ СЛУЧАЯ АЛГОРИТМИЧЕСКОГО ДЕРЕВА КЛАССИФИКАЦИИ 
Повхан И. Ф. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедры программного обеспечения систем ГВУЗ Ужгородский на-

циональный университет, г. Ужгород, Украина. 
 

АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассмотрена общая задача построения алгоритмических деревьев распознавания (классификации) на ос-

нове ограниченного метода в теории искусственного интеллекта. Объектом данного исследования является концепция дере-
ва классификации (алгоритмического дерева классификации на базе ограниченного метода). Предметом исследования яв-
ляются актуальные методы, алгоритмы и схемы (ограниченный метод) построения алгоритмических деревьев классифика-
ции. 

Цель. Целью данной работы является создание простого и эффективного ограниченного метода построения древовид-
ных моделей распознавания и классификации на основе алгоритма деревьев классификации для учебных выборок дискрет-
ной информации большого объема – характеризуется структурой полученных деревьев классификации из независимых ал-
горитмов распознавания оцененных на основе функционала расчета их общей эффективности для широкого класса при-
кладных задач. 
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Метод. Предлагается ограниченный метод построения алгоритмических деревьев классификации, который для заданной 
начальной обучающей выборки произвольного размера строит древовидную структуру (модель АДК), которая состоит из 
набора автономных алгоритмов классификации и распознавания, оцененных на каждом шаге (этапе) построения АДК по 
данной начальной выборке. То есть предлагается ограниченный метод построения алгоритмического дерева классификации 
основная идея которого заключается в по шаговой аппроксимации начальной выборки произвольного объема и структуры 
набором независимых алгоритмов классификации и распознавания. Данный метод при формировании текущей вершины 
алгоритмического дерева (узла, обобщенной признаки АДК) обеспечивает выделение наиболее эффективных (качествен-
ных) автономных алгоритмов классификации с начального набора и достройку только тех путей в структуре АДК где про-
исходит наибольшее количество ошибок классификации. Такой подход при построении результирующего дерева классифи-
кации (модели АДК) позволяет значительно сократить размер и сложность дерева (общее количество переходов, вершин и 
ярусов структуры) во-визжит качество его последующего анализа (интерпретабельность), возможность декомпозиции, и 
строить структуры АДК в условиях ограниченных аппаратных ресурсов. Предложенный ограниченный метод построения 
алгоритмического дерева классификации позволяет строить разнотипные древовидные модели распознавания с наперед 
заданной точностью для широкого класса задач теории искусственного интеллекта. 

Результаты. Разработан и представлен в данной работе ограничен метод алгоритмического дерева классификации по-
лучил программную реализацию и был исследован и сравнен с методами логических деревьев классификации (на основе 
селекции набора элементарных признаков), методами алгоритмического дерева классификации (первого и второго типа) 
при решении задачи распознавания реальных данных геологического типа. 

Выводы. Проведенные в данной работе эксперименты подтвердили работоспособность предложенного математическо-
го обеспечения и показа-ют возможность его перспективного использования для решения широкого спектра практических 
задач распознавания и классификации. Перспективы дальнейших исследований и апробаций могут заключаться в создании 
методов алгоритмического дерева классификации других типов, которые заключаются в ведении критерия остановки про-
цедуры построения модели дерева по глубине структуры, оптимизации его программных реализаций, а также эксперимен-
тальных исследованиях данного метода на более широкий круг практических задач. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: алгоритмическое дерево классификации, распознавание образов, классификация, алгоритм 
классификации, критерий разветвления, ограниченный метод. 
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ХЭШИРОВАНИЕ НА ОСНОВЕ ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТ 
ДЛЯ СОКРАЩЕНИЯ РАЗМЕРНОСТИ ДАННЫХ 

Субботин С. А. – д-р техн. наук, профессор, заведующий кафедрой программных средств Национального 
университета «Запорожская политехника», Запорожье, Украина. 

 
АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Для сокращения размерности данных в задачах распознавания и диагностирования на основе хэширова-
ния возникает необходимость сокращение временных затрат на формирование хэширующего преобразования.  

Цель. Цель работы – уменьшение временных затрат на сокращение размерности данных путем создания метода хэши-
рования, не требующего решения оптимизационной задачи поиска наилучшего случайного преобразования, а также умень-
шение потерь локальных свойств признакового пространства. 

Метод. Предложен метод формирования хэша, который переводит координаты экземпляров из исходной системы при-
знаков в многомерную полярную систему координат, на основе которых, дискретизируя полярные координаты, с помощью 
эвристик различным способами кодирует и комбинирует значения дискретизированных полярных координат, формируя 
хэши экземпляров, из которых в качестве результирующего преобразования выбирает наилучшее в системе заданных кри-
териев на основе минимизации числа коллизий, при которых экземпляры разных классов и разными значениями исходных 
признаков, получают одинаковые хэши. Это позволяет автоматизировать формирование хэширующих преобразований, ис-
ключить необходимость решения оптимизационных задач перебора случайных проекций, обеспечив сокращение затрат 
времени, а также делает хэширующее преобразование более свободным от навязывания данным разбиения признакового 
пространства, неприсущей им природы, что позволяет повысить обобщающие свойства и точность преобразований. Пред-
ложены критерии оценивания качества хэширующих преобразований, включающие определение числа позитивных и нега-
тивных коллизий, а также оценивания на их основе вероятностей соответствующих коллизий. Это позволяет автоматизиро-
вать анализ и выбор хэширующих преобразований для сокращения размерности данных в задачах распознавания и диагно-
стирования. 

Результаты. Проведено экспериментальное исследование, подтвердившее работоспособность предложенных методов 
при решении практических задач. 

Выводы. Разработанное математическое обеспечение может быть рекомендовано для решения задач сокращения раз-
мерности данных. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: хэширование, хэш, сокращение размерности выборки, полярные координаты. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
δ  – заданная пользователем константа, регули-

рующая допустимое расхождение значений критериев 
качества редуцированной и исходной выборок; 

sρ  – расстояние от s-го экземпляра до центра 
нормированных координат (радиальная координата); 

s
bρ  – значение b-го бита целочисленного расстоя-

ния (или номера интервала расстояния) от центра по-
лярной координатной системы до s-го экземпляра; 

Ρ  – число бит для представления максимального 
целочисленного расстояния; 

s
jϕ  – j-я угловая координата s-го экземпляра; 

}{ s
j

s ϕ=ϕ – набор угловых координат s-го экземпля-
ра; 

s
jbϕ  – значение b-го бита j-го целочисленного угла 

в полярной координатной системе для s-го экземпля-
ра; 

Φ  – число бит для представления максимального 
целочисленного угла; 

a – кодируемое число; 
mina – минимальное возможное значение пере-

менной a;  
maxa – максимальное возможное значение пере-

менной a; 

*a – значение кода иерархического бинарного раз-
биения; 

a  – нижняя граница области; 
a   – верхняя граница области; 
F – критерий качества исходной выборки; 
F' – критерий качества полученной редуцирован-

ной выборки; 
f(x) – преобразование; 
G – число групп битов; 
j – номер экземпляра выборки; 
k – номер класса; 
K – число классов; 
L – длина машинного слова; 
N' – число признаков, характеризующих экземпля-

ры редуцированной выборки; 
N  – число признаков, характеризующих экземпля-

ры выборки; 
−colN  – число нежелательных коллизий; 

+colN – число положительных коллизий; 

−colP  – вероятность нежелательной коллизии; 

+colP   – вероятность положительной коллизии; 
s – номер экземпляра; 
S – число экземпляров в выборке; 
S' – число экземпляров в редуцированной выборке; 

jw  – вес j-го признака; 
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ρw  – вес полярной координаты; 

ϕ
jw  – вес j-й угловой координаты; 

x – набор экземпляров исходной выборки; 
x' – набор экземпляров редуцированной выборки; 

sx  – s-й экземпляр выборки; 
s
jx  – значение j-го входного признака, сопостав-

ленное s-му экземпляру выборки; 
sx*  – хэш s-го экземпляра выборки; 

y – набор значений исходной признака; 
y' – набор значений выходного признака, сопос-

тавленных экземплярам редуцированной выборки; 
sy  – значение выходного признака, сопоставлен-

ное s-му экземпляру выборки. 
Z – число первых углов, включаемых хэш. 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Сокращение размерности данных [1–4] представ-

ляет собой процесс замены исходного описания дан-
ных на сокращенное, полученное на основе исходного 
описания. Данный процесс имеет чрезвычайно важное 
значение для построения моделей зависимостей по 
прецедентам в условиях данных большой размерно-
сти, поскольку сокращение описания данных позво-
ляет уменьшить сложность моделей, а также сокра-
тить временные затраты на их построение. 

Объектом исследования являлся процесс сокра-
щения размерности данных. 

Одним из подходов к сокращению размерности 
данных является хэширование [5–10], которое пред-
ставляет собой преобразование данных из исходного 
многомерного пространства описательных признаков 
в одномерное пространство хэша.  

Предметом исследования являлись методы хэ-
ширующих преобразований для сокращения размер-
ности данных. 

Известные методы хэширования [5–10] основаны 
на итеративной процедуре перебора случайных пре-
образований, обеспечивающих приемлемое отобра-
жение выборки данных. Однако они являются чрез-
вычайно затратными по времени и могут приводить к 
потере локальных свойств признакового пространст-
ва. 

Целью работы являлось уменьшение временных 
затрат на сокращение размерности данных путем соз-
дания метода хэширования, свободного от отмечен-
ных выше недостатков. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть задана исходная выборка наблюдений 
<x, y>, },{ sxx =  },{ s

j
s xx =  },{ syy =  s = 1, 2, ..., S, j = 1, 

2, ..., N.  
Тогда задача сокращения размерности выборки 

<x, y> состоит в том, чтобы получить <x', y'>: x'⊆ x, 
y'⊆ y, S' ≤ S, N' ≤N. При этом критерий качества полу-
ченной редуцированной выборки F' должен прини-

мать приемлемое значение относительно значения 
критерия качества для исходной выборки F: 
|F–F'|≤ δ . 

Для заданной выборки наблюдений <x, y> задача 
формирования хэширующего преобразования [11] 
состоит в том, чтобы получить <x', y'>: x'=f(x), y'=y, 
S'=S, N'=1. 

 
2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Известные методы хэширования [5–10] определя-
ют хэш экземпляра как взвешенную сумму значений 
его признаков, причем значения весов рассчитывают-
ся в итеративном режиме, что является весьма затрат-
ным по времени. 

В [11] предложен эвристический метод хэширова-
ния, который для исключения перебора случайных 
проекций выборки из исходного пространства рас-
сматривает иерархию разбиений пространства при-
знаков на области, заменяя в общем случае вещест-
венные значения признаков на дискретные номера 
интервалов по оси признака, стремясь для каждого 
признака найти такое разбиение на интервалы, при 
котором число интервалов будет наименьшим, но 
обеспечивающим требуемую точность. Здесь веса 
признаков определяются с учетом числа интервалов, 
сформированных для каждого признака. Чем меньше 
нужно интервалов для обеспечения приемлемой точ-
ности, тем более ценным является соответствующий 
признак. Недостатком данного подхода является на-
вязывание данным неприсущей им природы прямо-
угольного разбиения, что ограничивает точность ра-
боты метода, либо может существенно снижать 
обобщающие свойства разбиения при необходимости 
обеспечения высокой точности. 

Для обеспечения учета в преобразовании близости 
расположения экземпляров возможно использование 
многомерной полярной системы координат вместо 
исходной координатной системы.  

Многомерная полярная система координат – сис-
тема координат, в которой каждая точка определяется 
полярным радиусом и полярными углами. Полярная 
система координат задаётся лучом, который называют 
нулевым лучом, или полярной осью. Точка, из кото-
рой выходит этот луч, называется началом координат, 
или полюсом [12].  

Радиальная координата  соответствует расстоянию 
от точки до начала координат. Радиальная координата 
может принимать значения от нуля до бесконечности. 

 Угловая координата также называется полярным 
углом или азимутом и равна углу, на который нужно 
повернуть против часовой стрелки полярную ось для 
того, чтобы попасть в эту точку. Угловая координата 
изменяется в пределах от 0° до 360°. 

Поскольку признаки в исходной системе коорди-
нат могут иметь существенно различный масштаб 
шкалы, перед отображением в полярную систему их 
целесообразно нормировать. 

Пронормируем значения признаков, отобразив их 
на интервал [0, 1]: 
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Для s-го экземпляра определим расстояние от него 
до центра нормированных координат (радиальную 
координату): 

( )∑
=

=ρ
N

j

s
j

s x
1

2
. 

Далее определим углы экземпляра относительно 
координатных осей в исходной системе координат- 
признаков в радианах [12]: 

( )∑
=

=ϕ
N

ji

s
i

s
js

j

x

x

2
arccos , j = 1, 2, ..., N–1. 

Полученное отображение позволит оперировать 
экземплярами выборки в полярных координатах. Од-
нако само по себе оно не сократит размерность дан-
ных. Поэтому актуальной задачей является разработка 
методов формирования хэшей на основе полярных 
координат экземпляров для сокращения размерности 
данных. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Для упрощения процесса создания хэширующего 
преобразования на основе полярных координат эк-
земпляров предлагается использовать эвристические 
методы, которые будут по-разному комбинировать 
полярные координаты, получая на их основе хэши. Из 
набора таких преобразований возможно будет ото-
брать наилучшее, задав соответствующие критерии. 

Формально предложенный метод хэширования, 
реализующий описанные выше идеи, можно предста-
вить следующим образом. 

Этап инициализации. Задать исходную выборку 
данных <x, y>. Пронормировать значения признаков. 

Этап преобразования координат в полярную сис-
тему. Определить на основе нормированных значений 
признаков полярные координаты экземпляров 

>>ϕρ<< yss },,{ , где }{ s
j

s ϕ=ϕ . После чего сократить 
описание данных путем перехода к целочисленным 
значениям угловых координат: 

⎥
⎥
⎥

⎤

⎢
⎢
⎢

⎡

π

ϕ
=ϕ

180s
js

j . 

Этап формирования хэширующего преобразова-
ния. Хэш s-го экземпляра, отображенного в полярную 
систему координат, возможно получить одним из сле-
дующих способов. 

Способ 1. Составим хэш следующим образом: 
первая часть хэша – целочисленное значение или но-
мер интервала значений квантованного расстояния, 
вторая часть хэша – последовательно по признакам 
целочисленные значения или номера интервалов зна-
чений углов экземпляра.  

Число бит для представления максимального це-
лочисленного расстояния составит: 

⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
ρ=Ρ

=
}{maxlog

,..,2,1
2

s
Ss

. 

Для N признаков в полярной N-мерной системе 
координат получим:  

⎡ ⎤N2log≤Ρ . 
Число бит для представления максимального це-

лочисленного угла составит: 

{ } ⎥⎥⎤⎢⎢
⎡ ϕ=Φ

−==
}{maxmaxlog

1,1,..,2,12
p
jNjSp

. 

Для N признаков в полярной N-мерной системе 
координат получим: 90log2≤Φ . 

При составлении хэша необходимо обеспечить, 
чтобы Φ−+Ρ≥ )1(NL  (для современных ЭВМ, как 
правило, L = 64 бит): 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤90log)1(log 22 −+≥ NNL . 
Поскольку при большом числе признаков N (уже 

при N≥ 10 для L= 64) данное условие не будет выпол-
няться из-за малого значения L, то целесообразно 
квантовать расстояние и углы, например, путем раз-
биения их диапазонов значений на интервалы и заме-
ны значения номером интервала. Это, с одной сторо-
ны, приведет к потере информации, но, с другой сто-
роны, повысит уровень обобщения данных. 

Применительно к обучающей выборке эвристиче-
ски определим, что расстояние следует квантовать не 
менее чем на K и не более чем на ⎡ ⎤S2log  уровней. 
Таким образом, получим: 

⎡ ⎤),max(log2 SK=Ρ , 
тогда 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

−
Ρ−

=Φ
1N

L , N >1. 

Если Φ<1, то хэш не сможет представить все углы 
и необходим специальный механизм их объединения. 

В простейшем случае можно ограничиться вклю-
чением в хэш только первых Z углов (Z>0): 

1>⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ Ρ−

=Φ
Z

L . 

Решая данное неравенство, получим:  

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ Ρ−

=
2

LZ . 

С другой стороны, углы можно разбить на группы 
и заменить значения углов каждой группы на среднее 
или максимальное или минимальное значение угла в 
группе, после чего заменить это значение на номер 
интервала значений среднего угла в группе. Конст-
руктивно возможно предложить широкий набор 
средств для объединения значений углов. 

Если Φ ≥ 1, то каждый угол будет представлен не 
более чем Φ2  интервалами значений. 

Для перехода от реального значения расстояния к 
номеру интервала можно использовать формулу: 
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Для перехода от реального значения угла в граду-
сах к номеру интервала угла можно использовать 
формулу. 

⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢

°

ϕ
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎢

°
ϕ

=ϕ
Φ

Φ
90

2

2
90

s
j

s
js

j
. 

В итоге хэш s-го экземпляра определим по форму-
ле: 

∑
−

=

ϕρ ϕ+ρ=
1

1
*

N

j

s
jj

ss wwx ,  

12 +−ρ = PLw ,  
12 +Φ−Ρ−ϕ = jL

jw . 
Способ 2. Представим хэш s-го экземпляра после-

довательностью групп битов, где в каждой группе 
первый бит – соответствующий группе бит целого 
значения или номера интервала квантованного рас-
стояния, а последующие биты – соответствующие 
группе биты целочисленных значений или номеров 
интервалов углов экземпляра: 

∑ ∑
= =

−+−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ϕ+ρ=

G

g

Z

j

s
jg

jZs
g

ZgGsx
1 1

)1)((
* 22 , 

)2mod2mod( 1 bsbss
b ρ−ρ=ρ + , 

)2mod2mod( 1 bs
j

bs
j

s
jb ϕ−ϕ=ϕ + , 

где число учитываемых углов Z: N–1 ≥ Z≥ 1, число 
групп битов G: ⎡ ⎤ LZG ≤+≤ )1(1  (следовательно, стоит 

задавать: ⎣ ⎦)1/( += ZLG ), s
bρ  – значение b-го бита це-

лочисленного расстояния (или номера интервала рас-
стояния) от центра полярной координатной системы 
до s-го экземпляра, s

jbϕ  – значение b-го бита j-го це-
лочисленного угла в полярной координатной системе 
для s-го экземпляра. 

Способ 3. Переведем номер интервала или значе-
ние расстояния экземпляра в формат кода иерархиче-
ского бинарного разбиения: старший разряд указыва-
ет номер одной из двух равных по длине областей, на 
которые разбит диапазон значений расстояния или 
диапазон значений номера интервала расстояния, в 
которую попал экземпляр по расстоянию, затем каж-
дый последующий разряд аналогичным образом ука-
зывает в какую из подобластей области старшего раз-
ряда попал экземпляр. Подобным же образом переве-
дем в формат кода иерархического бинарного разбие-
ния значения углов или номеров интервалов углов 
экземпляра. 

Обобщенно перевод числа a будет осуществляться 
следующим образом. Задать кодируемое число a, его 
минимальное mina  и максимальное maxa  возможные 
значения, длину разрядной сетки ЭВМ L. Установить 
начальные значения кода иерархического бинарного 
разбиения: *a  = 0, а также переменных границ облас-
тей =a mina , =a maxa . Для i=1, 2, ..., L в цикле по-
вторять: установить: ( ) 2/aaa += ; если a > a , то при-
нять aa = , 12 ** += aa , в противном случае – при-
нять: aa = , .2 ** aa =  

После перевода расстояния и углов представим по 
аналогии со вторым вариантом хэш экземпляра по-
следовательностью групп битов, где в каждой группе 
первый бит – соответствующий группе бит иерархи-
ческого кода целого значения или номера интервала 
квантованного расстояния, а последующие биты – 
соответствующие группе биты кодов целочисленных 
значений или номеров интервалов углов экземпляра. 
Формулы в данном случае будут аналогичными спо-
собу 2, но в качестве s

bρ  будет использоваться значе-
ние b-го бита иерархического бинарного кода цело-
численного расстояния (или номера интервала рас-
стояния) от центра полярной координатной системы 
до s-го экземпляра, а в качестве s

jbϕ  – значение b-го 
бита иерархического бинарного кода j-го целочислен-
ного угла в полярной координатной системе для s-го 
экземпляра. 

Способ 4. Данный способ будет аналогичен спосо-
бу 1, но вместо значения расстояния или номера его 
интервала и вместо значений или номеров интервалов 
углов будем использовать их иерархические коды, 
получаемые подобно способу 3. В итоге составим хэш 
следующим образом: первая часть хэша – иерархиче-
ский код значения или номера интервала значений 
квантованного расстояния, вторая часть хэша – по-
следовательно по признакам коды целочисленных 
значений или номеров интервалов значений углов 
экземпляра.  

Этап оценивания качества хэширующего преобра-
зования. Для сформированных хэшей выборки оце-
ним значение критериев качества хэширующих пре-
образований. Далее как результирующее преобразо-
вание выберем то, которое обеспечит наилучшее зна-
чение заданного критерия. 

Критерии оценки качества хэша определим сле-
дующим образом.  

Качество хэша возможно оценить числом колли-
зий для одной и той же выборки [13].  

Коллизией называют ситуацию, когда несколько 
экземпляров с разными значениями признаков полу-
чают одинаковое значение хэша.  

Очевидно, что не все коллизии являются плохими, 
поскольку, если несколько экземпляров, принадле-
жащих к одному и тому же классу, но имеющих раз-
ные значения признаков, получат одинаковое значе-
ние хэша, это не только не ухудшит точность синте-
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зируемых на основе такого хэша моделей, но, наобо-
рот, повысить их обобщающие свойства. Поэтому для 
оценки качества хэша будем учитывать отдельно чис-
ло нежелательных коллизий, т.е. таких, когда экземп-
ляры, принадлежащие к разным классам, получат 
одинаковые хэши: 

∑ ∑
= +=

− ≠==
S

s

S

sp

psps
col yyxxN

1 1
*** },|1{ , 

а также число положительных коллизий, т.е. таких, 
когда когда экземпляры, принадлежащие к одному 
классу, получат одинаковые хэши: 

∑ ∑
= +=

+ ===
S

s

S

sp

psps
col yyxxN

1 1
*** },|1{  

Вероятности таких коллизий оценим, соответст-
венно, как 

)1( −
= −

− SS
NP col

col
 и 

)1( −
= +

+ SS
NP col

col . 

Хэш будет тем лучше для одной и той же выборки, 
чем меньше будет вероятность негативных коллизий 
и выше вероятность позитивных коллизий. При этом 
заметим, что минимизация негативных коллизий 
предпочтительнее максимизации позитивных колли-
зий. 

Также при сравнении хэшей возможно использо-
вать такие меры, как показатели индивидуальной ин-
формативности хэшей экземпляров по отношению к 
выходному признаку и между собой [11]. 

Если один хэш будет теснее связан с выходным 
признаком по сравнению со связью другого хэша с 
выходным признаком, то первый хэш, очевидно, ин-
дивидуально более информативен. 

Если несколько хэшей тесно связаны между собой, 
то, очевидно, что из них стоит выбрать то, который 
теснее всего связан с выходным признаком. 

Заметим, что для хэшей, как и для первичных при-
знаков индивидуальная и групповая информативности 
отличаются. Поэтому даже индивидуально малоин-
формативные хэши могут совместно оказаться высо-
коинформативными. 

Аналогичным образом можно сравнивать хэши с 
исходными признаками. Использование хэша имеет 
смысл, если он лучше (информативнее) любого из 
оригинальных признаков и (или) информативнее лю-
бого из учитываемых в нем оригинальных признаков. 

 
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Для изучения свойств предложенных преобразо-
ваний они были программно реализованы и исследо-
ваны путем решения практических задач [14–16], ха-
рактеристики которых приведены в табл. 1. 

Для каждой практической задачи проводились 
эксперименты по расчету хэшей экземпляров и оце-
ниванию вероятностей коллизий. 

В случае, если исходный размер признаков не по-
мещался в хэш, выбирался набор первых признаков, 
который позволял рассчитать хэш без переполнения. 

 
Таблица 1 – Характеристики практических задач 
Задача Описание N S K 

Iris Классификация ирисов Фишера [14] 4 150 2 
Aritmia Диагностика сердечной аритмии [15] 279 452 2 
Acutediag Урологическая диагностика [16] 6 120 4 

 
5 РЕЗУЛЬТАТЫ 

Результаты проведенных экспериментов приведе-
ны в табл. 2. 

 
Таблица 2 – Результаты экспериментов 

Задача Способ 
расчета 
хэша 

−colN
 

+colN
 

−colP  +colP  

1 0 1 0 4,4743 510−×  
2 130 54 0,0058 0,0024 
3 0 1 0 4,4743 510−×  

Iris 

4 0 1 0 4,4743 510−×  
1 0 0 0 0 
2 19 48 9,4036 510−×  2,3756 410−×  
3 8 20 3,9594 510−×  9,8985 510−×  

Aritmia 

4 0 0 0 0 
1 19 24 0,0013 0,0017 
2 175 128 0,0123 0,0090 
3 19 24 0,0013 0,0017 

Acute-
diag 

4 21 26 0,0015 0,0018 
 
На рис. 1–3 приведены результаты расчета хэшей. 
 

6 ОБСУЖДЕНИЕ 
Как видно из табл. 2 и рис 1–3, для всех рассмот-

ренных задач удалось на основе предложенных пре-
образований получить хэши, обеспечивающие малые 
вероятности негативных коллизий хотя бы на основе 
одного из предложенных способов. 

Вместе с тем, следует отметить, что ни одно из 
предложенных преобразований само по себе не гаран-
тирует наилучшего результата для всех задач.  

Поэтому на практике рекомендуется определять 
хэши всеми доступными способами, рассчитывать 
показатели качества для каждого вида хэшей и отби-
рать как результирующие искусственные признаки те 
хэши, которые будут обеспечивать наилучшее качест-
во преобразования данных. 

Важной особенностью предложенных хэширую-
щих преобразований является их интерпретабель-
ность относительно системы полярных координат, в 
то время, как преобразования [4-9] не обеспечивают 
сохранение связи с исходными признаками. 

По сравнению с методами [4–9] предложенные 
преобразования не требуют итеративного перебора 
случайных значений весовых коэффициентов для вы-
бора наилучшего преобразования, что позволяет за 
один проход определить параметры хэша.  
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Рисунок 1 – Результаты расчета хэшей для задачи Iris:  
а, б – способ 1, в, г – способ 2, д, е – способ 3, ж, з – способ 4 

 (а, в, д, ж – экземпляры всех классов отображены на одной оси,  
б, г, е, з – экземпляры разных классов разнесены по оси ординат) 
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Рисунок 2 – Результаты расчета хэшей для задачи Aritmia:  
а, б – способ 1, в, г – способ 2, д, е – способ 3, ж, з – способ 4 

 (а, в, д, ж – экземпляры всех классов отображены на одной оси,  
б, г, е, з – экземпляры разных классов разнесены по оси ординат) 
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Рисунок 3 – Результаты расчета хэшей для задачи Acutediag:  

а, б – способ 1, в, г – способ 2, д, е – способ 3, ж, з – способ 4  
(а, в, д, ж – экземпляры всех классов отображены на одной оси, 

 б, г, е, з – экземпляры разных классов разнесены по оси ординат) 
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ВЫВОДЫ 
Решена актуальная задача создания метода фор-

мирования хэша для сокращения размерности дан-
ных.  

Научная новизна полученных результатов состо-
ит в том, что: 

– предложен метод формирования хэша, который 
переводит координаты экземпляров из исходной сис-
темы признаков в многомерную полярную систему 
координат, на основе которых, дискретизируя поляр-
ные координаты, с помощью эвристик различным 
способами кодирует и комбинирует значения дискре-
тизированных полярных координат, формируя хэши 
экземляров, из которых в качестве результирующего 
преобразования выбирает наилучшее в системе за-
данных критериев на основе минимизации числа кол-
лизий, при которых экземпляры разных классов и 
разными значениями исходных признаков, получают 
одинаковые хэши. Это позволяет автоматизировать 
формирование хэширующих преобразований, исклю-
чить необходимость решения оптимизационных задач 
перебора случайных проекций, обеспечив сокращение 
затрат времени, а также делает хэширующее преобра-
зование более свободным от навязывания данным 
разбиения признакового пространства, неприсущей 
им природы, что позволяет повысить обобщающие 
свойства и точность преобразований; 

– предложены критерии оценивания качества хэ-
ширующих преобразований, включающие определе-
ние числа позитивных и негативных коллизий, а так-
же оценивания на их основе вероятностей соответст-
вующих коллизий. Это позволяет автоматизировать 
анализ и выбор хэширующих преобразований для 
сокращения размерности данных в задачах распозна-
вания и диагностирования. 

Практическая ценность полученных результатов 
состоит в том, что проведено экспериментальное ис-
следование, подтвердившее работоспособность пред-
ложенного метода при решении практических задач 
распознавания и диагностирования. Разработанное 
математическое обеспечение может быть рекомендо-
вано для решения задач сокращения размерности 
данных. 

Перспективы дальнейших исследований состо-
ят в том, чтобы изучить работоспособность предло-
женного метода на более широком классе задач. 
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ГЕШУВАННЯ НА ОСНОВІ ПОЛЯРНИХ КООРДИНАТ ДЛЯ СКОРОЧЕННЯ РОЗМІРНОСТІ ДАНИХ 
Субботін С. О. – д-р техн. наук, професор, завідувач кафедри програмних засобів Національного універcитету «Запорі-

зька політехніка», Запоріжжя, Україна. 
 

AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Для скорочення розмірності даних в задачах розпізнавання та діагностування на основі гешування вини-

кає необхідність скорочення витрат часу на формування гешувального перетворення. 
Мета. Мета роботи – зменшення витрат часу на скорочення розмірності даних шляхом створення методу гешування, що 

не потребує вирішення оптимізаційної задачі пошуку найкращого випадкового перетворення, а також зменшення втрат ло-
кальних властивостей простору ознак. 

Метод. Запропоновано метод формування гешу, який переводить координати екземплярів з вихідної системи ознак у ба-
гатовимірну полярну систему координат, на основі яких, дискретизуючи полярні координати, за допомогою евристик різ-
ним способами кодує і комбінує значення дискретизованих полярних координат, формуючи геші екземплярів, з яких в якос-
ті результуючого перетворення вибирає найкраще у системі заданих критеріїв на основі мінімізації кількості колізій, при 
яких екземпляри різних класів і різних значеннях вихідних ознак, отримують однакові геши. Це дозволяє автоматизувати 
формування гешувальних перетворень, виключити необхідність вирішення оптимізаційних задач перебору випадкових про-
екцій, забезпечивши скорочення витрат часу, а також робить гешувальне перетворення більш вільним від нав'язування да-
ним розбиття простору ознак, непритаманної їм природи, що дозволяє підвищити узагальнюючі властивості і точність пере-
творень. Запропоновано критерії оцінювання якості гешувальних перетворень, що містять визначення кількостей позитив-
них і негативних колізій, а також оцінювання на їхній основі ймовірностей відповідних колізій. Це дозволяє автоматизувати 
аналіз і вибір гешувальних перетворень для скорочення розмірності даних в задачах розпізнавання та діагностування. 

Результати. Проведено експериментальне дослідження, яке підтвердило працездатність запропонованих методів при 
вирішенні практичних завдань. 

Висновки. Розроблене математичне забезпечення може бути рекомендовано для вирішення завдань скорочення раз-
мірності даних. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: хэшування, хэш, скорочення розмірності вибірки, полярні координати. 
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THE POLAR COORDINATES BASED HASHING FOR DATA DIMENSIONALITY REDUCTION  
Subbotin S. A. – Dr. Sc., Professor, Head of the Department of Software Tools at the National University “Zaporizhzhia Poly-

technic”, Zaporizhzhia, Ukraine. 
 

ABSTRACT 
Context. To reduce the data dimensionality of in recognition and diagnostics problems based on hashing, it becomes necessary to 

reduce the time spent on generating a hashing transformation. 
Objective. The purpose of the work is to reduce the time spent on reducing the dimension of data by creating a hashing method 

that does not require solving the optimization problem of finding the best random transformation, as well as reducing the loss of local 
properties of the feature space. 

Method. A hash generation method is proposed. It converts the instance coordinates from the original feature system into a mul-
tidimensional polar coordinate system, on which basis discretize polar coordinates using heuristics, in various ways encodes and 
combines the values of the discretized polar coordinates, forming hashes of instances, from which as the resulting transformation 
selects the best one in the system of given criteria based on minimizing the number of collisions in which instances of different 
classes and different values of the original features receive the same hashes. This makes possible to automate the formation of hash-
ing transformations, eliminate the need to solve optimization problems of enumerating random projections, ensuring a reduction in 
time consumption, and also makes the hashing transformation freer from imposing the data on the partitioning of the feature space, of 
a non-inherent nature, which allows increase the generalizing properties and accuracy of transformations. Criteria for evaluating the 
quality of hashing transformations are proposed, including determining the number of positive and negative collisions, as well as 
evaluating the probabilities of the corresponding collisions on their basis. This makes it possible to automate the analysis and selec-
tion of hashing transformations to reduce the dimension of the data in the problems of recognition and diagnosis. 

Results. An experimental study has been carried out, which has confirmed the efficiency of the proposed methods in solving 
practical problems. 

Conclusions. The developed mathematical support can be recommended for solving problems of data dimension reduction. 
KEYWORDS: hashing, hash, sample size reduction, polar coordinates. 
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