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АНОТАЦІЯ 

Актуальність. Технологія нового покоління 5G / IMT-2020, як і будь-яка нова технологія, привносить свої специфічні 
особливості в усі аспекти, що стосуються практики її впровадження. Одним з таких особливо важливих аспектів є електро-
магнітна сумісність. На етапі підготовки до впровадження радіомереж технології 5G, необхідно завчасно потурбуватися про 
вжиття заходів щодо ефективної оцінки умов ЕМС для цих мереж на основі ретельного аналізу особливостей технології 5G, 
а також правильно і точно оцінивши ці умови – успішно забезпечити електромагнітну сумісність радіозасобів нових мереж.  

Мета. Метою даної роботи є проведення аналізу електромагнітної сумісності мереж зв’язку 5G. 
Метод. Аналіз головних особливостей радіоінтерфейсу 5G дозволяє вказати на очікувані особливості процедур оцінки 

умов ЕМС для цих мереж. Ці особливості головним чином стосуються урахування сумарної завади від мережі при її особ-
ливій архітектурі і динаміці змін, вибору нових моделей втрат (моделей каналу) при просторово-розподіленому випроміню-
ванні багатовимірних антен MIMO і різнорідному середовищі поширення сигналу, а також урахування спектральних влас-
тивостей нових форм сигналу і характеру випромінювання при нових неортогональних методах радіодоступу. Для аналізу 
ЕМС використана модель ослаблення сигналів в радіоканалах міліметрового діапазону, що враховує ослаблення радіохвиль 
у вільному просторі; втрати енергії радіохвиль при поширенні через дощі; ослаблення сигналу міліметрового діапазону при 
поширенні через листя дерев; ослаблення сигналів при проходженні через щільні перешкоди (будівлі, споруди, тощо). 

Результати. Проведено аналіз ослаблення сигналу міліметрового діапазону у вільному просторі від інтенсивності опа-
дів при різних значеннях оптичної видимості. Проведено аналіз ослаблення сигналу міліметрового діапазону при поширенні 
сигналу через перешкоди у вигляді стін від відстані при різних значеннях товщини стіни. Проведено аналіз ослаблення сиг-
налу міліметрового діапазону від глибини шару листя, що перекриває поширення сигналу при різних значеннях частоти 
несійної. Проведено аналіз значення потужності сигналу міліметрового діапазону на вході приймача від інтенсивності опа-
дів при різних значеннях оптичної видимості. Проведено аналіз значення потужності сигналу міліметрового діапазону на 
вході приймача при поширенні сигналу через перешкоди у вигляді стін від відстані при різних значеннях товщини стіни. 
Проведено аналіз значення потужності сигналу міліметрового діапазону на вході приймача від глибини шару листя, що 
перекриває поширення сигналу при різних значеннях частоти несійної. 

Висновки. Проведені дослідження показників ЕМС дозволяють дати рекомендації щодо застосування технології 5G в 
конкретних практичних ситуаціях. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: мережі зв’зку 5G, електромагнітна сумісність. 
 

АБРЕВІАТУРИ 
FD – Full Duplex; 
MIMO – Multiple Input Multiple Output; 
NR – New Radio; 
OFDM – Orthogonal Frequency Division Multiplex-

ing; 
ЕМС  – електромагнітна сумісність; 

ІКТ – інформаційно-комунікаційні технології; 
ММД – міліметровий діапазон; 
МСЕ – Міжнародний союз електрозв’язку; 
ЧТП  – частотно-територіальне планування; 
ШСД – широкосмуговий доступ. 
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НОМЕНКЛАТУРА 
вL – ослаблення радіохвиль у вільному просторі; 

R  –  відстань між передавачем і приймачем; 
f  – частота; 
L  – ослаблення сигналів в радіоканалах ММД; 
k  – коефіцієнт, що визначає наявність чи відсут-

ність опадів; 
Y  – інтенсивність опадів; 

dK  – параметр, що залежить від частоти, темпе-
ратури, поляризації дБч/м2 ; 

a  – безрозмірний параметр, що залежить від час-
тоти, температури, поляризації; 

Tl  – питомий погонний коефіцієнт ослаблення 
сигналу ММД в тумані; 

TV  – коефіцієнт вмісту води в атмосфері, який 
визначається по оптичній видимості; 

r  – глибина шару листя, що перекриває; 
ML  – ослаблення сигналу в матеріалах, дБ; 

0f  – несійна частота; 

npU  – швидкість руху приймача; 

nepU  – швидкість руху передавача; 
C  – швидкість поширення радіохвиль; 

dL  – ослаблення сигналу в дощах; 

прР  – потужність сигналу, що приймається; 

перР  – потужність передавача; 

перG  – коефіцієнт підсилення передавальної ан-
тени; 

прG  – коефіцієнт підсилення приймальної анте-

ни; перη  – коефіцієнт корисної дії передавального 
фідера; 

прη  – коефіцієнт корисної дії приймального фі-
дера. 

 
ВСТУП 

В останні десятиліття у всьому світі стрімко роз-
виваються ІКТ, що безпосередньо впливають на роз-
виток економіки, освіти, науки, охорони здоров’я, 
культури і способу життя людини. За даними МСЕ 
вже в 2012 році Інтернетом користувався кожен тре-
тій житель Землі, і число користувачів неухильно зро-
стає. ІКТ і послуги на базі ШСД рік від року стають 
все більш доступними для населення, в тому числі і за 
вартістю. 

Метою мереж зв’язку п’ятого покоління є задово-
лення все зростаючих потреб у мобільному зв’язку 
[1–9]. Мережі 5G грають ключову роль у перетворен-
ні міст в розумні міста, що дозволить громадянам і 
суспільству в цілому, отримати соціально-економічні 
вигоди, які дає передова цифрова економіка з інтен-
сивним використанням даних [10]. 

У листопаді 2020 року в Україні почали звільняти 
частоти для мереж 5G. Відповідний план затвердило 

Міністерство цифровий трансформації України. Ого-
лошення тендеру на частоти для розвитку 5G плану-
ється на жовтень 2021 року. Початок розгортання ме-
режі 5G очікується з 2022 року в найбільших населе-
них пунктах. 

Технологія нового покоління 5G / IMT-2020, як і 
будь-яка нова технологія, привносить свої специфічні 
особливості в усі аспекти, що стосуються практики її 
впровадження. Одним з таких особливо важливих 
аспектів є електромагнітна сумісність. На етапі підго-
товки до впровадження радіомереж технології 5G, 
названої NewRadio (NR), необхідно завчасно потур-
буватися про вжиття заходів щодо ефективної оцінки 
умов ЕМС для цих мереж на основі ретельного аналі-
зу особливостей технології 5G, а також правильно і 
точно оцінивши ці умови – успішно забезпечити еле-
ктромагнітну сумісність радіозасобів нових мереж. 

Об’єктом дослідження є процес поширення сиг-
налів міліметрового діапазону, які використовуються 
в технології нового покоління 5G. 

Предмет дослідження становлять моделі поши-
рення сигналів міліметрового діапазону, які викорис-
товуються в технології нового покоління 5G. 

Метою роботи є проведення аналізу електромаг-
нітної сумісності мереж зв’язку 5G. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Для впровадження 5G Кабінет міністрів затвердив 
план використання радіочастотного ресурсу України 
до 2025 року. Ці зміни дозволять користувачам отри-
мувати більш стабільні і високі швидкості передачі 
інформації. 

МСЕ з 1995 року став міжнародним координато-
ром робіт з електрозв’язку, спрямованих на створення 
глобального інформаційного суспільства. Створивши 
Регламент радіозв’язку [11] і розділивши поверхню 
Землі на три регіони, МСЕ організував певний поря-
док в частотному користуванні. Однак частотний ре-
сурс, що належить всьому людству, виключно актив-
но використовує і до теперішнього часу частотні діа-
пазони нижче 5 ГГц, які практично перевантажені. 
Присвоєння радіочастот і радіочастотних каналів для 
радіоелектронних засобів в цих діапазонах здійсню-
ється за технологіями ЧТП [12–14] з обов’язковим 
розрахунком ЕМС радіозасобів. Тому одне з основних 
напрямків по створенню нового покоління мобільного 
зв’язку 5G це освоєння частотних діапазонів вище 5 
ГГц поки ще недостатньо використовуваних. Віднос-
но вільні ділянки спектра є поки на надвисоких часто-
тах, наприклад, на межі діапазонів Х і С не зайнята 
смуга частот близько 1,5 ГГц. Але найменше освоє-
ний ММД хвиль, тому саме в цьому діапазоні можли-
вий розвиток стандарту 5G зі швидкостями передачі 
даних від 1 до 10 Гбіт / с. Діапазон міліметрових 
хвиль використовується поки не дуже активно і ви-
вчений ще не повністю. Тому становить інтерес до-
слідження можливостей мобільного зв’язку в цьому 
діапазоні хвиль. 
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2 ЛІТЕРАТУРНИЙ ОГЛЯД 
Ключовими рішеннями і технологічними компо-

нентами [1–4] мережі радіодоступу 5G NR є: 
1) використання нових форм сигналу, що одержа-

ли назву Non-Orthogonal Waveform і дають виграш в 
спектральній ефективності по відношенню до OFDM; 

2) застосування повного дуплексу FD – одночасної 
передачі і прийому в загальній смузі частот, переваж-
но в коротких з’єднаннях «точка-точка» (D2D, V2V);  

3)  застосування багатовимірних антен MIMO, в 
яких ефективно реалізується режим динамічного фо-
рмування спрямованих променів для передачі 
(3D/Beamforming), що дозволяє збільшити енергетич-
ний виграш в очікуваних високих діапазонах частот і 
поліпшити покриття і спектральну ефективність в 
ультра-щільних малих стільниках; 

2) застосування малих стільників Small Cellсо з 
надщільним розподілом (один приймально-передавач 
на кожного користувача), що розвантажують макро-
стільниками мережі з поділом середовищ передачі 
команд управління і призначеного для користувача 
трафіку між макро- і Small-стільниками в різних сму-
гах частот (концепція “PhantomCell”). 

Радіочастоти для мереж 5G – це одна з головних 
компонент, що робить істотний вплив на ЕМС [6, 9, 12]. 

На Всесвітній конференції радіозв’язку ВКР-15 
були визначені нові діапазони радіочастот для 5G, в 
тому числі діапазони сантиметрових і міліметрових 
хвиль [12]. Загалом цей радіочастотний спектр розмі-
щений в трьох областях: нижче 1 ГГц, від 1 ГГц до 6 
ГГц і вище 6 ГГц (аж до 100 ГГц). 

В якості головних особливостей цього спектра з то-
чки зору ЕМС можна виділити наступне: можливість 
використання широкої безперервної смуги каналу (су-
марно до 1–2 ГГц); малі зони обслуговування (даль-
ність випромінювання) в малих (Small) і ультра-малих 
(UltraSmall) стільниках; можливість використання ма-
логабаритних багатоелементних антен MIMO з вузь-
кими променями як в базових станціях, так і в абонент-
ських пристроях; різний характер втрат при поширенні 
сигналу, зокрема, значний вплив на рівень втрат додат-
кових раніше невідомих в стільниковому зв’язку фак-
торів (гази – кисень, водяну пару і ін.) [15, 17]. 

Опис радіоінтерфейсів [1, 6, 9, 12, 15, 17] мереж 
5G представлено в табл. 1. 

Аналіз головних особливостей радіоінтерфейсу 5G 
[1, 6, 9, 12, 15, 17, 18] дозволяє вказати на очікувані 
особливості процедур оцінки умов ЕМС для цих ме-
реж. Ці особливості головним чином стосуються ура-
хування сумарної завади від мережі при її особливій 
архітектурі і динаміці змін, вибору нових моделей 
втрат (моделей каналу) при просторово-
розподіленому випромінюванні багатовимірних антен 
MIMO і різнорідному середовищі поширення сигналу, 
а також урахування спектральних властивостей нових 
форм сигналу і характеру випромінювання при нових 
неортогональних методах радіодоступу. 

 
 

Таблиця 1 – Опис радіоінтерфейсів мереж5G 
Параметр NR нижче 6 ГГц  NR вище 6 

ГГц 
Ширина каналу 5 МГц,  

10 МГц,  
15 МГц,  
20 МГц,  
25 МГц,  
30 МГц,  
40 МГц,  
50 МГц,  
60 МГц,  
80 МГц, 
100 МГц.  

50 МГц, 100 
МГц, 200 
МГц и 400 
МГц.  

Діапазони Окремі смуги 
450–3800 МГц, а 
також 3800–4200 
МГц і 4400–5000 
МГц 

26,5–29,5 
ГГц, 24,25–
27,5 ГГц 37–
40 ГГц 

Затримка (на рівні 
радіоінтерфейсу)  

4 мс (Фаза 1) 1 мс 
(Фаза 2) 

4 мс (Фаза 1) 
1 мс (Фаза 2) 

Пікові швидкості 2 Гбіт/с і більше До 20 Гбіт/c 
 
Головними недоліками сигналів ММД є: 
1) сильне ослаблення сигналу ММД при поширенні; 
2) рівень сигналу істотно залежить від впливу гід-

рометеорів (краплі дощу, сніг, град, туман) і від при-
сутності в атмосфері твердих неоднорідностей (листя 
дерев, зграї птахів, пил); 

3) високий ступінь впливу на рівень сигналу пе-
решкод, які закривають трасу; 

4) наявність зон сильного ослаблення сигналу на 
деяких частотах через ослаблення сигналів ММД мо-
лекулами кисню і парами води. 

Слід зазначити, що у відомих роботах хоча і є в 
наявності результати аналізу ослаблення сигналів 
ММД, але не в повному обсязі. Також у відомих ро-
ботах відсутній аналіз потужностей сигналу ММД на 
вході приймача. 

 
3 МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ 

Основне ослаблення радіохвиль у вільному прос-
торі визначаються виразом: 

 
)lg(20)lg(204,92 RfLв ++=    [дБ]. (1)

 
В [15] запропонована модель ослаблення сигналів 

в радіоканалах ММД, що враховує: 
– ослаблення радіохвиль у вільному просторі; 
– втрати енергії радіохвиль при поширенні через 

дощі; 
– ослаблення сигналу ММД при поширенні через 

листя дерев; 
– ослаблення сигналів при проходженні через 

щільні перешкоди (будівлі, споруди, тощо). 
Модель представлена виразом: 
 

.
2,0)( 6,03,0

M

TT
a

dв
L

rfVlYKkRLL
+

++++=  [дБ] (2)
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У радіоканалах 5G можуть спостерігатися і часові 
завмирання [13]. Їх основною причиною є доплерівсь-
ка зміна частоти при русі абонентів відносно один 
одного. Якщо мобільна станція переміщається, то че-
рез доплерівський зсув частоти сигнал зазнає спотво-
рення. При наближенні абонентів зв’язку, зміна час-
тоти визначиться виразом: 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+
=

nep

np

UC
UC

ff 0 . 

 
При віддаленні абонентів один від одного допле-

рівська зміна частоти визначається виразом: 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=

nep

np

UC
UC

ff 0 . 

 
Ослаблення сигналу в дощах визначається вира-

зом: 
 

a
dd YKL = . 

У табл. 2 наведені значення погонного ослаблення 
сигналу в дощах в залежності від інтенсивності опадів 
і частоти. 

 
 

Таблиця 2 – Погонне ослаблення в дощах 

Ча
ст
от
а,

 Г
Гц

 

П
ро
це
нт

 
ча

-
су

 р
ок
у 

Ін
те
нс
ив

-
ні
ст
ь 
оп
ад
ів

 

П
ог
он
не

 
ос
ла
бл
ен
ня

 
си
гн
ал
у 

в 
до
щ
ах

, 
дБ

/к
м 

1 0,6 0,1 
0,3 2,4 0,43 
0,1 6 1,08 

0,03 12 2,18 
30 

0,01 22 4,02 
1 0,6 0,63 

0,3 2,4 1,84 
0,1 6 3,73 

0,03 12 6,35 
60 

0,01 22 10,12 
1 0,6 0,7 

0,3 2,4 1,99 
0,1 6 3,98 

0,03 12 6,7 
90 

0,01 22 10,6 
 

Питомий погонний коефіцієнт ослаблення сигналу 
ММД в тумані наведено в табл. 3. 

  
Таблиця 3 – Питомий погонний коефіцієнт ослаблення  

сигналу ММД в тумані 

0f , 
ГГц 

30 43 60 150 

Tl , 

дБ 3м  
/гкм 

0,438 0,876 1,65 7,14 

Коефіцієнт вмісту води в атмосфері наведено в 
табл. 4. 

 

Таблиця 4 – Коефіцієнт вмісту води в атмосфері 
Оптична  
видимість, м    

30 50 80 200 

TV , г/ 3м  2 1 0,5 0,2 

 

Сигнали ММД погано проникають через тверді 
матеріали. У табл. 5 наведені експериментальні дані 
[15, 16, 19] по ослабленню сигналу ММД в будівель-
них матеріалах. Особливо сильне ослаблення сигналів 
ММД в цеглі і бетоні, що ускладнить використання 
ММХ для стільникового зв’язку. 

 

Таблиця 5 – Коефіцієнт ослаблення сигналу ММД 
в матеріалах 

Коефіцієнт ослаблення сигналу ММД в матеріалах ML , дБ 
Частота, ГГц Матеріал Товщина, 

см 3 30 60 
Скло 0,4 6,4 2,5 3,6 
Гіпсокартон 2,5 5,4 – 6 
Дерево 0,7 5,4 3,5 – 
ДСП 1,6 – 0,6 – 
Штукатурка 1,5 – 2,9 – 
Цегла 10 18,5 178 – 
Бетон 10 17,7 175 – 

 
Рівняння передачі визначається з виразу [13]: 

 
.LGGPP прперпрперперпр −η+η+++=  (3)

 

Для аналізу ЕМС мережі 5G використані характе-
ристики базових і абонентських станцій [17,18] RAN 
IMT-2020 (табл. 6 – табл. 8). 

 

Таблиця 6 – Типові та ЕМС-характеристики  
базових станцій мережі 5G RAN IMT-2020  

в діапазонах 24,25–86 ГГц 
Частота, ГГц Параметри 

24,25 37,52 66,86 
Максимальна 
вихідна поту-
жність, дБм 

≥ 34,5 ≥ 32,5 ≥ 30,5 

Коефіцієнт 
шуму, дБ  

10 12 14 

Чутливість 
приймача, дБм 

–119  –119  –119  

прη , дБ 5,57 5,57 5,57 

перη , дБ –2 –2 –2 

 
Таблиця 7 – Типові і ЕМС-характеристики абонентських 
станцій мережі 5G RAN IMT-2020 на діапазонах  

24,25–86 ГГц 
Частота, ГГц Параметри 

24,25 37,52 66,86 
Максимальна вихідна 
потужність, дБм      

22  22 22 

Коефіцієнт шуму, дБ  10 12 14 
Чутливість приймача, 
дБм 

–119  –119  –119  

прη , дБ 5,57 5,57 5,57 

перη , дБ –2 –2 –2 
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Таблиця 8 – Посилення антени для основної пелюстки 
Решітка Посилення Посилення, дБ 
64x1 57,51 17,59 
32x1 28,76 14,58 
16x1 14,38 11,57 
8x1 7,20 8,57 
4x1 3,61 5,57 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

У середовищі Matlab за допомогою математичного 
моделювання проведено аналіз електромагнітної су-
місності мережі 5G. В якості показників ефективності 
мережі обрано ослаблення сигналу при поширенні 
радіохвиль та потужність сигналу на вході приймача. 
Ці показники значною мірою впливають на критерій 
ефективності ЕМС – відношення потужності сигналу 
до потужності завади та шуму. 

Проведено аналіз ослаблення сигналу у вільному 
просторі від інтенсивності опадів при різних значен-
нях оптичної видимості на частоті 30 ГГц  і на частоті 
60 ГГц. Для проведення експерименту використано 
математичну модель (1). 

Проведено аналіз ослаблення сигналу при поши-
ренні сигналу через перешкоди у вигляді стін від від-
стані у вільному просторі при різних значеннях тов-
щини стіни. Додаткове ослаблення сигналу при по-
ширенні через перешкоди становило 178 дБ для 10-ти 
см стіни і 676,4 дБ для 30-ти см стіни.  В якості мате-
ріалу стіни було використано цеглу. При цьому, стіна 
в 10 см відповідає випадку міжкімнатних перегоро-
док, а стіна в 38 см відповідає випадку несучої стіни.  

Проведено аналіз ослаблення сигналу від глибини 
шару листя, що перекриває поширення сигналу при 
різних значеннях частоти несійної. При цьому від-
стань від передавача до приймача складала 100 м без 
урахування глибини шару листя. 

Проведено аналіз значення потужності сигналу на 
вході приймача абонентської станції. Вихідні дані для 
проведення експерименту: потужність передавача 
базової станції 32,5 дБм на частоті 30 ГГц та 30,5 дБм 
на частоті 60 ГГц, підсилення передавальної антени 
17,59 дБ, підсилення приймальної антени 8,57 дБ, ко-
ефіцієнт корисної дії передавального фідера –2 дБ, 
коефіцієнт корисної дії приймального фідера 5,57 дБ. 

Проведено аналіз значення потужності сигналу на 
вході приймача від інтенсивності опадів при різних 
значеннях оптичної видимості на частоті 30 ГГц і на 
частоті 60 ГГц. Відстань від передавача до приймача 
складала 500 м. 

Проведено аналіз значення потужності сигналу на 
вході приймача при поширенні сигналу через пере-
шкоди у вигляді стін від відстані при різних значен-
нях товщини стіни на частоті 30 ГГц. 

Проведено аналіз значення потужності сигналу на 
вході приймача від глибини шару листя, що перекри-
ває поширення сигналу при різних значеннях частоти 
несійної. Відстань від передавача до приймача скла-
дала 100 м без урахування глибини шару листя. 

 
 

5 РЕЗУЛЬТАТИ 
В результаті експерименту отримані залежності 

ослаблення сигналу у вільному просторі від інтенсив-
ності опадів при різних значеннях оптичної видимості 
на частоті 30 ГГц (рис. 1) і на частоті 60 ГГц (рис. 2).  

 

 
Рисунок 1 – Залежність ослаблення сигналу від інтенси-

вності опадів при різних значеннях оптичної видимості при 
частоті 30 ГГц 

 

О
сл
аб
ле
нн
я,

 д
Б/
км

 
Рисунок 2 – Залежність ослаблення сигналу  

від інтенсивності опадів при різних значеннях оптичної 
видимості при частоті 60 ГГц 

 
Отримано залежності ослаблення сигналу від від-

стані поширення сигналу при різних значеннях тов-
щини стіни (рис. 3). В якості матеріалу стіни було 
використано цеглу. При цьому, стіна в 10 см відпові-
дає випадку міжкімнатних перегородок, а стіна в 
38 см відповідає випадку несучої стіни.  
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Рисунок 3 – Залежність ослаблення сигналу від відстані при 

різних значеннях товщини стіни на частоті 30 ГГц 
 

Отримано залежності ослаблення сигналу від гли-
бини шару листя, що перекриває поширення сигналу 
при різних значеннях частоти несійної (рис. 4). При 
цьому відстань від передавача до приймача складала 
100 м без урахування глибини шару листя.  

Отримано залежності потужності сигналу на вході 
приймача від інтенсивності опадів при різних значен-
нях оптичної видимості на частоті 30 ГГц (рис. 5) і на 
частоті 60 ГГц (рис. 6). Відстань від передавача до 
приймача складала 500 м. 

Отримано залежності потужності сигналу на вході 
приймача від відстані при різних значеннях товщини 
стіни на частоті 30 ГГц (рис. 7).  

 

 
Рисунок 4 – Залежності ослаблення сигналу від глибини 
шару листя, що перекриває поширення сигналу при різних 

значеннях частоти несійної 
 

 
Рисунок 5 – Залежності потужності сигналу на вході 

приймача від інтенсивності опадів при різних значеннях 
оптичної видимості на частоті 30 ГГц  
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Рисунок 6 – Залежності потужності сигналу на вході  

приймача від інтенсивності опадів при різних значеннях 
оптичної видимості на частоті 60 ГГц  

 

 
Рисунок 7 – Залежність потужності сигналу на вході 

приймача від відстані при різних значеннях товщини стіни 
на частоті 30 ГГц 
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Отримано залежності потужності сигналу на вході 
приймача від глибини шару листя, що перекриває 
поширення сигналу при різних значеннях частоти 
несійної (рис. 8). Відстань від передавача до приймача 
складала 100 м без урахування глибини шару листя.  

 

 
Рисунок 8 – Залежності потужності сигналу на 

вході приймача від глибини шару листя, що перекри-
ває поширення сигналу при різних значеннях частоти 

несійної 
 

6 ОБГОВОРЕННЯ 
Проведений аналіз залежності ослаблення сигналу 

у вільному просторі від інтенсивності опадів при різ-
них значеннях оптичної видимості на частоті 30 ГГц 
(рис. 1) і на частоті 60 ГГц показав, що інтенсивність 
опадів і оптична видимість не суттєво впливає на 
ослаблення сигналу, і становить не більше 4 дБ втрат 
при частоті 30 ГГц і не більше 12 дБ втрат при частоті 
60 ГГц. 

Проведений аналіз залежності ослаблення сигналу 
від відстані поширення сигналу при різних значеннях 
товщини стіни (рис. 3) показав, що, ослаблення сиг-
налу суттєво залежить від товщини стіни. 

Проведений аналіз залежності ослаблення сигналу 
від глибини шару листя, що перекриває поширення 
сигналу при різних значеннях частоти несійної 
(рис. 4) показав, що насадження не дуже впливають 
на поширення радіохвиль. Так на кожні 5 метрів при-
ходиться ослаблення сигналу не більше 1 дБ.  

Проведений аналіз залежності потужності сигналу 
на вході приймача від інтенсивності опадів при різних 
значеннях оптичної видимості на частоті 30 ГГц 
(рис. 5) і на частоті 60 ГГц (рис. 6) показав, що поту-
жність сигналу на вході приймача зменшується при 
збільшенні інтенсивності опадів, зменшується при 
зменшенні оптичної видимості, а також зменшується 
при збільшенні частоти випромінювання. Але треба 
зазначити, що потужність сигналу на вході приймача 
лежить в допустимих межах і не виходять за межі 
чутливості приймача. 

Судячи з проведеного аналізу залежності потуж-
ності сигналу на вході приймача від відстані при різ-

них значеннях товщини стіни на частоті 30 ГГц 
(рис. 7), можна зробити висновок, що через міжкімна-
тні перегородки, а особливо через несучу стіну сигнал 
міліметрових хвиль проникає дуже ослабленим. І для 
забезпечення зв’язку в приміщеннях необхідно буде 
встановлювати додаткове обладнання. 

Судячи з проведеного аналізу залежності потужно-
сті сигналу на вході приймача від глибини шару листя, 
що перекриває поширення сигналу при різних значен-
нях частоти несійної (рис. 8), можна зробити висновок, 
що потужність сигналу зменшується при збільшенні 
глибини шару листя. Кожні 5 метрів шару листя дають 
додаткове ослаблення сигналу менше 1 дБм. Потуж-
ність сигналу зменшується і при збільшенні частоти 
випромінювання, але знаходиться в допустимих межах 
не зменшуючись до чутливості приймача. Так при час-
тоті 60 ГГц в порівнянні з 30 ГГц виникає додаткове 
ослаблення сигналу менше 6 дБм.  

Проведений аналіз дає змогу зробити висновок 
про обмеження до радіусу стільника в залежності від 
потужності та частоти. Так на частоті 30 ГГц при по-
тужності сигналу 32,5 мВт можливе застосування пі-
костільників з радіусом дії, які досягають десятки 
метрів. На частоті 60 ГГц при потужності сигналу  
30,5 мВт можливе застосування фемтостільників з 
радіусом дії, які досягають декілька метрів. 

 
ВИСНОВКИ 

Технологія нового покоління 5G / IMT-2020, як і 
будь-яка нова технологія, привносить свої специфічні 
особливості в усі аспекти, що стосуються практики її 
впровадження. Одним з таких особливо важливих 
аспектів є електромагнітна сумісність. На етапі підго-
товки до впровадження радіомереж технології 5G, 
необхідно завчасно потурбуватися про вжиття заходів 
щодо ефективної оцінки умов ЕМС для цих мереж на 
основі ретельного аналізу особливостей технології 
5G, а також правильно і точно оцінивши ці умови – 
успішно забезпечити електромагнітну сумісність ра-
діозасобів нових мереж. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає 
в тому, що вперше проведено аналіз ослаблення сиг-
налу ММД у вільному просторі від інтенсивності опа-
дів при різних значеннях оптичної видимості. Вперше 
проведено аналіз ослаблеання сигналу ММД при по-
ширенні сигналу через перешкоди у вигляді стін від 
відстані при різних значеннях товщини стіни. Вперше 
проведено аналіз ослаблення сигналу ММД від гли-
бини шару листя, що перекриває поширення сигналу 
при різних значеннях частоти несійної. Вперше про-
ведено аналіз значення потужності сигналу ММД на 
вході приймача від інтенсивності опадів при різних 
значеннях оптичної видимості. Вперше проведено 
аналіз значення потужності сигналу ММД на вході 
приймача при поширенні сигналу через перешкоди у 
вигляді стін від відстані при різних значеннях товщи-
ни стіни. Вперше проведено аналіз значення потуж-
ності сигналу ММД на вході приймача від глибини 
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шару листя, що перекриває поширення сигналу при 
різних значеннях частоти несійної. 

Практична значимість отриманих результатів 
полягає в тому, що проведені дослідження показників 
ЕМС дозволяють дати рекомендації щодо застосуван-
ня технології 5G в конкретних практичних ситуаціях. 

Так на частоті 30 ГГц при потужності сигналу 32,5 
мВт можливе застосування пікостільників з радіусом 
дії, які досягають десятків метрів. На частоті 60 ГГц 
при потужності сигналу від 10 до 100 мВт в примі-
щенні або зовні при потужності сигналу від 32,5 мВт 
можливе застосування фемтостільників з радіусом дії, 
які досягають декілька метрів. 

Перспективами подальших досліджень є удо-
сконалення методики аналізу ЕМС технології 5G, та  
подальші дослідження. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Технология нового поколения 5G / IMT-2020, как и любая новая технология, привносит свои специфи-

ческие особенности во все аспекты, касающиеся практики ее применения. Одним из таких особо важных аспектов является 
электромагнитная совместимость. На этапе подготовки к внедрению радиосетей технологии 5G, необходимо заблаговре-
менно позаботиться о принятии мер по эффективной оценке условий ЭМС для этих сетей на основе тщательного анализа 
особенностей технологии 5G, а правильно и точно оценив эти условия – успешно обеспечить электромагнитную совмести-
мость радиосредств новых сетей.  

Цель. Целью данной работы является проведение анализа электромагнитной совместимости сети связи 5G. 
Метод. Анализ главных особенностей радиоинтерфейса 5G позволяет указать на ожидаемые особенности процедур 

оценки условий ЭМС для этих сетей. Эти особенности главным образом касаются учета суммарной помехи от сети при ее 
особой архитектуре и динамике изменений, выбора новых моделей потерь (моделей канала) при пространственно-
распределенном излучении многомерных антенн MIMO и разнородной среде распространения сигнала, а также учета спек-
тральных свойств новых форм сигнала и характера излучения при новых неортогональных методах радиодоступа. 

Для анализа ЭМС использована модель ослабления сигналов в радиоканалах миллиметрового диапазона, учитывающая: 
ослабление радиоволн в свободном пространстве; потери энергии радиоволн при распространении через дожди; затухание 
сигнала миллиметрового диапазона при распространении сквозь листья деревьев; ослабление сигналов при прохождении 
через плотные препятствия (здания, сооружения и т. д.). 

Результаты. Проведен анализ затухания сигнала миллиметрового диапазона в свободном пространстве от интенсивно-
сти осадков при различных значениях оптической видимости. Проведен анализ затухания сигнала миллиметрового диапа-
зона от расстояния при распространении сигнала через препятствия в виде стен при различных значениях толщины стены. 
Проведен анализ затухания сигнала миллиметрового диапазона от глубины слоя листьев, что перекрывает распространения 
сигнала при различных значениях частоты несущей. Проведен анализ значения мощности сигнала миллиметрового диапа-
зона на входе приемника от интенсивности осадков при различных значениях оптической видимости. Проведен анализ зна-
чения мощности сигнала миллиметрового диапазона на входе приемника от расстояния при распространении сигнала через 
препятствия в виде стен при различных значениях толщины стены. Проведен анализ значения мощности сигнала миллимет-
рового диапазона на входе приемника от глубины слоя листьев, что перекрывает распространения сигнала при различных 
значениях частоты несущей. 

Выводы. Проведенные исследования показателей ЭМС позволяют дать рекомендации по применению технологии 5G в 
конкретных практических ситуациях. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сети связи 5G, электромагнитная совместимость. 
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ABSTRACT 
Context. The next generation 5G / IMT-2020 technology, like any new technology, brings its own specific features to all aspects 

of the practice of its application. One of these particularly important aspects is electromagnetic compatibility. At the stage of prepara-
tion for the introduction of 5G radio networks, it is necessary to take early measures to effectively assess the EMC conditions for 
these networks based on a thorough analysis of the features of 5G technology, and by correctly and accurately assessing these condi-
tions, successfully ensure the electromagnetic compatibility of radio equipment of new networks.  

Objective. The purpose of this work is to analyze the electromagnetic compatibility of the 5G communication network. 
Method. An analysis of the main features of the 5G radio interface provides an indication of the expected features of the EMC 

assessment procedures for these networks. These features mainly relate to taking into account the total interference from the network 
with its special architecture and dynamics of changes, the choice of new loss models (channel models) for spatially distributed radia-
tion of multidimensional MIMO antennas and a heterogeneous signal propagation medium, as well as taking into account the spectral 
properties of new signal shapes and character radiation with new non-orthogonal radio access methods. 

For EMC analysis, a model of signal attenuation in millimeter-wave radio channels was used, taking into account attenuation of ra-
dio waves in free space;  loss of energy of radio waves when propagating through rains;  attenuation of a millimeter wave signal when 
propagating through the leaves of trees; attenuation of signals when passing through dense obstacles (buildings, structures, etc.). 

Results. The analysis of attenuation of the millimeter-wave signal in free space from the intensity of precipitation is carried out at 
various values of optical visibility. The analysis of the attenuation of the millimeter-wave signal from the distance when the signal 
propagates through obstacles in the form of walls at various values of the wall thickness is carried out. The analysis of the attenuation 
of the millimeter-wave signal from the depth of the leaf layer is carried out; it covers the signal propagation at different values of the 
carrier frequency. The analysis of the value of the power of the millimeter-wave signal at the input of the receiver on the intensity of 
precipitation is carried out at various values of optical visibility. The analysis of the value of the power of the millimeter-wave signal 
at the input of the receiver versus the distance when the signal propagates through obstacles in the form of walls at various values of 
the wall thickness is carried out. The analysis of the power value of the millimeter-wave signal at the receiver input from the depth of 
the leaf layer is carried out, overlaps the signal propagation at various values of the carrier frequency. 

Conclusions. The conducted studies of EMC indicators allow us to give recommendations on the application of 5G technology in 
specific practical situations. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Зроблено пропозиції щодо можливості використання адаптивних антенних решіток для збільшення про-

пускної здатності у мережах мобільного зв’язку LTE-A та проаналізовано виграш від її використання у порівнянні зі стан-
дартним типом антени базових станцій.  

Мета. Метою статті є аналіз пропускної здатності мережі мобільного зв’язку LTE-A на висхідній лінії при використанні 
адаптивної лінійної еквідистантної антенної решітки. 

Метод. Для досягнення результату була розроблена комп’ютерна модель аналізу завадової обстановки мережі мобільно-
го зв’язку у вигляді плоскої регулярної гексагональної антенної решітки, яка складається з 7 трьох секторних  чарунок. Для 
оцінки виграшу від використання адаптивних антенних решіток було проаналізовано два варіанти: при використанні стан-
дартної антенної решітки мережі LTE-A, та адаптивної лінійної еквідистантної антенної решітки. При проведенні моделю-
вання було виконано 100 випадкових розміщень абонентів корисного та завадових сигналів та розраховано мінімальний, 
максимальний та середній виграш від використання адаптивних антенних решіток. У середньому значення коефіцієнта під-
силення для адаптивної антенної решітки в напрямку абонентської станції, що створює корисний сигнал більше на 5,69 дБ 
порівняно з стандартною антенною решіткою мережі LTE-A. У той же час є суттєве зменшення коефіцієнта підсилення ада-
птивної антени у напрямку завадових абонентських станцій, а саме, для тих, що мають найбільший рівень завади, виграш 
становить 32,84 дБ та 28,33 дБ відповідно. Для наочного показу виграшу у якісних характеристиках мережі було проведено 
аналіз пропускної здатності для різних типів антен. Представлено розподіл пропускної здатності (розмір транспортного 
блоку) для 50 ресурсних блоків при використання адаптивної еквідистантної лінійної антенної решітки порівняно з стандар-
тною антенною решіткою.  

Результати. Показано, що завдяки використанню адаптивних антенних систем, середня пропускна здатність збільшу-
ється з 11 Мбіт/с до 35 Мбіт/с для усіх типів каналів поширення, що розглядалися. 

Висновки. У статті запропоновано використання адаптивних антенних решіток для збільшення пропускної здатності 
мережі LTE-A. Моделювання пропускної здатності для 50 ресурсних блоків показало, що в умовах наявності внутрішньоси-
стемних завад при використанні стандартних антен базових станцій середня пропускна здатність становить від 11,2 Мбіт/с 
до 12,3 Мбіт/с. У той же час завдяки використанню адаптивних антенних систем середня пропускна здатність збільшується 
з 11 Мбіт/с до 35 Мбіт/с для усіх типів каналів багатопроменевого поширення, що розглядалися. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: адаптивна модуляція та кодування, пропускна здатність, адаптивна антенна, транспортний блок, 
завада.  
 

АБРЕВІАТУРИ 
ААР – адаптивна антенна решітка;  
АЦП – аналого-цифрове перетворення; 
AMC – Adaptive Modulation and Coding (адаптивна 

модуляція та кодування); 
BLER – Block Error Rate (коефіцієнт помилок бло-

ку);  
CQI – Channel Quality Indicator (індикатор якості 

каналу); 
EPA – Extended Pedestrian A (розширена пішохідна 

модель); 
ETU – Extended Typical Urban (розширена типова 

міська модель); 
EVA – Extended Vehicular A (розширена модель 

для транспортних засобів); 
LTE – Long Term Evolution (довгострокова еволю-

ція);  
MCS – modulation coding scheme (схема модуляції 

та кодування); 

OFDMA – Orthogonal Frequency Division Multiplex-
ing (мультиплексування з ортогональним частотним 
поділом); 

PUSCH – Physical Uplink Shared Channel (фізичний 
висхідний спільний канал); 

RB – resource block (ресурсний блок); 
TBS – Transport Block Size (розмір транспортного 

блоку); 
SNR – Signal-to-Noise Ratio (відношення сиг-

нал/шум). 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
f – робоча частота;  

( )φ,θkG  – коефіцієнт підсилення антени базової 
станції в напрямку завадової абонентської станції;  

kL  – втрати поширення радіохвиль для траси 
завадова абонентська станція – базова станції 
центральної чарунки; 

N – кількість елементів антенної решітки; 

17



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 3 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 3 

 
 

© Маковеєнко Д. О., Сідень С. В., Пилявський В. В., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-3-2 

sn  – кількість елементів у векторі sθ ;  

nn  – кількість елементів у векторі nθ ; 

nP  – рівень власних шумів приймача базової 
станції; 

rxP  – потужність сигналу абонентської станції на 
вході приймача базової станції;  

ktrmP  – потужність передавача абонентської 
станції;  

θ
ks  – вектор корисних сигналів;  

θ
kn – вектор небажаних (завадових) сигналів; 

iw  – комплексні вагові коефіцієнти в блоці форму-
вання антенної решітки. 

 
ВСТУП 

Підвищення швидкості передавання в сучасних ме-
режах рухомого зв’язку є актуальним завданням для 
будь-якого покоління мережі. Технології четвертого 
покоління рухомого зв’язку 4G LTE забезпечують по-
дальший розвиток за рахунок підвищення швидкості 
передачі даних та кращої якості обслуговування.  

LTE заснований на множинному доступі ортгона-
льного частотного поділу OFDMA і досягає високих 
швидкостей передачі даних, поєднуючи високу пропу-
скну здатність, модуляцію більш високого порядку та 
просторове мультиплексування. 

При побудові мережі рухомого зв’язку взаємні за-
вади в мережі є суттєвим фактором, що погіршує від-
ношення SNR та зменшують пропускну здатність в ра-
діоканалі.  

Одним із підходів, що зменшує внутрішньосистемні 
завади в мережі рухомого зв’язку є використання адап-
тивних антенних решіток. 

Об’єктом дослідження є – процес моделювання 
пропускної здатності в мережі рухомого зв’язку при 
застосуванні адаптивних антенних решіток.  

Предметом дослідження є – методи підвищення 
ефективності використання радіочастотного ресурсу в 
мережі LTE-A. 

Метою даної статті є запропонування адаптивної 
антенної решітки, що збільшує пропускну здатність 
мережі рухомого зв’язку LTE-A на висхідній лінії у 
порівнянні зі стандартними антенами базових станцій 
мереж 4-го покоління. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Очікуваним результатом даного дослідження є збі-
льшення пропускної здатності мережі рухомого зв’язку 
LTE-A на висхідній лінії за рахунок зменшення внут-
рішньосистемних завад, що створюються абонентсь-
кими станціями в сусідніх чарунках. 

За рахунок використання запропонованої адаптив-
ної антенної решітки очікується зменшення сумарного 
рівня завади intP

Σ
 на вході базової станції. Для оцінки 

ефективності застосування антенної решітки пропону-
ється моделювання реальної завадової обстановки в 

мережі LTE-A та постійна оцінка індексу модуляційно-
кодової схеми для IMCS  відповідно до отриманого зна-
чення SNR на вході базової станції. У результаті збіль-
шення пропускної здатності при виборі запропонованої 
антенної решітки оцінюється розміром транспортного 
блоку пакетів в мережі LTE-A. 

 
( )( )
( )( )
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2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

LTE Реліз 12 (званий LTA-Advanced або LTE-A) 
ввів схему модуляції вищого порядку для поліпшення 
спектральної ефективності та пропускної здатності 
системи [1]. Це було досягнуто введенням 256-QAM і, 
отже, зміною інших системних вимог, таких як розмір 
транспортного блоку [2]. В LTE реалізовано функцію 
адаптивної модуляції та кодування, що враховує змінні 
умови стану радіоканалу, щоб забезпечити користува-
чеві оптимальну швидкість передачі даних. Таким чи-
ном, при хороших умовах радіоканалу забезпечується 
висока швидкість передачі даних; при цьому низька 
швидкість передачі даних забезпечується, коли в каналі 
умови погіршуються. Отже, покращення умов поши-
рення радіохвиль за рахунок технології AMC буде збі-
льшувати швидкість передачі в мережі.  

Термін «адаптивна антенна решітка» вперше було 
використано в 1959 році, для опису самофазованої ан-
тенної решітки [3]. Але можливість їх використання 
стало можливим відносно недавно, що пов’язано зі 
стрімким розвитком мікроелементної бази та росту 
обчислювальних можливостей.  

ААР мають багато переваг перед звичайними ан-
тенними решітками систем мобільного зв’язку. Основ-
ними з них є можливість швидкого налаштування схе-
ми формування променю та можливість його контро-
лю. Комбінуючи використання адаптивних антенних 
решіток та схеми адаптивної модуляції та кодування,  
можна значно підвищити пропускну здатність мере-
жі [4].  

В роботах [5–6] відзначається, що за рахунок адап-
тивного формування променів та просторового розпо-
ділу абонентів, що стає можливим за рахунок викорис-
тання адаптивних антенних решіток, можна значно 
підвищити пропускну здатність мереж 4-го покоління. 
Але на даний час числові  показники, що наочно бу-
дуть демонструвати збільшення пропускної здатності 
поки не приведені.  

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Мережа LTE дозволяє адаптуватися абонентсько-
му терміналу шляхом застосування різних режимів 
модуляції і кодування. Кожна з даних MCS може за-
стосовуватися при регламентованому пороговому 
значенні SNR, що в свою чергу залежить від умов 
поширення в каналі радіозв’язку. Останні можуть 
бути модельовані з умов розповсюдження і типу ка-
налу. Фактично при розрахунку втрат для кожної 
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MCS можна визначити радіус зони покриття однієї БС 
(рис. 1). 

 
Рисунок 1 – Залежність відношення SNR від зони покриття 

окремої MCS 
 
Адаптивна зміна модуляційно-кодової схеми, як 

основна частина процедури AMC, включає в себе мо-
жливість визначення порогового значення SNR і за 
допомогою зворотного зв’язку, через індикатори яко-
сті каналу CQI [2], змінювати параметри передачі і 
тип MCS. Залежно від типу і якості каналу зв’язку E-
UTRA може змінювати сценарій процедури AMC при 
відомих значеннях коефіцієнта помилкових блоків 
BLER, що знаходяться в індикаторах якості каналу 
CQI. При цьому зміна MCS можлива лише за умови 
що значення BLER не може бути менше 10–1. 

Для більш зручної оцінки якості каналу BLER 
прив’язаний до SNR для кожної з існуючих CQI / 
MCS [7]. Технічні характеристики 3GPP [8] описують 
канали низхідної лінії зв’язку та висхідної лінії 
зв’язку, які можуть бути використані для моделюван-
ня будь-яких MCS для виділених блоків ресурсів та 
відповідного розміру транспортного блоку. Парамет-
ри для будь-якого індексу MCS для фізичного загаль-
ного каналу висхідної лінії зв’язку PUSCH можна 
отримати за допомогою списку індексу MCS для ін-
дексу TBS для PUSCH. Для LTE-A PUSCH визначено 
29 варіантів MCS. Для 0 ≤ IMCS ≤ 28 UE спочатку ви-
значає індекс TBS (ITBS) за допомогою IMCS. 

Для LTE-A PUSCH визначено 29 варіантів MCS. 
Для 0 ≤ IMCS ≤ 28 UE спочатку визначає індекс TBS 
(ITBS) за допомогою IMCS. У табл. 1 показано залеж-
ність спектральної ефективності від MCS в мережі 
LTE-A для 50 RB каналу PUSCH. 

Багатопроменевий канал поширення визначається 
комбінацією профілю затримки з багатозатримкою і 
максимальної частоти доплерівського режиму, яка 
може бути 5, 70 або 300 Гц. Специфікація 3GPP [8] 
описує компоненти багатопроменевих каналів для 
розширеної пішохідної моделі A EPA, розширеної 
моделі автомобіля A EVA та розширеної моделі міста 
ETU. В [9] визначає відношення SNR для кожного 
MCS для висхідного каналу. 

На рисунках 2–3 показано MCS як функція спів-
відношення SNR для швидкості помилок блоку BLER 
10–1, які отримані відповідно до [9]. 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Для оцінки завадової обстановки в мережі LTE-A 
розглядається періодична структура у вигляді плоскої 
регулярної гексагональної решітки, що містить сім 
чарунок та три секторні антени у кожній чарунці  
(рис. 4). В центральній чарунці працює абонентська 
станція, з потужністю передавача trmP . В чарунках 
першого кругу завади працюють абонентські станції, 
що створюють заваду intk

P на вході приймача базової 
станції.  

Сумарний рівень завади на вході приймача базової 
станції від усіх абонентських станцій дорівнює: 

 

( )int
1

φ,θ
k

N
trm k k

k
P P L G

Σ
=

= − −∑ . (2)

 

 
Таблиця 1 – Параметри MCS 50 RB для каналу PUSCH 

IMCS Модуляція Швидкість  
коду 

Спектральна 
ефективність 
(Біт/Символ) 

IMCS Модуляція Швидкість 
коду 

Спектральна 
ефективність 
(Біт/Символ) 

0 QPSK 0,08 0,1575 15 QAM-16 0,40 1,6056 
1 QPSK 0,10 0,2048 16 QAM-16 0,43 1,7367 
2 QPSK 0,13 0,2521 17 QAM-16 0,47 1,8678 
3 QPSK 0,16 0,3249 18 QAM-16 0,52 2,0862 
4 QPSK 0,21 0,4123 19 QAM-16 0,56 2,2583 
5 QPSK 0,25 0,4997 20 QAM-16 0,61 2,4330 
6 QPSK 0,29 0,5871 21 QAM-64 0,41 2,4330 
7 QPSK 0,35 0,7054 22 QAM-64 0,43 2,6078 
8 QPSK 0,40 0,7928 23 QAM-64 0,48 2,8963 
9 QPSK 0,45 0,9093 24 QAM-64 0,52 3,1148 

10 QPSK 0,50 0,9967 25 QAM-64 0,54 3,2240 
11 QAM-16 0,25 0,9967 26 QAM-64 0,58 3,4789 
12 QAM-16 0,28 1,1278 27 QAM-64 0,60 3,6072 
13 QAM-16 0,33 1,3025 28 QAM-64 0,70 4,1752 
14 QAM-16 0,37 1,4746     
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Рисунок 2 – MCS як функція відношення SNR для випадку 

BLER=10–1 (0≤ IMCS ≤ 14) 
Рисунок 3 – MCS як функція відношення SNR для випадку 

BLER=10–1 (15≤ IMCS ≤ 28) 
 

 
Рисунок 4 – Мережа E-UTRA з розподіленими 

користувачами 
 

Застосування адаптивної антенної системи може 
зменшити рівень завади за рахунок адаптивної зміни 
діаграми спрямованості антени і зменшення рівня 
завади від відповідної абонентської станції.  

Оцінка запропонованої адаптивної антенної 
системи здійснюється шляхом моделювання завадової 
обстановки мережі рухомого зв’язку, шляхом вибору 
розміру чарунки, щільності розташування абонентсь-
ких станцій, висот встановлення антен базової та 
абонентських станцій. Для заданих вихідних даних 
визначається сумарний рівень завади на вході 
приймача базової станції, відповідно до (3), та 
результуюче значення відношення сигнал/(завада + 
шум) за допомогою виразу:  

 

int
1

k

rx
N

n
k

P
SINR

P P
=

=

+ ∑
.                            (3) 

 

Для першого моделювання використовується 
стандартна діаграма спрямованості антени, параметри 
якої наведено в Рекомендації ITU-R F.1336-4 [10]. На 
другому етапі використовується запропонована адап-
тивна антенна решітка, опис якої наведено нижче. 

При оцінці запропонованої антени визначається 
індекс модуляційно-кодової схеми (IMCS) відповідно 
до отриманого значення сигнал/(шум+завада) та роз-
мір транспортного блоку.. 

Однією з можливих технологій, що активно впрова-
джується у системи мобільного зв’язку, є використання 
адаптивних антенних решіток. ААР мають ряд переваг 
над антенними решітками, які використовуються у су-
часних системах мобільного зв’язку. Використання ААР 
дозволяє швидко змінювати та формувати необхідні 
характеристики спрямованості антени (такі як діаграма 
спрямованості, коефіцієнт підсилення).  

У рекомендації ITU відзначено, що використання 
адаптивних антенних технологій є одним з методів 
зменшення рівнів завад та підвищення ефективності 
використання радіочастотного ресурсу [11].  

В адаптивних антенних системах зв’язок між ко-
ристувачем і базовою станцією забезпечується за ра-
хунок додавання просторового виміру. З метою опти-
мізації робочої характеристики бездротової системи 
адаптивна антена може динамічно змінювати форму 
діаграми спрямованості в залежності від зовнішніх 
факторів.  

Функціональна блок-схема цифрового сигнального 
процесора адаптивної антенної решітки показана на 
рис. 5 [12].  
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Рисунок 5 – Функціональна блок-схема адаптивної антенної решітки 
Основними перевагами ААР є:  
– збільшення пропускної здатності. У роботі [13] 

показано, що при використанні ААР, що складається з 
М елементів, можливе збільшення пропускної здатно-
сті до М разів; 

– збільшення максимальної дальності зв’язку. ААР 
дозволяє збільшити максимальну дальність зв’язку до 
М–1 разів, у порівнянні зі звичайною антенною реші-
ткою, при однаковій кількості користувачів та підве-
деної потужності до антени [14]; 

– значне зменшення рівня завад. Лінійна антенна 
решітка з М елементів дозволяє створити М–1 нулів 
діаграми спрямованості, та відповідно зменшити 
вплив М–1 не коррельованих завад. 

В роботі використаний наступний алгоритм [15]: 
 

[ ]0,1, 2,..., 1R N= − ,  (4) 
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( )2exp sin .Ti ds Rπ⎛ ⎞= θ⎜ ⎟λ⎝ ⎠
 (8) 

 

Розрахунок та нормування коефіцієнта підсилення 
антени 

( )( )2TG abs w s= ⋅ ;  (9) 

 

max
norm

GG
G

= ;   (10) 

 
,dB 10lognorm normG G= .  (11) 

 
У даному випадку, у якості елемента антенної ре-

шітки використовується ізотропний (всеспрямований) 
випромінювач та не враховується взаємний вплив 
елементів один на одного.  

Для аналізу пропускної здатності мережі LTE-
Advanced в середовищі Matlab була розроблена 
комп’ютерна модель мережі рухомого зв’язку (рис. 4), 
у якій випадковим чином розміщуються корисний та 
завадові сигнали. У якості антени базової станції ви-
користовувалися як стандартна антена мереж 4G та 
адаптивна лінійна еквідистантна антенна решітка.  

Вихідні дані мережі, на базі яких проводилося мо-
делювання представлені у табл. 2. 

 
Таблиця 2 – Вихідні дані моделі 

Параметр Значення 

Частотний діапазон 1710–1785 МГц, 1805–1880 
МГц (FDD, Band 3) 

Радіус комірки 1 км 

Висота підвісу антени БС 40 м 

Висота підвісу антени АС 2 м 

Смуга частот  10 МГц (50 ресурсних блоків) 

Потужність передавача АС –40 дБм…23 дБм 

Максимальний коефіцієнт 
підсилення антени 16 дБі 

Модель каналу Extended Hata  
(Хата розширена) 

Середовище Міська забудова 
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5 РЕЗУЛЬТАТИ 
За результатами моделювання отримано значення 

діаграми спрямованості антени, що забезпечує міні-
мальний рівень коефіцієнта підсилення у напрямку 
завадових абонентських станцій, що мають найбільшу 
потужність, шляхом динамічної адаптації параметрів 
антени до розташування абонентських станцій та 
умов поширення сигналу.  

При проведенні моделювання було виконано 100 
випадкових розміщень (ітерацій) абонентів корисного 
та завадових сигналів [15].  

В табл. 3 приведені усереднені значення мінімаль-
ного, максимального та середнього виграшу при ви-
користанні адаптивної еквідистантної лінійної антен-
ної решітки у порівнянні з стандартною антенною 
решіткою мережі рухомого зв’язку, параметри якої 
наведені в Рекомендації ITU-R F.1336–4 [10]. 

 
Таблиця 3 – Середній виграш 

θ  minGΔ , дБ maxGΔ , дБ GΔ , дБ 

θs  2,95 8,56 5,69 

1θn  12,23 –49,99 –13,48 

2θn  22,52 –29,72 –2,06 

3θn  25,40 –25,21 1,69 

4θn  0,57 –62,01 –22,42 

5θn  0,30 –64,76 –32,84 

6θn  3,52 –54,33 –28,33 

 
Аналіз таблиці 3 показує, що у середньому зна-

чення коефіцієнта підсилення адаптивної антенної 
решітки в напрямку абонентської станції, що створює 
корисний сигнал, більше на 5,69 дБ порівняно з стан-
дартною антенною решіткою мережі LTE-A. У той же 
час є суттєве зменшення коефіцієнта підсилення ан-
тени у напрямку завадових абонентських станцій. 

Значення GΔ  значно залежить від кутової різниці 
між напрямками корисного та завадового сигналу. 
У напрямках завадових сигналів значення виграшу 

GΔ  значно змінюється. Даний факт обумовлено від-
носно близьким розташуванням корисного сигналу та 
завади і неможливістю їх просторового розділення 
запропонованої адаптивної антенної решітки. 

Для кількісної оцінки виграшу у якісних характе-
ристиках мережі було проведено аналіз пропускної 
здатності LTE-A для різних типів антен для трьох ти-
пів каналів багатопроменевого поширення (EPA, 
ETU, EVA).  

На рис. 6 зображено розподіл пропускної здатності 
(TBS, кбіт/с) для 50 RB при використанні стандартної 
антенної решітки при порівнянні з адаптивної еквіди-
стантною лінійною антенною решіткою (рис. 7). 

 
Рисунок 6 – Розмір транспортного блоку при використанні 
антенною решіткою, параметри якої наведено в Рекоменда-

ції ITU-R F. 1336-4 
 

 
Рисунок 7 – Розмір транспортного блоку при використанні 

адаптивної лінійної еквідистантної антени 
 
Як видно з рис. 6–7, пропускна здатність в мережі 

LTE-A суттєво збільшується при використанні запро-
понованої адаптивної антенної системи.  

 
6 ОБГОВОРЕННЯ 

В умовах наявності внутрішньосистемних завад 
при використанні стандартних антен базових станцій 
середня пропускна здатність становить від 11,2 Мбіт/с 
до 12,3 Мбіт/с. При використанні адаптивних антен-
них систем забезпечується виграш підсилення антени 
в напрямку корисного сигналу та одночасне змен-
шення підсилення в напрямку завадових сигналів. Це 
забезпечується за рахунок адаптивної зміни парамет-
рів антени шляхом пошуку абонентських станцій, що 
створюють найбільший рівень завади. Так для сигна-
лів завади, що мають найбільший рівень (напрямки 

5θn , 6θn ) середній виграш коефіцієнта підсилення 
антени становить 32,84 та 28,33 дБ відповідно. Однак 
в деяких випадках спостерігалося підвищення рівня 
завадових сигналів через появу дифракційних макси-
мумів картини випромінювання запропонованої лі-
нійної антенної решітки. 

Коефіцієнт підсилення лінійної еквідистантної ан-
тенної решітки залежить від кількості її елементів та 
відстані між ними. Зі збільшенням кількості елементів 
збільшується роздільна здатність решітки, тобто здат-
ність відокремлювати сигнал і перешкоди, що надхо-
дять від мінімально різних напрямків. Подальша оп-
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тимізації характеристики спрямованості антени по-
требує збільшення кількості елементів решітки, що 
призводить до значного збільшення масо-габаритних 
розмірів всієї системи. Тому одне із подальший за-
вдань – визначити оптимальне значення кількості 
елементів із потрібним значенням підсилення.  

Проведене моделювання пропускної здатності на 
лінії вгору для 50 ресурсних блоків в мережі LTE-A. 
Вихідні дані для моделювання наведені в табл. 2. Такі 
параметри мережі можна вважати типовими для по-
будови мережі LTE-A в умовах міського середовища. 
Показано, що завдяки використанню адаптивних ан-
тенних систем, середня пропускна здатність збільшу-
ється з 11 Мбіт/с до 35 Мбіт/с для усіх типів каналів 
поширення, що розглядалися: EPA5, ETU70 та 
EVA70. 

 
ВИСНОВКИ 

Наукова новизна отриманих результатів склада-
ється у тому, що для мережі рухомого зв’язку LTE-A 
на висхідній лінії можливо зменшити внутрішньосис-
темні завади, що створюються абонентськими станці-
ями в сусідніх чарунках, за рахунок запропонованих 
адаптивних антенних решіток. Адаптивні антенні ре-
шітки дозволяють враховувати змінні умови в радіо-
каналі та поточну завадову обстановку. Діаграма 
спрямованості антени забезпечує просторову вибірко-
вість, а саме мінімальний рівень у напрямку завадо-
вих абонентських станцій, що мають найбільшу по-
тужність, шляхом динамічної адаптації параметрів 
антени до розташування абонентських станцій та 
умов поширення сигналу. 

Практична значимість роботи складається у тому, 
що для оцінки збільшення пропускної здатності при 
застосуванні запропонованої антени в середовищі 
Matlab була розроблена комп’ютерна модель мережі 
рухомого зв’язку LTE-A. При проведенні моделювання 
було виконано 100 випадкових розміщень (ітерацій) 
абонентів корисного та завадових сигналів. У се-
редньому значення коефіцієнта підсилення адаптивної 
антенної решітки в напрямку абонентської станції, що 
створює корисний сигнал більше на 5,69 дБ порівняно 
з стандартною антенною решіткою мережі LTE-A. 
У той же час є суттєве зменшення коефіцієнта підси-
лення антени у напрямку завадових абонентських ста-
нцій, а саме, для тих, що мають найбільший рівень за-
вади виграш становить 32,84 дБ та 28,33 дБ відповідно. 

При моделюванні пропускної здатності враховано, 
що залежно від якості в каналу зв’язку LTE-A відбу-
вається адаптивна зміна модуляційно-кодової схеми 
при відомих значеннях коефіцієнта BLER знаходяться 
в індикаторах якості каналу CQI.  

Моделювання пропускної здатності для 50 ресурс-
них блоків показало, що в умовах наявності внутріш-
ньосистемних завад при використанні стандартних 
антен базових станцій середня пропускна здатність 
становить від 11,2 Мбіт/с до 12,3 Мбіт/с. У той же час 
завдяки використанню адаптивних антенних систем 
середня пропускна здатність збільшується з 11 Мбіт/с 

до 35 Мбіт/с для усіх типів каналів багатопроменево-
го поширення, що розглядалися. 

Перспективи подальших досліджень використання 
адаптивних антенних масивів включають: врахування 
фактичних характеристик спрямованості елементів 
антенного масиву з урахуванням їх взаємного впливу, 
а також розробку нових антенних елементів з широ-
космуговими властивостями. Також планується про-
аналізувати використання адаптивних антенних маси-
вів більш складних конфігурацій з можливістю змен-
шення бічних максимумів схеми випромінювання, що 
суттєво збільшить результуюче співвідношення сиг-
нал / (завада + шум). 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АДАПТИВНЫХ АНТЕННЫХ РЕШЕТОК ДЛЯ УВЕЛИЧЕНИЯ ПРОПУСКНОЙ 
СПОСОБНОСТИ СЕТИ LTE-A 
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лектуальных технологий и связи, Украина. 
 

AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Сделаны предложения о возможности использования адаптивных антенных решеток для увеличения 

пропускной способности в сетях мобильной связи LTE-A и проанализированы выигрыш от ее использования по сравнению 
со стандартным типом антенны базовых станций. 

Цель. Целью статьи является анализ пропускной способности сети мобильной связи LTE-A на восходящей линии при 
использовании адаптивной линейной эквидистантной антенной решетки. 

Метод. Для достижения результата была разработана компьютерная модель анализа помеховой обстановки сети мо-
бильной связи в виде плоской регулярной гексагональной антенной решетки, которая состоит из 7 трех секторных ячеек. 
Для оценки выигрыша от использования адаптивных антенных решеток были проанализированы два варианта: при исполь-
зовании стандартной антенной решетки сети LTE-A, и адаптивной линейной эквидистантной антенной решетки. При прове-
дении моделирования было выполнено 100 случайных размещений абонентов полезного и помеховых сигналов и рассчитан 
минимальный, максимальный и средний выигрыш от использования адаптивных антенных решеток. В среднем значение 
коэффициента усиления для адаптивной антенной решетки в направлении абонентской станции создает полезный сигнал 
больше на 5,69 дБ по сравнению со стандартной антенной решеткой сети LTE-A. В то же время есть существенное умень-
шение коэффициента усиления адаптивной антенны в направлении помеховых абонентских станций, а именно, для имею-
щих наибольший уровень помехи выигрыш составляет 32,84 дБ и 28,33 дБ соответственно. Для наглядного показа выигры-
ша в качественных характеристиках сети был проведен анализ пропускной способности для различных типов антенн. Пред-
ставлено распределение пропускной способности (размер транспортного блока) для 50 ресурсных блоков при использова-
ния адаптивной эквидистантной линейной антенной решетки по сравнению со стандартной антенной решеткой. 

Результаты. Показано, что благодаря использованию адаптивных антенных систем средняя пропускная способность 
увеличивается с 11 Мбит / с до 35 Мбит / с для всех типов каналов распространения, которые рассматривались. 

Выводы. В статье предложено использование адаптивных антенных решеток для увеличения пропускной способности 
сети LTE-A. Моделирование пропускной способности для 50 ресурсных блоков показало, что в условиях наличия внутри-
системных помех при использовании стандартных антенн базовых станций средняя пропускная способность составляет от 
11,2 Мбит / с до 12,3 Мбит / с. В то же время благодаря использованию адаптивных антенных систем средняя пропускная 
способность увеличивается с 11 Мбит / с до 35 Мбит / с для всех типов каналов многолучевого распространения, которые 
рассматривались.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: адаптивная модуляция и кодирование, пропускная способность, адаптивная антенна, транс-
портный блок, помеха. 
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ABSTRACT 

Context. The aim of the article is to analyze the throughput of the LTE-A mobile network on the uplink using an adaptive linear 
equidistant antenna array. 

Objective. Suggestions have been made for the possibility of using adaptive antenna arrays to increase bandwidth in LTE-A mo-
bile networks and analyze the benefits of its use compared to the standard type of base station antenna 

Method. To achieve this result, a computer model of noise analysis of the mobile network in the form of a flat regular hexagonal 
antenna array consisting of 7 three-sector cells was developed. To estimate the benefit from the use of adaptive antenna arrays, two 
options were analyzed: when using a standard antenna array of the LTE-A network, and an adaptive linear equidistant antenna array. 
During the simulation, 100 random placements of subscribers of useful and interference signals were performed and the minimum, 
maximum and average gain from the use of adaptive antenna arrays was calculated. The average value of the gain for the adaptive 
antenna array in the direction of the subscriber station, which generates a useful signal of 5.69 dB more than the standard antenna 
array of the LTE-A network. At the same time, there is a significant reduction in the gain of the adaptive antenna in the direction of 
the interference subscriber stations, namely, for those with the highest interference level, the gain is 32.84 dB and 28.33 dB, respec-
tively. To clearly show the gain in the qualitative characteristics of the network, a bandwidth analysis was performed for different 
types of antennas. The bandwidth distribution (transport block size) for 50 resource blocks using an adaptive equidistant linear an-
tenna array compared to a standard antenna array is presented. 

Results. It is shown that due to the use of adaptive antenna systems, the average bandwidth increases from 11 Mbit/s to 35 Mbit / 
s for all types of distribution considered channels. 

Conclusions. The article proposes the use of adaptive antenna arrays to increase the bandwidth of the LTE-A network. The simu-
lation of bandwidth for 50 resource blocks showed that in the presence of internal system interference when using standard antennas 
of base stations, the average bandwidth is from 11.2 Mbps to 12.3 Mbps. At the same time, due to the use of adaptive antenna sys-
tems, the average bandwidth increases from 11 Mbit/s to 35 Mbit/s for all types of multipath channels considered. 

KEYWORDS: adaptive modulation and coding, capacity, adaptive antenna, transport block, interference. 
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ABSTRACT 
Context. The question of constructing a method of two-sided approximations for finding a positive solution of the Dirichlet prob-

lem for a semilinear elliptic equation based on the use of the Green’s functions method is considered. The object of research is the 
first boundary value problem (the Dirichlet problem) for a second-order semilinear elliptic equation.  

Objective. The purpose of the research is to develop a method of two-sided approximations for solving the Dirichlet problem for 
second-order semilinear elliptic equations based on the use of the Green’s functions method and to study its work in solving test 
problems. 

Method. Using the Green’s functions method, the initial first boundary value problem for a semilinear elliptic equation is re-
placed by the equivalent Hammerstein integral equation. The integral equation is represented in the form of a nonlinear operator 
equation with a heterotone operator and is considered in the space of continuous functions, which is semi-ordered using the cone of 
nonnegative functions. As a solution (generalized) of the boundary value problem, it was taken the solution of the equivalent integral 
equation. For a heterotone operator, a strongly invariant cone segment is found, the ends of which are the initial approximations for 
two iteration sequences. The first of these iterative sequences is monotonically increasing and approximates the desired solution to 
the boundary value problem from below, and the second is monotonically decreasing and approximates it from above. Conditions for 
the existence of a unique positive solution of the considered Dirichlet problem and two-sided convergence of successive approxima-
tions to it are given. General guidelines for constructing a strongly invariant cone segment are also given. The method developed has 
a simple computational implementation and a posteriori error estimate that is convenient for use in practice.  

Results. The method developed was programmed and studied when solving test problems. The results of the computational ex-
periment are illustrated with graphical and tabular informations. 

Conclusions. The experiments carried out have confirmed the efficiency and effectiveness of the developed method and make it 
possible to recommend it for practical use in solving problems of mathematical modeling of nonlinear processes. Prospects for fur-
ther research may consist the development of two-sided methods for solving problems for systems of partial differential equations, 
partial differential equations of higher orders and nonstationary multidimensional problems, using semi-discrete methods (for exam-
ple, the Rothe’s method of lines). 

KEYWORDS: dirichlet problem for a semilinear elliptic equation, positive solution, strongly invariant conic segment, hetero-
tone operator, method of two-sided approximations, Green’s function. 

 
NOMENCLATURE 

( )C Ω  is the Banach space of functions continuous in 
the domain Ω ; 

( , )G x s  is the Green’s function of the boundary value 
problem; 

+K  is a cone of non-negative functions in ( )C Ω ; 

0( )K u  is a set of functions from +K  such that 

0 0u u uα β , where , 0 α β > ; 
T  is a heterotone operator; 
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T̂  is a companion operator for the heterotone operator 
T ; 

u∗  is the exact solution of the boundary value prob-
lem; 

u  is the norm in the space ( )C Ω ; 
0 0,v w< >  is a cone segment, strongly invariant for 

the heterotone operator T ; 
( ){ }kv  is a sequence of lower approximations; 

v∗  is a boundary of the sequence of lower approxima-
tions; 

( ){ }kw  is a sequence of upper approximations; 

w∗  is a boundary of the sequence of upper approxi-
mations; 

Δ  is the Laplace operator; 
0κ >  is a parameter in the Helmholtz operator 

2uΔ − κ ; 
θ  is zero element of the Banach space; 

 is a sign of semi-ordering in ( )C Ω , which is intro-
duced by the cone +K . 

 
INTRODUCTION 

The problem of mathematical modeling of many sta-
tionary processes considered in chemical kinetics, biol-
ogy, combustion theory, etc. [1–4], leads to the necessity 
for finding a positive solution of the Dirichlet problem for 
a semilinear elliptic equation. Due to this, the problem of 
developing new and improving existing methods of nu-
merical analysis of this class of problems is relevant. 

The object of the study is the Dirichlet problem for a 
second-order semilinear elliptic equation.  

The subject of the research is the method of two-
sided approximations for solving the boundary value 
problems for the second-order semilinear elliptic equa-
tions.  

Currently there are many methods for the numerical 
analysis of the boundary value problems for semilinear 
elliptic equations. Among them, one can single out, in 
particular, the methods of finite differences, finite ele-
ments, boundary integral equations, artificial neural network 
technique [1, 5–11] or successive approximations with 
two-sided convergence [12–14]. The methods of the last 
group allow to construct two sequences of functions that 
approximate the desired solution of the problem from 
below and from above, respectively. Due to this, when 
implementing these methods, one has a convenient a pos-
teriori estimate of the approximation error, and, conse-
quently, a convenient criterion for the termination of it-
erations. This makes the methods of two-sided approxi-
mations more attractive in comparison with other methods 
that are used to solve boundary value problems for se-
milinear elliptic equations. 

The purpose of the research is to develop a method 
of two-sided approximations for solving the Dirichlet 

problem for second-order semilinear elliptic equations 
based on the use of the Green’s functions method and to 
study its work in solving test problems. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The problem of finding a positive solution of a se-
milinear elliptic equation with the homogeneous Dirichlet 
condition is considered in the paper: 

 
( , )Lu f u= x , ∈Ωx , (1)

( ) 0u x > , ∈Ωx , (2)
0u ∂Ω = , (3)

 
where Lu u≡ −Δ  or 2Lu u u≡ −Δ + κ , Ω  is the Jordan 
measurable domain from 2  or 3  with piecewise 
smooth boundary ∂Ω  (Ω =Ω∪∂Ω ), Δ  is the Laplace 

operator, 1 2( , )x x=x , 
2 2

2 2
1 2x x

∂ ∂
Δ = +

∂ ∂
, if 2Ω⊂ , and 

1 2 3( , , )x x x=x  , 
2 2 2

2 2 2
1 2 3x x x

∂ ∂ ∂
Δ = + +

∂ ∂ ∂
, if 3Ω⊂ . 

Let us assume that the function ( , )f ux   is continuous 
and positive for ∈Ωx , 0u > . 

The operator Δ  is the Laplace operator and the opera-
tor 2Δ − κ  is the Helmholtz operator. The problem (1)–
(3) often appears as a mathematical model of the nonlin-
ear stationary processes considered in thermal physics, 
electromagnetism, biology, chemical kinetics, etc. [1, 2, 
4]. In this case, the positivity condition (2) naturally arises 
from the meaning of the function u  in a particular field. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The construction of two-sided approximation methods 
for solving the boundary value problems for partial differ-
ential equations is based on the use of the theory of 
nonlinear operators in semi-ordered spaces. 

The theory of linear semi-ordered spaces was con-
structed by L. V. Kantorovich in the second half of the 
30s of the XX century [15, 16]. Further development of 
the methods of this theory is associated with the works of 
M. A. Krasnoselsky [17], H. Amann [18], V. I. Opoitsev 
[19], N. S. Kurpel, B. A. Shuvar [20, 21], A. I. Kolosov 
[22]. 

In [17, 18, 23, 24], the existence of the positive solu-
tions of the equations with monotone operators was inves-
tigated, and in [19, 25], the solvability of the equations 
with operators that have the generalized property of 
monotonicity (the so-called heterotone or mixed mono-
tone operators) was explored. When proving the corre-
sponding theorems of existence, the sequences of func-
tions, which on both sides converged to the solution of the 
investigated problem, were constructed. As examples of 
applications of this theory, the questions of the existence 
of positive solutions of the boundary value problems for 
nonlinear ordinary differential equations, boundary value 
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problems for nonlinear partial differential equations and 
integral equations were considered. In these works, the 
theoretical foundations for the development of two-sided 
iterative schemes were laid, but the iterations themselves 
were considered by the authors as an auxiliary means of 
proving the existence theorems for fixed points of opera-
tors, and there were no computational results. 

In [20, 21], the equations and inequalities in which the 
operators do not have the monotonicity property are con-
sidered, and for them two-sided monotonic iterative proc-
esses are constructed. In [22], it was obtained a generali-
zation of the theory of the heterotone operators, which 
were applied, in particular, to finding the approximate 
solutions of the boundary value problems with a free 
boundary for nonlinear ordinary differential equations. 

The works [12–14] are devoted to the development of 
two-sided iterative schemes for solving the boundary 
value problems for partial differential equations as means 
of applied mathematics with bringing them to computa-
tional implementation. But only problem (1)–(3) with 
Lu u≡ −Δ  and ( , )f ux   which has a power-law or expo-
nential monotonic nonlinearity was investigated. 

The boundary value problems for the equation (1) in 
case 2Lu u u≡ −Δ + κ  were not considered. 

This work continues the studies begun in [12–14, 26] 
and is aimed at their generalization and extension to the 
equation with the Helmholtz operator. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

To study the solvability of the problem (1)–(3) and 
numerically finding its solution, let us construct a method 
of two-sided approximations using the methods of the 
theory of nonlinear operators in semi-ordered spaces [17, 
19, 27]. 

If ( , )G x s  is the Green’s function of the problem (1)–
(3), then the problem (1)–(3) is equivalent to the Ham-
merstein’s integral equation 

 

( ) ( , ) ( , ( ))u G f u d
Ω

= ∫x x s s s s . (4)
 

Let us consider equation (4) in the Banach space 
( )C Ω  of functions continuous in Ω . The norm in ( )C Ω  

is introduced by the rule max ( )u u
∈Ω

=
x

x . In ( )C Ω  one 

selects the cone { ( ) : ( ) 0, }u C u+ = ∈ Ω ≥ ∈Ωx xK   of non-
negative functions. The cone +K  in ( )C Ω  is normal (and 
even sharp). Using the cone +K  in the space ( )C Ω , let us 
introduce the semi-ordering by the rule: 

 
for , ( )u v C∈ Ω  u v , if v u +− ∈K , 

 
that is, 
 

u v , if ( ) ( )u v≤x x  for all ∈Ωx . 
 

If there exists a classical solution of the problem (1)–
(3), that is a function 2( ) ( )u C C∗ ∈ Ω ∩ Ω  that satisfies 
the equation (1) and conditions (2), (3), then this function 
also satisfies the equation (4). If there is no classical solu-
tion, then the integral equation (4) can be taken as the 
basis for the definition of a generalized solution of the 
problem (1)–(3). 

Definition. A solution (generalized) of the boundary 
value problem (1)–(3) is a function u∗ +∈K , which is a 
solution of the integral equation (4). 

With equation (4) one associates a nonlinear integral 
operator T  acting in ( )C Ω  according to the rule 

 
( )( ) ( , ) ( , ( ))T u G f u d

Ω

= ∫x x s s s s . (5)

 
Let us find out what properties the operator T  of the 

form (5) has.  
The Green’s function ( , )G x s  is continuous for 

, ∈Ωx s , ≠x s , and there are the estimates 
 

0
10 ( , ) lnG k

r
≤ ≤

xs
x s  у 2 , 

00 ( , ) kG
r

≤ ≤
xs

x s  у 3 , 

 
where r = −xs x s  is the distance between points x  and 
s . 

From these estimates and from the conditions imposed 
on the function ( , )f ux , it follows that the operator T  of 
the form (5) acts in the space ( )C Ω  and leaves the cone 

+K  invariant, that is, T  is a positive operator. 
Also, the operator T  of the form (5) is 0u -positive 

operator, where the function 0( )u x  belongs to \{ }+ θK , 
is defined by the equality 

 

0 ( ) ( , )u G d
Ω

= ∫x x s s  (6)
 

and is the solution of the problem 
 

1Lu = , ∈Ωx , 
0u ∂Ω = . 

 
The property of 0u -positivity follows from the fact 

[17]: if 0Ω  is some subdomain of the domain Ω , more-
over, 0( ) 0μ Ω > , then there is such 0( ) 0γ = γ Ω > , that 
the following inequality holds  

 

0

( , ) ( , )G d G d
Ω Ω

γ ≤∫ ∫x s s x s s . 
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If \{ }u +∈ θK , then for some 0 0α >  there is a set 

0Ω ⊂Ω  such that 0( ) 0μ Ω >  and 0( , ( ))f u ≥ αx x  for all 

0∈Ωx . Then for all ∈Ωx  
 

( )( ) ( , ) ( , ( ))T u G f u d
Ω

= ≥∫x x s s s s  

0

( , ) ( , ( ))G f u d
Ω

≥ ≥∫ x s s s s  

0

0 0 0 0( , ) ( , ) ( )G d G d u
Ω Ω

≥ α ≥ α γ = α γ∫ ∫x s s x s s x . 

 
On the other hand, for all ∈Ωx  
 

( )( ) ( , ) ( , ( ))T u G f u d
Ω

= ≤∫x x s s s s  

max ( , ( )) ( , )f u G d
∈Ω Ω

≤ ⋅ =∫x
x x x s s  

0max ( , ( )) ( )f u u
∈Ω

= ⋅
x

x x x . 

 
Thus, there will be double inequality for all ∈Ωx   
 

0 0( ) ( , ) ( , ( )) ( )u G f u d u
Ω

α ≤ ≤ β∫x x s s s s x , (7)
 

where 0 0α = α γ > , max ( , ( )) 0f u
∈Ω

β = >
x

x x , which is the 

definition of the 0u -positivity of the operator T . 
A constructive study of the equation (4) (and, conse-

quently, of the problem (1)–(3)) with the opportunity of 
constructing two-sided approximations to its positive so-
lution is possible if the function ( , )f ux  has the 
monotonicity property.  

Let the function ( , )f ux  allows a diagonal representa-

tion ˆ( , ) ( , , )f u f u u=x x , where the nonnegative function 
ˆ ( , , )f v wx , continuous in the set of variables x , v , w , 

monotonically increases with respect to v  and monotoni-
cally decreases with respect to w  for all ∈Ωx . Then the 
operator T  of the form (5) will be heterotone one with 
the companion operator  

 

ˆˆ( , )( ) ( , ) ( , ( ), ( ))T v w G f v w d
Ω

= ∫x x s s s s s    . (8)
 

Obviously, the operators T  and T̂  are completely 
continuous.  

If the function ( , )f ux  monotonically increases with 
respect to u  for all ∈Ωx , then one can choose 
ˆ ( , , ) ( , )f v w f v=x x  and the companion operator is de-

fined by the equality  
 

ˆ( , )( ) ( , ) ( , ( ))T v w G f v d
Ω

= ∫x x s s s s   . (9)
 

For a function ( , )f ux  monotonically decreasing with 

respect to u , one can put ˆ ( , , ) ( , )f v w f w=x x , and then 
the companion operator will have the form  

 

ˆ( , )( ) ( , ) ( , ( ))T v w G f w d
Ω

= ∫x x s s s s   . (10)
 

If for any positive numbers v , w , for any (0, 1)τ∈  
 

1ˆ ˆ, , ( , , )f v w f v w⎛ ⎞τ > τ⎜ ⎟τ⎝ ⎠
x x   , ∈Ωx , (11)

 
then the heterotone operator T  of the form (5) for which 
the operator T̂  of the form (8) is companion one will be 
pseudo-concave and, moreover, 0u -pseudo-concave with 
the function 0( )u x  of the form (6).  

Actually, for any , \{ }v w +∈ θK , the inequality (7) 
implies that  

0 0
ˆ( ) ( , ) ( , ( ), ( )) ( )u G f v w d u

Ω

α ≤ ≤ β∫x x s s s s s x   , (12)
 

where 0α > , 0β > , that is 0ˆ( , ) ( )T v w K u∈  for any 
, \{ }v w +∈ θK . Here, 0( )K u  is a set of functions from 

+K  such that 0 0u u uα β , where , 0 α β > . 
Suppose now that 0, ( )v w K u∈ , thus there are 

1 1( ) 0vα = α > , 1 1( ) 0vβ = β > , 2 2( ) 0wα = α > , 

2 2( ) 0wβ = β >  such that 1 0 1 0u v uα β , 

2 0 2 0u w uα β . For (0, 1)τ∈   consider the difference 
1ˆ ˆ, ( , )T v w T v w⎛ ⎞τ − τ⎜ ⎟τ⎝ ⎠

 : 

 

1ˆ ˆ, ( ) ( , )( )T v w T v w⎛ ⎞τ − τ =⎜ ⎟τ⎝ ⎠
x x   

1ˆ ˆ( , ) , ( ), ( ) ( , ( ), ( ))G f v w f v w d
Ω

⎡ ⎤⎛ ⎞= τ − τ⎜ ⎟⎢ ⎥τ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ x s s s s s s s s     . 

 

Then it follows from the inequality (11) and the condi-
tion of continuity of the function ˆ ( , , )f v wx  that 

1ˆ ˆ, ( , )T v w T v w⎛ ⎞τ − τ θ⎜ ⎟τ⎝ ⎠
  , while 

1ˆ ˆ, ( , )T v w T v w⎛ ⎞τ − τ ≠ θ⎜ ⎟τ⎝ ⎠
  , which means the pseudo-

concavity of the operator T .  
Further, from the inequalities (11), (12) it follows that 

for all ∈Ωx  
 

1ˆ ˆ, ( ) ( , )( )T v w T v w⎛ ⎞τ − τ =⎜ ⎟τ⎝ ⎠
x x   

1ˆ ˆ( , ) , ( ), ( ) ( , ( ), ( ))G f v w f v w ds
Ω

⎡ ⎤⎛ ⎞= τ − τ ≥⎜ ⎟⎢ ⎥τ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ x s s s s s s s     

1 0( )u≥ α x , 
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where 1 0α > . 
Then, applying inequality (12) again, one gets that for 

all ∈Ωx  
 

1ˆ( , ) , ( ), ( )G f v w d
Ω

⎛ ⎞τ ≥⎜ ⎟τ⎝ ⎠∫ x s s s s s  

1 0
ˆ( , ) ( , ( ), ( )) ( )G f v w d u

Ω

≥ τ +α ≥∫ x s s s s s x  

1 ˆ1 ( , ) ( , ( ), ( ))G f v w d
Ω

⎛ ⎞α
≥ τ +⎜ ⎟βτ⎝ ⎠

∫ x s s s s s . 

 

So for all ∈Ωx  there is the inequality 
 

1ˆ( , ) , ( ), ( )G f v w d
Ω

⎛ ⎞τ ≥⎜ ⎟τ⎝ ⎠∫ x s s s s s  

ˆ(1 ) ( , ) ( , ( ), ( ))G f v w d
Ω

≥ τ + η ∫ x s s s s s , 

where 1( , , ) 0v w α
η = η τ = >

βτ
  , which means 0u -pseudo-

concavity of the operator T . 
Thus, the following statement holds. 
Lemma. The operator T  of the form (5), where 

( , )G x s  is the Green’s function of the problem (1)–(3), 
considered in the space ( )C Ω , semi-ordered by the cone 

+K  of nonnegative functions, has the following proper-
ties: 

a) it is a positive operator; 
b) it is 0u -positive operator, where the function 

0( )u x  is defined by the equation (6); 

c) it is a heterotone operator for which the operator T̂  
of the form (8) is a companion one if the function ( , )f ux  

allows a diagonal representation ˆ( , ) ( , , )f u f u u=x x , 

where the function ˆ ( , , )f v wx , continuous in the set of 
variables x , v , w , monotonically increases with respect 
to v  and monotonically decreases with respect to w  for 
all ∈Ωx ; 

d) if inequality (11) holds, then it is a pseudo-concave 
and even 0u -pseudo-concave operator, where the func-
tion 0( )u x  has the form (6). 

Further one will assume that the operator T  of the 
form (5) is heterotone one with the companion operator of 
the form (8). Let us construct a method of two-sided ap-
proximations for finding a positive solution of the integral 
equation (4) (and, therefore, of the boundary value prob-
lem (1)–(3)). 

In the cone +K  one distinguishes a strongly invariant 

cone segment 0 0,v w< >  by the conditions 
0 0 0ˆ( , )T v w v , 0 0 0ˆ( , )T w v w , which for the operator 

T̂ , that is determined by the equality (8), take the form: 
for all ∈Ωx  

0 0 0ˆ( , ) ( , ( ), ( )) ( )G f v w d v
Ω

≥∫ x s s s s s x   , (13)

0 0 0ˆ( , ) ( , ( ), ( )) ( )G f w v d w
Ω

≤∫ x s s s s s x   . (14)

 
According to the scheme 
 

( 1) ( ) ( )ˆ( , )k k kv T v w+ = , 
( 1) ( ) ( )ˆ( , )k k kw T w v+ =  

 
one will form an iterative process 
 

( 1) ( ) ( )ˆ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k kv G f v w d+

Ω

= ∫x x s s s s s   , (15)

( 1) ( ) ( )ˆ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k kw G f w v d+

Ω

= ∫x x s s s s s   , (16)

0, 1, 2, ...k =   , 
(0) 0( ) ( )v v=x x , (0) 0( ) ( )w w=x x . (17)

 
Due to the strong invariance of the cone segment 
0 0,v w< >  and the heterotonicity of the operator T , for 

which the operator T̂  is a companion one, let us conclude 
that the sequence ( ){ ( )}kv x  does not decrease along the 

cone +K , and the sequence ( ){ ( )}kw x  does not increase 
along the cone +K . In addition, from the normality of the 

cone +K  and the complete continuity of the operator T̂  it 

follows that there are boundaries ( )v∗ x  and ( )w∗ x  of 
these sequences. So, the chain of inequalities is confirmed 

 

0 (0) (1) ( )... ...kv v v v v∗=  
( ) (1) (0) 0... ...kw w w w w∗ = . 

 

There are two possible cases: v w∗ ∗<  and v w∗ ∗= . In 
the second case :u v w∗ ∗ ∗= =  is the only fixed point of 
the operator T  on the cone segment 0 0,v w< > , and 

therefore u∗  is the unique solution of the considered 
boundary value problem on 0 0,v w< > . 

Functions ( )v∗ x  and ( )w∗ x  is the solution of the sys-

tem of equations ˆ( , )v T v w= , ˆ( , )w T w v= , which in this 
case has the form: 

 
ˆ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))v G f v w d

Ω

= ∫x x s s s s s , (18)

ˆ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))w G f w v d
Ω

= ∫x x s s s s s . (19)
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The equality v w∗ ∗=  will be satisfied if the system 
(18), (19) does not have on 0 0,v w< >  such solutions that 
v w≠ . 

Thus, the following theorem holds. 
Theorem 1. Let 0 0,v w< >  be a strongly invariant 

cone segment for a heterotone operator T  of the form (5) 
with the companion operator T̂  of the form (8) and the 
system of equations (18), (19) has no solutions on 

0 0,v w< >  such that v w≠ . Then the iterative process 
(15)–(17) converges in the norm of the space ( )C Ω  to the 

unique on 0 0,v w< >  continuous positive solution u∗  of 
the boundary value problem (1)–(3), and a chain of ine-
qualities holds 

 
0 (0) (1) ( )... ...kv v v v u∗=  

( ) (1) (0) 0... ...kw w w w= . (20)
 
As one sees, it follows from the chain of inequalities 

(20) that each of the cone segments ( ) ( ),k kv w< > , 
0, 1, 2, ...k =    , is a strongly invariant cone segment for the 

heterotone operator T  of the form (5) with the compan-
ion operator T̂  of the form (8).  

The chain of inequalities (20) characterizes the itera-
tive process (15)–(17) as two-sided one. 

The conditions for the existence of a unique positive 
solution of the boundary value problem (1)–(3) and the 
two-sided convergence of successive approximations 
(15)–(17) to it can be refined by clarifying the conditions 
under which the system of equations (18), (19) does not 
have solutions such that v w≠  on some of the strongly 
invariant cone segments ( ) ( ),k kv w< > , 0, 1, 2, ...k =    .  

One of the conditions that will ensure the implementa-
tion of the equality v w∗ ∗=  is the condition of the exis-
tence of such (0;1)γ∈  that 

 
ˆ ˆ( , ) ( , )T v w T w v v w− ≤ γ −  

 
for all 0 0, ,v w v w∈< > . 

Suppose there exists such number 0L >  that the func-
tion ˆ ( , , )f v wx  for all numbers v , w  such that 

00 ,v w M< < , where 0
0 max ( )M w

∈Ω
=

x
x , and for all 

∈Ωx  satisfies the inequality  
 

ˆ ˆ( , , ) ( , , )f w v f v w L w v− ≤ −x x . (21)
 
Then 
 
 

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) max[ ( , )( ) ( , )( )]T w v T v w T w v T v w
∈Ω

− = − =
x

x x

ˆ ˆmax ( , )[ ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))]G f w v f v w d
∈Ω Ω

= − ≤∫x
x s s s s s s s s  

max[ ( ) ( )]LM w v LM w v
∈Ω

≤ − = −
x

x x , 

 
where 0max ( )M u

∈Ω
=

x
x . 

Therefore, 
 

ˆ ˆ( , ) ( , )T w v T v w LM w v− ≤ − . (22)
 
It is clear that inequality (22) implies an estimate 
 

( 1) ( 1) 1 (0) (0)( )k k kw v LM w v+ + +− ≤ − . (23)

 
Thus, the equality v w∗ ∗=  will hold if 1LMγ = < , 

and then the following theorem is valid. 
Theorem 2. Let 0 0,v w< >  be a strongly invariant 

cone segment for the heterotone operator T  of the form 
(5) with the companion operator T̂  of the form (8) and 
the condition (21) holds, moreover, 1LMγ = < , where 

0max ( )M u
∈Ω

=
x

x . Then the iterative process (15)–(17) 

converges bilaterally in the norm of the space ( )C Ω  to a 

unique on 0 0,v w< >  continuous positive solution u∗  of 
the boundary value problem (1)–(3), and the estimate (23) 
takes place.  

Another condition that the system of equations (18), 
(19) does not have solutions such that v w≠  on a strongly 
invariant cone segment 0 0,v w< >  is the condition that 
the heterotone operator T  of the form (5) with the com-
panion operator T̂  of the form (8) is 0u -pseudo-concave. 
Then, taking into account assertion d) of the lemma, one 
arrives at the following result. 

Theorem 3. Let 0 0
0, ( )v w K u< >⊂  be a strongly in-

variant conic segment for the heterotone operator T  of 
the form (5) with the companion operator T̂  of the form 
(8) and the condition (11) holds. Then the iterative proc-
ess (15)–(17) converges bilaterally in the norm of the 
space ( )C Ω  to a unique on 0 0,v w< >  continuous posi-

tive solution u∗  of the boundary value problem (1)–(3).  
Let us now consider the partial cases when the func-

tion ( , )f ux  only monotonically increases or only mono-
tonically decreases with respect to u .  

If the function ( , )f ux  monotonically increases with 

respect to u  and ˆ ( , , ) ( , )f v w f v=x x  is chosen, then the 

companion operator T̂  is given by the equality (9), and 
the conditions (13), (14), which distinguish a strongly 
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invariant cone segment 0 0,v w< >  (in this case, the 
strong invariance coincides with the common invariance 
of the operator T ), look like: for all ∈Ωx  

 
0 0( , ) ( , ( )) ( )G f v d v

Ω

≥∫ x s s s s x , (24)

0 0( , ) ( , ( )) ( )G f w d w
Ω

≤∫ x s s s s x . (25)

 
As one can see, each of the inequalities (24), (25) in-

dependently of the other ones distinguishes its end of the 
cone segment 0 0,v w< > . 

For the function ( , )f ux  monotonic in u , the system 
of equations (18), (19) has the form  

 
( ) ( , ) ( , ( ))v G f v d

Ω

= ∫x x s s s s , 

( ) ( , ) ( , ( ))w G f w d
Ω

= ∫x x s s s s  

and the condition that this system does not have on 
0 0,v w< >  solutions such that v w≠  turns into the condi-

tion for the existence of a unique solution of the equation 
(4).  

The condition (21) turns into the usual Lipschitz con-
dition for the function ( , )f ux : there exists a number 

0L >  such that the function ( , )f ux  for all numbers v , 

w  such that 00 ,v w M< < , where 0
0 max ( )M w

∈Ω
=

x
x , and 

for all ∈Ωx  satisfies the inequality  
 

( , ) ( , )f v f w L v w− ≤ −x x , (26)
 
and condition (11) of 0u -pseudo-concavity takes the fol-
lowing form: for any positive number u  and for any 

(0, 1)τ∈   
 

( , ) ( , )f u f uτ > τx x  , ∈Ωx . (27)
 
Thus, if there exists a strongly invariant cone segment 
0 0,v w< > , distinguished by the conditions (24), (25), 

and at least one of the conditions (26) or (27) is satisfied, 
then successive approximations that are formed according 
to the scheme 

 
( 1) ( )( ) ( , ) ( , ( ))k kv G f v d+

Ω

= ∫x x s s s s , 0, 1, 2, ...k =    , (28)

( 1) ( )( ) ( , ) ( , ( ))k kw G f w d+

Ω

= ∫x x s s s s , 0, 1, 2, ...k =    , (29)

(0) 0( ) ( )v v=x x , (0) 0( ) ( )w w=x x , (30)
 

converge bilaterally to a unique on 0 0,v w< >  continuous 

positive solution u∗  of the boundary value problem (1)–
(3). 

As can be seen from (28)–(30), for a function ( , )f ux  

monotonic with respect to u , the lower ( ){ ( )}kv x  and 

upper ( ){ ( )}kw x  approximations form two independent 
sequences, and in the computational organization of the 
iterative process, their formation can be carried out using 
the technologies of computations parallelization.  

For a function ( , )f ux , which decreases monotoni-

cally with respect to u , if ˆ ( , , ) ( , )f v w f w=x x  is chosen, 

the companion operator T̂  is given by the equality (10), 
and the conditions (13), (14), which distinguish a strongly 
invariant cone segment 0 0,v w< > , take the form: for all 
∈Ωx  

 
0 0( , ) ( , ( )) ( )G f w d v

Ω

≥∫ x s s s s x , (31)

0 0( , ) ( , ( )) ( )G f v d w
Ω

≤∫ x s s s s x . (32)

 
The system of the equations (18), (19) for the antitone 

with respect to u  function ( , )f ux  has the form  
 

( ) ( , ) ( , ( ))v G f w d
Ω

= ∫x x s s s s , 

( ) ( , ) ( , ( ))w G f v d
Ω

= ∫x x s s s s . 

 
The condition (21), as in the monotone case, turns into 

the usual Lipschitz condition for the function ( , )f ux : 
there exists a number 0L >  such that the function 

( , )f ux  for all numbers v , w  such that 00 ,v w M< < , 

where 0
0 max ( )M w

∈Ω
=

x
x , and for all ∈Ωx  satisfies the 

inequality 
 

( , ) ( , )f w f v L v w− ≤ −x x , (33)
 
and the condition (11) of 0u -pseudo-concavity takes the 
following form: for any positive number u  and for any 

(0, 1)τ∈  
 

1, ( , )f u f u⎛ ⎞ > τ⎜ ⎟τ⎝ ⎠
x x  , ∈Ωx . (34)

 
Thus, if there exists a strongly invariant cone segment 
0 0,v w< > , distinguished by the conditions (31), (32), 

and at least one of the conditions (33) or (34) is satisfied, 
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then successive approximations that are formed according 
to the scheme  

 
( 1) ( )( ) ( , ) ( , ( ))k kv G f w d+

Ω

= ∫x x s s s s  , 0, 1, 2, ...k =    , 

( 1) ( )( ) ( , ) ( , ( ))k kw G f v d+

Ω

= ∫x x s s s s , 0, 1, 2, ...k =    , 

(0) 0( ) ( )v v=x x , (0) 0( ) ( )w w=x x , 
 
converge bilaterally to a unique on 0 0,v w< >  continuous 

positive solution u∗  of the boundary value problem (1)–
(3). 

At the k -th iteration, as an approximate solution of 
the boundary value problem (1)–(3), the following func-
tion is taken  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
2

k k
k w vu +

=
x xx . (35)

 
Then one will have a convenient a posteriori error es-

timate for the approximate solution (35): 
( ) ( ) ( )1 max( ( ) ( ))

2
k k ku u w v∗

∈Ω
− ≤ −

x
x x , 

 
which is an undoubted advantage of the constructed two-
way iterative process. 

So, if the accuracy 0ε >  is given, then the iterative 
process should be carried out until the inequality 

( ) ( )max( ( ) ( )) 2k kw v
∈Ω

− < ε
x

x x  (36)

 
is satisfied and with an accuracy of ε  it can be assumed 
that 
 

( )( ) ( )ku u∗ ≈x x . 
 
In addition, from the conditions of Theorem 3 an a 

priori estimate of the error can be written: 
 

( ) 0 0max( ( ) ( ))
2

k
ku u w v∗

∈Ω

γ
− ≤ −

x
x x . 

 
Then from the inequality 
 

( ) 0 0max( ( ) ( ))
2

k
ku u w v∗

∈Ω

γ
− ≤ − < ε

x
x x  

 
one finds that to achieve the accuracy of ε  it is necessary 
to make 
 

0 0

0

max( ( ) ( ))
ln

2( ) 11ln

w v

k

LM

∈Ω
⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥εε = +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

x
x x

 

 
iterations, where square brackets denote an integer part of 
the number. 

The strongly invariant cone segment 0 0,v w< > , 
which is distinguished by the conditions (13), (14), is an a 
priori estimate for the unknown exact solution u∗ . We 
further it will be given the general recommendations for 
finding a segment 0 0,v w< > . Since 0

ˆ( , ) ( ) T v w K u∈  for 
any , \{ } v w +∈ θK , the ends of a strongly invariant cone 

segment 0 0, v w< >  can be sought in the form 
0

0( ) ( )v u= αx x , 0
0( ) ( )w u= βx x , where 0 < α < β . Then 

the inequalities (14), (15) take the form: for all ∈Ωx  
 

0 0 0
ˆ( , ) ( , ( ), ( )) ( )G f u u d u

Ω

α β ≥ α∫ x s s s s s x   , 

0 0 0
ˆ( , ) ( , ( ), ( )) ( )G f u u d u

Ω

β α ≤ β∫ x s s s s s x   . 

 
These inequalities can be reduced to a form 
 

1min ( ; , )h
∈Ω

α ≤ α β
x

x  , 2max ( ; , )h
∈Ω

β ≥ α β
x

x   , (37)
 
where  
 

1 0 0
0

( , ) ˆ( ; , ) ( , ( ), ( ))
( )

Gh f u u d
uΩ

α β = α β∫
x sx s s s s

x
     , 

2 0 0
0

( , ) ˆ( ; , ) ( , ( ), ( ))
( )

Gh f u u d
uΩ

α β = β α∫
x sx s s s s

x
     . 

 
The value of 0 0max( ( ) ( )) ( )w v M

∈Ω
− = β−α

x
x x  should 

be as small as possible for faster convergence of itera-
tions, and therefore, in the practical implementation of the 
iterative process (15)–(17) one should take the largest α  
and the smallest β , satisfying inequalities (37). 

 
4 EXPERIMENTS 

The computational experiment was performed for the 
problems (1)–(3) with the right part of the form 

 
( , ) p qf u u u−= λ +μx , (38)

 
where , 0p q > , , 0λ μ > . 
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For a function ( , )f ux  of the form (38) it was chosen 
ˆ ( , , ) p qf v w v w−= λ +μx  and the corresponding operators 

(5), (8) have the form 
 

( )( ) ( , )[ ( ) ( ) ]p qT u G u u d−

Ω

= λ +μ∫x x s s s s , 

ˆ( , )( ) ( , )[ ( ) ( ) ]p qT v w G v w d−

Ω

= λ +μ∫x x s s s s , 

 
where ( , )G x s  is the Green’s function for the operator 

Lu u≡ −Δ  or 2Lu u u≡ −Δ + κ  in the area Ω . 
The pseudo-concavity condition (11), written for the 

function ( , )f ux  of the form (38), leads to the inequality 
 

1 1( 1) ( 1) 0p p q qv w− − −λτ τ − +μτ τ − > , 
 

which will be performed for all (0, 1)τ∈  , , 0v w > , if 
0 1p< < , 0 1q< < . 

The ends of a strongly invariant cone segment 
0 0, v w< >  will be sought in the form 0

0( ) ( )v u= αx x , 
0

0( ) ( )w u= βx x , where 0 < α < β , and the function 

0( )u x  has the form (6). Further, let us find 
 
 
 

1( ; , )h α β =x    

0 0
0

( , ){ [ ( )] [ ( )] }
( )

p qG u u d
u

−

Ω

= λ α +μ β =∫
x s s s s
x

 

( ) ( )p
q
μ

= λα Ψ + Θ
β

x x , 

2 ( ; , )h α β =x    

0 0
0

( , ){ [ ( )] [ ( )]
( )

p qG u u d
u

−

Ω

= λ β +μ α =∫
x s s s s
x

 

( ) ( )p
q
μ

= λβ Ψ + Θ
α

x x , 

 
where 

 

0
0

( , )( ) [ ( )]
( )

pG u d
uΩ

Ψ = ∫
x sx s s
x

, 

0
0

( , )( ) [ ( )]
( )

qG u d
u

−

Ω

Θ = ∫
x sx s s
x

. 

 
Let us denote 
 

1 min ( )m
∈Ω

= Ψ
x

x , 1 max ( )M
∈Ω

= Ψ
x

x , 

2 min ( )m
∈Ω

= Θ
x

x , 2 max ( )M
∈Ω

= Θ
x

x . 

Then inequalities (36) for finding α , β , take the form 
 

1 2
p qm m −α ≤ λ α +μ β ,  1 2

p qM M −β ≥ λ β +μ α . (39)
 
The iterative process (15)–(17) in this case will take 

the form 
 

( 1) ( )
( )( ) ( , ) [ ( )]

[ ( )]
k k p

k qv G v d
w

+

Ω

⎧ ⎫μ⎪ ⎪= λ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫x x s s s
s

, (40)

( 1) ( )
( )( ) ( , ) [ ( )]

[ ( )]
k k p

k qw G w d
v

+

Ω

⎧ ⎫μ⎪ ⎪= λ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫x x s s s
s

, (41)

0, 1, 2, ...  k = , 
(0)

0( ) ( )v u= αx x , (0)
0( ) ( )w u= βx x . (42)

 
Thus, if 0 1p< < , 0 1q< < , then the problem (1)–(3) 

with Lu u≡ −Δ  or 2Lu u u≡ −Δ + κ  and a function 
( , )f ux , which has the form (38), for any , 0λ μ >  has a 

unique positive solution ( )u∗ x , to which the iterative 
process (40)–(42) converges bilaterally. 

In order to construct an approximate solution of the 
problem (1)–(3) it is necessary to find α , β  ( 0 < α < β ) 
as a solution of the system of inequalities (39) (the highest 
value α  and the lowest value β  will be the solution of 
the corresponding system) and taking some 0ε >  (calcu-
lation accuracy), implement the iterative process (40)–
(42) to perform the inequality (36). The approximate solu-
tion of the problem will be further determined by the for-
mula (35). 

The numerical implementation of the process (40)–
(42) was performed using the PYTHON language. For 
computational experiments it was chosen 410−ε = , the 
integrals in (40), (41) were calculated with the accuracy 

610−  by an adaptive procedure based on Gaussian quad-
rature with previous piecewise linear interpolation with 
the same accuracy of functions ( ) ( )kv x , ( ) ( )kw x . 

 
5 RESULTS 

The results of solving the problem (1)–(3) in a unit 
circle 2 2

1 2 1 2{ ( , ) : 1}x x x xΩ = = + <x   and a unit sphere 
2 2 2

1 2 3 1 2 3{ ( , , ) : 1}x x x x x xΩ = = + + <x    with Lu u≡ −Δ  

and 2Lu u u≡ −Δ + κ  for the function ( , )f ux  of the form 

(38) for 1
2

p q= =  and 1λ = μ =  are given in Tables 1–4 

and in Fig. 1–10. 
Let us consider the results of a computational experi-

ment for the problem (1)–(3) with the Laplace operator: 
Lu u≡ −Δ . In the case of a unit circle, the Green’s func-
tion of the Laplace operator has the form 
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2 2

2 2
1 2 cos( ) 1( , , , ) ln

4 2 cos( )
r rG r
r r
ρ − ρ ϕ−ψ +

ϕ ρ ψ =
π − ρ ϕ−ψ +ρ

   , 

1 cosx r= ϕ , 2 sinx r= ϕ , 1 coss = ρ ψ , 2 sins = ρ ψ , 
0 1r≤ < , 0 2≤ ϕ < π , 

 
and in the case of a unit sphere it has the form 

 
( , , , , , )G r θ ϕ ρ ϑ ψ =      

2 2 2 2

1 1 1
4 2 cos 2 cos 1r r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −

π ⎢ ⎥− ρ γ + ρ ρ − ρ γ +⎣ ⎦
, 

cos cos cos sin sin cos( )γ = θ ϑ+ θ ϑ ϕ−ψ , 

1 sin cosx r= θ ϕ , 2 sin sinx r= θ ϕ , 3 cosx r= θ , 

1 sin coss = ρ ϑ ψ , 2 sin sins = ρ ϑ ψ , 3 coss = ρ ϑ , 
0 1r≤ < , 0 ≤ θ ≤ π , 0 2≤ ϕ < π . 

 
For the problem (1)–(3) with the right-hand side of the 

form (38) and the Laplace operator considered in a unit 
circle, it is found that 0.83292α = , 1.97354β = , and the 

accuracy 410−ε =  was achieved on the 12-th iteration, 

and (12) 0.5636u = .  

Figure 1 shows graphs of the upper ( ) ( )kw x  (solid 

line) and lower ( ) ( )kv x  approximations (dashed line), 
0, 1, ..., 12k =    , in cross section 2 0x = . 

Table 1 shows the values of the approximate solution 
(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Laplace operator 

considered in a unit circle at the points 
( )
1( , 0) (0,1 ; 0)ix i=  , 0, 1, ..., 10i =    . 

Each iteration was performed for an average of 
185 sec., the total operating time of the program was 
37 minutes. 

1.0 0.5 0.5
x1

0.2

0.4

0.6

0.8

w k x1,0 , v k x1,0

 
Figure 1 – Graphs of the upper ( ) ( )kw x  and lower ( ) ( )kv x  

approximations (in cross section 2 0x = ) to 
the solution of problem (1)–(3) with the Laplace 

operator considered in a unit circle 
 

Table 1 – Values of the approximate solution (12) ( )u x  
of the problem (1)–(3) with the Laplace operator considered in a 

unit circle at the points ( )
1( , 0) (0,1 ; 0)ix i=  , 0, 1, ..., 10i =    

( )
1( ,0)ix  (0, 0)  (0.1; 0)  (0.2; 0)  (0.3; 0) (0.4; 0)

(12) ( )
1( ,0)iu x 0.5636 0.5584 0.5427 0.5166 0.4798 

( )
1( ,0)ix  (0.5; 0) (0.6; 0)  (0.7; 0)  (0.8; 0) (0.9; 0)

(12) ( )
1( ,0)iu x 0.4322 0.3734 0.3028 0.2195 0.1211 

( )
1( ,0)ix  (1; 0)      

(12) ( )
1( ,0)iu x 0     

 

Figures 2 and 3 show the surface and the level lines of 
the approximate solution (12) ( )u x , respectively. 

1.0
0.5

0.0
0.5

1.0
x1

1.0

0.5

0.0

0.5
1.0

x2
0.0
0.2
0.4

 
Figure 2 – Graph of the surface of the approximate  

solution (12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the 
Laplace operator considered in a unit circle 

 
For the problem (1)–(3) with the right-hand side of the 

form (38) and the Laplace operator considered in a unit  
sphere it is found that 0.56568α = , 1.73173β = , and the 

accuracy 410−ε =  was achieved on the 12-th iteration, 

and (12) 0.4134u = . 

0.1

0.2
0.3

0.4

0.5

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

 
Figure 3 – Level lines of the approximate solution 

(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Laplace 
operator considered in a unit circle 
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Figure 4 shows graphs of the upper ( ) ( )kw x  (solid 

line) and lower ( ) ( )kv x  approximations (dashed line), 
0, 1, ..., 12k =    , in cross section 2 0x = , 3 0x = . 

 

1.0 0.5 0.5
x1

0.2

0.4

0.6

w k x1,0,0 , v k x1,0,0

 
Figure 4 – Graphs of the upper ( ) ( )kw x  and lower ( ) ( )kv x  

approximations (in cross section 2 0x = , 3 0x = ) 
to the solution of problem (1)–(3) with the Laplace 

operator considered in a unit sphere 
 
Table 2 shows the values of the approximate solution 

(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Laplace operator 
considered in a unit sphere at the points 

( )
1( , 0) (0,1 ; 0)ix i=  , 0, 1, ..., 10i =    . 

Each iteration was performed for an average of 
207 sec., the total operating time of the program was 
41,4 minutes. 

Figure 5 shows, respectively, the level surfaces of the 
approximate solution (12) ( )u x . 

Let us now consider the results of a computational ex-
periment for the problem (1)–(3) with the Helmholtz op-
erator: 2Lu u u≡ −Δ + κ . In the case of a unit circle, the 
Green’s function of the Helmholtz operator at 1κ =  has 
the form  

( , , , )G r ϕ ρ ψ =    
(1) (1) (2) (2)

2
0 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( 1)
nm nm nm nm

n m nm nm

w r w w r w

w

∞ ∞

= =

ϕ ρ ψ + ϕ ρ ψ
=

λ +
∑ ∑ , 

 
Table 2 – Values of the approximate solution (12) ( )u x  

of the problem (1)–(3) with the Laplace operator 
considered in a unit sphere at the points 

( )
1( , 0) (0,1 ; 0)ix i=  , 0, 1, ..., 10i =     

( )
1( ,0, 0)ix   (0, 0, 0)   (0,1; 0, 0)   (0.2; 0; 0)   (0.3; 0; 0) 

(12) ( )
1( ,0,0)iu x  0.4134 0.4098 0.3987 0.3803 

( )
1( ,0)ix  (0.4; 0; 0)   (0.5; 0; 0)  (0.6; 0; 0)   (0.7; 0; 0)  

(12) ( )
1( ,0)iu x  0.3542 0.3204 0.2783 0.2275 

( )
1( ,0)ix  (0.8; 0; 0)   (0.9; 0; 0)  (1; 0; 0)    

(12) ( )
1( ,0)iu x  0.1666 0.0936 0  

 
Figure 5 – Level surfaces of the approximate solution 

(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Laplace 
operator considered in a unit sphere 

 
2

nm nmλ = μ , nmμ  is m -th positive root 
of the equation ( ) 0nJ μ = , 
(1) ( , ) ( )cosnm n nmw r J r nϕ = λ ϕ , 
(2) ( , ) ( )sinnm n nmw r J r nϕ = λ ϕ , 

(1) ( , ) ( )cosnm n nmw J nρ ψ = ρ λ ψ , 
(2) ( , ) ( )sinnm n nmw J nρ ψ = ρ λ ψ , 

2 2
0(1 )[ ( )]

2nm n n nmw Jπ ′= + δ μ , 

0
1, 0,
0, 1, 2, ...,n

n
n

=⎧
δ = ⎨ =⎩   

 

1 cosx r= ϕ , 2 sinx r= ϕ , 1 coss = ρ ψ , 2 sins = ρ ψ ,
0 1r≤ < , 0 2≤ ϕ < π , 

 

and in the case of a unit sphere it has the form 
 

( , , , , , )G r θ ϕ ρ ϑ ψ =      
(1) (1)

2
0 0 1

( , , ) ( , , )

( 1)
nmk nmk

n m k nmk nk

w r w

w

∞ ∞ ∞

= = =

θ ϕ ρ ϑ ψ
= +

λ +
∑ ∑ ∑  

(2) (2)

2
0 1 1

( , , ) ( , , )

( 1)
nmk nmk

n m k nmk nk

w r w

w

∞ ∞ ∞

= = =

θ ϕ ρ ϑ ψ
+

λ +
∑ ∑ ∑ , 

2
nk nkλ = μ , nkμ  is k -th positive root 

of the equation 1
2

( ) 0
n

J
+

μ = , 

(1)
1
2

1( , , ) ( ) (cos )cosm
nk nnmk n

w r J r P m
r +

θ ϕ = μ θ ϕ , 

(2)
1
2

1( , , ) ( ) (cos )sinm
nk nnmk n

w r J r P m
r +

θ ϕ = μ θ ϕ , 
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(1)
1
2

1( , , ) ( ) (cos )cosm
nk nnmk n

w J P m
+

ρ ϑ ψ = μ ρ ϑ ψ
ρ

,

(2)
1
2

1( , , ) ( ) (cos )sinm
nk nnmk n

w J P m
+

ρ ϑ ψ = μ ρ ϑ ψ
ρ

, 

( )m
nP z  are associated Legendre functions, 

2 2(1) (2)
nmk nmkw w= =  

2
2

0
1
2

(1 )( )! ( )
(2 1)( )!

m
nkn

R n m J
n n m +

⎡ ⎤π + δ + ⎢ ⎥′= μ
+ − ⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

1, ,
0, ,ij

i j
i j
=⎧

δ = ⎨ ≠⎩
 

1 sin cosx r= θ ϕ , 2 sin sinx r= θ ϕ , 3 cosx r= θ , 

1 sin coss = ρ ϑ ψ , 2 sin sins = ρ ϑ ψ , 3 coss = ρ ϑ , 
0 1r≤ < , 0 ≤ θ ≤ π , 0 2≤ ϕ < π . 

 

For the problem (1)–(3) with the right-hand side of the 
form (38) and the Helmholtz operator at 1κ =  considered 
in a unit circle it is found that 0.69148α = , 1.93356β = , 

and the accuracy 410−ε =  was achieved on the 12-th it-

eration, and (12) 0.4853u = . 

Figure 6 shows graphs of the upper ( ) ( )kw x  (solid 

line) and lower ( ) ( )kv x  approximations (dashed line), 
0, 1, ..., 12k =    , in cross section 2 0x = . 
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x
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Figure 6 – Graphs of the upper ( ) ( )kw x  and lower ( ) ( )kv x  

approximations (in cross section 2 0x = ) to the solution of 
problem (1)–(3) with the Helmholtz operator considered in a 

unit circle 
 
Table 3 shows the values of the approximate solution 

(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Helmholtz op-
erator considered in a unit circle at the points 

( )
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Table 3 – Values of the approximate solution (12) ( )u x   
of the problem (1)–(3) with the Helmholtz operator 

considered in a unit circle at the points 
( )
1( , 0) (0,1 ; 0)ix i=  , 0, 1, ..., 10i =     

( )
1( ,0)ix  (0, 0)  (0.1; 0)  (0.2; 0)  (0.3; 0) (0,4; 0)

(12) ( )
1( ,0)iu x 0.4853 0.4811 0.4687 0.4478 0.4182 

( )
1( ,0)ix  (0.5; 0) (0.6; 0)  (0.7; 0)  (0.8; 0) (0.9; 0)

(12) ( )
1( ,0)iu x 0.3793 0.3305 0.2709 0.1988 0.1114 

( )
1( ,0)ix  (1; 0)      

(12) ( )
1( ,0)iu x 0     

 
Each iteration was performed for an average of 

195 sec., the total operating time of the program was 
39 minutes. 

Figures 7 and 8 show the surface and the level lines of 
the approximate solution (12) ( )u x , respectively. 

For the problem (1)–(3) with the right-hand side of the 
form (38) and the Helmholtz operator at 1κ =  considered 
in a unit sphere it is found that 0,49891α = , 

1,74257β = , and the accuracy 410−ε =  was achieved on 

the 12-th iteration, and (12) 0,3761u = . 

Figure 9 shows graphs of the upper ( ) ( )kw x  (solid 

line) and lower ( ) ( )kv x  approximations (dashed line), 
0, 1, ..., 12k =   , in cross section 2 0x = , 3 0x = . 

Table 4 shows the values of the approximate solution 
(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Helmholtz op-

erator considered in a unit sphere at the points 
( )
1( , 0) (0,1 ; 0)ix i=  , 0, 1, ..., 10i =   . 
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Figure 7 – Graph of the surface of the approximate  

solution (12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the 
Helmholtz operator considered in a unit circle 
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Figure 8 – Level lines of the approximate solution 
(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Helmholtz 

operator considered in a unit circle  
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Figure 9 – Graphs of the upper ( ) ( )kw x  and lower ( ) ( )kv x  

approximations (in cross section 2 0x = , 3 0x = ) 
to the solution of problem (1)–(3) with the Helmholtz 

operator considered in a unit sphere 
 

Table 4 – Values of the approximate solution (12) ( )u x  
of the problem (1)–(3) with the Helmholtz operator 

considered in a unit sphere at the points 
( )
1( , 0) (0,1 ; 0)ix i=  , 0, 1, ..., 10i =     

( )
1( ,0, 0)ix   (0, 0, 0)   (0.1; 0, 0)  (0.2; 0; 0)   (0.3; 0; 0)  

(12) ( )
1( ,0,0)iu x  0.3761 0.3729 0.3635 0.3477 

( )
1( ,0)ix  (0.4; 0; 0)   (0.5; 0; 0)  (0.6; 0; 0)   (0.7; 0; 0)  

(12) ( )
1( ,0)iu x  0.3253 0.2957 0.2586 0.2130 

( )
1( ,0)ix  (0.8; 0; 0)   (0.9; 0; 0)  (1; 0; 0)    

(12) ( )
1( ,0)iu x  0.1575 0.0895 0  

 
Each iteration was performed for an average of 

223 sec., the total operating time of the program was 
44,6 minutes. 

Figure 10 shows, respectively, the level surfaces of the 
approximate solution (12) ( )u x . 

 
Figure 10 – Level surfaces of the approximate solution 

(12) ( )u x  of the problem (1)–(3) with the Helmholtz 
operator considered in a unit sphere 

 

6 DISCUSSION 
The analysis of the results shows that the method of 

two-sided approximations is an effective numerical 
method for solving the boundary value problems of the 
form (1)–(3) with the Laplace and Helmholtz operators. 
Its advantages include convenient a posteriori error esti-
mation, iteration completion criterion and easy to imple-
ment algorithm. Analyzing the results of the computa-
tional experiment, one can see that for the test problem in 
the approximate solution, the correct sign after the comma 
is set in about two or three iterations. Considering the 

relation 1k

k

+ε
ε

, 0, 1, ..., 10k =    , where 

( ) ( )1 max( ( ) ( ))
2

k k
k w v

∈Ω
ε = −

x
x x , k  is the number of itera-

tion, it can be seen that the iterative sequence has a geo-
metric rate of convergence. At the same time, when 
switching to a three-dimensional problem, the program 
runtime increased, but the convergence rate remained 
almost unchanged. It can also be noted that in the transi-
tion to the case of three-dimensional space, the length of 
the initial strongly invariant cone segment decreased, 
which indicates a better (compared to the two-
dimensional case) choice of initial approximations. The 
solution norm in the three-dimensional problem also 
turned out to be less than for the two-dimensional one. 

Figures 1, 4, 6, and 9 clearly demonstrate the two-
sided nature of the convergence of the constructed itera-
tive sequences ( ){ ( )}kv x  and ( ){ ( )}kw x  according to the 
chain of inequalities (20): at each k -th iteration the un-
known exact solution ( )u∗ x  of the problem is above the 

approximation ( ) ( )kv x  and below the approximation 
( ) ( )kw x .  
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CONCLUSIONS 
The problem of constructing two-sided approxima-

tions to the positive solution of the first boundary value 
problem for a semilinear elliptic equation of the second 
order with the Laplace operator and the Helmholtz opera-
tor is solved. 

The scientific novelty of the obtained results is that 
the method of two-sided approximations for solving 
nonlinear operator equations with a heterotone operator in 
terms of its application to the boundary value problems 
for a semilinear elliptic equation of the second order has 
been further developed, and for equations with the Helm-
holtz operator this method is used for the first time. The 
developed method has a number of advantages, such as a 
convenient a posteriori estimation of the error of the ap-
proximate solution and a simple computational algorithm. 
This distinguishes it from other numerical methods for 
solving nonlinear boundary value problems for second-
order semilinear elliptic equations and makes it attractive 
for application in engineering practice. 

The practical significance of the results obtained lies 
in the fact that the method proposed has shown itself well 
in solving test problems, allows fast software implementa-
tion, which will permit carrying out highly invariant com-
putational experiments when solving practical problems 
of mathematical modeling of nonlinear processes. 

The limitations in using the method can be associated 
with the conditions imposed on the behavior of the func-
tion ( , )f ux , which are stated in Theorems 1, 2, and 3, 
and also with the fact that for the area Ω  the Green’s 
function of the corresponding differential operator must 
be known. 

The prospects for further research are the extension of 
the method of two-sided approximations developed in this 
work to the boundary value problems for equations of 
elliptic type with other boundary conditions and to initial 
boundary value problems for parabolic and hyperbolic 
equations, using semi-discrete methods (for example, the 
Rothe’s method of lines). 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Розглянуто питання побудови методу двобічних наближень знаходження додатного розв’язку задачі Діріхле для 

напівлінійного еліптичного рівняння на основі використання метода функцій Гріна. Об’єктом дослідження є перша крайова задача 
(задача Діріхле) для напівлінійного еліптичного рівняння другого порядку.  

Мета. Метою роботи є розробка на основі використання методу функцій Гріна методу двобічних наближень розв’язання задачі 
Діріхле для напівлінійних еліптичних рівнянь другого порядку і дослідження його роботи при розв’язанні тестових задач. 

Метод. За допомогою методу функцій Гріна вихідна перша крайова задача для напівлінійного еліптичного рівняння замінюєть-
ся еквівалентним інтегральним рівнянням Гаммерштейна. Інтегральне рівняння подається у вигляді нелінійного операторного рів-
няння з гетеротонним оператором і розглядається у просторі неперервних функцій, який напівупорядковано за допомогою конуса 
невід’ємних функцій. За розв’язок (узагальнений) крайової задачі приймаємо розв’язок еквівалентного інтегрального рівняння. Для 
гетеротонного оператора знаходиться сильно інваріантний конусний відрізок, кінці якого є початковими наближеннями для двох 
ітераційних послідовностей. Перша з цих ітераційних послідовностей є монотонно зростаючою і наближає шуканий розв’язок кра-
йової задачі знизу, а друга є монотонно спадною і наближає його зверху. Наведено умови існування єдиного додатного розв’язку 
розглядуваної задачі Діріхле та двобічної збіжності до нього послідовних наближень. Також наведено загальні рекомендації з по-
будови сильно інваріантного конусного відрізка. Розроблений метод має просту обчислювальну реалізацію і зручну для викорис-
тання на практиці апостеріорну оцінку похибки. 

Результати. Розроблений метод програмно реалізовано та досліджено при розв’язанні тестових задач. Результати обчислюва-
льного експерименту проілюстровано графічною та табличною інформаціями. 

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність та ефективність розробленого метода і дозволяють рекоменду-
вати його для використання на практиці при розв’язання задач математичного моделювання нелінійних процесів. Перспективи 
подальших досліджень можуть полягати у розробленні двобічних методів розв’язання задач для систем рівнянь з частинними похі-
дними, рівнянь з частинними похідними вищих порядків та нестаціонарних багатовимірних задач, використовуючи напівдискретні 
методи (наприклад, метод прямих Роте). 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: задача Діріхле для напівлінійного еліптичного рівняння, додатний розв’язок, сильно інваріантний конус-
ний відрізок, гетеротонний оператор, метод двобічних наближень, функція Гріна. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассмотрен вопрос построения метода двусторонних приближений нахождения положительного решения зада-

чи Дирихле для полулинейного эллиптического уравнения на основе использования метода функций Грина. Объектом исследова-
ния является первая краевая задача (задача Дирихле) для полулинейного эллиптического уравнения второго порядка.  

Цель. Цель работы состоит в разработке на основе использования метода функций Грина метода двусторонних приближений 
решения задачи Дирихле для полулинейных эллиптических уравнений второго порядка и исследования его работы при решении 
тестовых задач. 

Метод. С помощью метода функций Грина исходная первая краевая задача для полулинейного эллиптического уравнения за-
меняется эквивалентным интегральным уравнением Гаммерштейна. Интегральное уравнение представляется в виде нелинейного 
операторного уравнения с гетеротонным оператором и рассматривается в пространстве непрерывных функций, полуупорядочен-
ном конусом неотрицательных функций. В качестве решения (обобщенного) краевой задачи принимается решение эквивалентного 
интегрального уравнения. Для гетеротонного оператора находится сильно инвариантный конусный отрезок, концы которого явля-
ются начальными приближениями для двух итерационных последовательностей. Первая из этих итерационных последовательно-
стей является монотонно возрастающей и приближает искомое решение краевой задачи снизу, а вторая является монотонно убы-
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вающей и приближает его сверху. Приведены условия существования единственного положительного решения рассматриваемой 
задачи Дирихле и двусторонней сходимости к нему последовательных приближений. Также приведены общие рекомендации по 
построению сильно инвариантного конусного отрезка. Разработанный метод имеет простую вычислительную реализацию и удоб-
ную для использования на практике апостериорную оценку погрешности. 

Результаты. Разработанный метод программно реализован и исследован при решении тестовых задач. Результаты вычисли-
тельного эксперимента проиллюстрированы графической и табличной информациями.  

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность и эффективность разработанного метода и позволяют 
рекомендовать его для использования на практике при решении задач математического моделирования нелинейных процессов. 
Перспективы дальнейших исследований могут заключаться в разработке двусторонних методов решения задач для систем уравне-
ний в частных производных, уравнений в частных производных высших порядков и нестационарных многомерных задач, исполь-
зуя полудискретные методы (например, метод прямых Роте).  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: задача Дирихле для полулинейного эллиптического уравнения, положительное решение, сильно инва-
риантный конусный отрезок, гетеротонный оператор, метод двусторонних приближений, функция Грина. 
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ABSTRACT 

Context. Providing the problem of fast calculation of the modular exponentiation requires the development of effective algo-
rithmic methods using the latest information technologies. Fast computations of the modular exponentiation are extremely necessary 
for efficient computations in theoretical-numerical transforms, for provide high crypto capability of information data and in many 
other applications. 

Objective – the runtime analysis of software functions for computation of modular exponentiation of the developed programs 
based on parallel organization of computation with using multithreading. 

Method. Modular exponentiation is implemented using a 2k-ary sliding window algorithm, where k is chosen according to the 
size of the exponent. Parallelization of computation consists in using the calculation of the remainders of numbers raised to the power 
of 2i modulo, and their further parallel multiplications modulo. 

Results. Comparison of the runtimes of three variants of functions for computing the modular exponentiation is performed. In the 
algorithm of parallel organization of computation with using multithreading provide faster computation of modular exponentiation 
for exponent values larger than 1K binary digits compared to the function of modular exponentiation of the MPIR library. The MPIR 
library with an integer data type with the number of binary digits from 256 to 2048 bits is used to develop an algorithm for comput-
ing the modular exponentiation with using multithreading. 

Conclusions. In the work has been considered and analysed the developed software implementation of the computation of modu-
lar exponentiation on universal computer systems. One of the ways to implement the speedup of computing modular exponentiation 
is developing algorithms that can use multithreading technology on multi-cores microprocessors. The multithreading software im-
plementation of modular exponentiation with increasing from 1024 the number of binary digit of exponent shows an improvement of 
computation time with comparison with the function of modular exponentiation of the MPIR library. 

KEYWORDS: modular exponentiation, parallel computation, multithreading, big numbers. 
 

ABBREVIATIONS 
GMP is a GNU Multiple Precision Arithmetic library; 
ME is a modular exponentiation; 
MT is a multithreading; 
MPIR is a Multiple Precision Integers and Rationals 

library. 
 

NOMENCLATURE 
a is a base integer value; 
b is an integer value of the exponent; 
bk is a binary bit of b; 
b.i is a binary digit;  
c is an integer value; 
exp is exponent;  
k is a number of bits of b; 
n is an integer value of the module; 
mpz_t is a type of big numbers MPIR library; 
quit_thread is a number of threads; 
Ri is a result of the multiplication of exponent 2i of the 

number a under modulo n; 
s_cv is a variable of synchronizations; 
s_mutex is an object for interacting; 
x is a discrete logarithm; 
y is an integer value of modular exponentiation. 

 
 
 
 

INTRODUCTION 
The task of developing an effective computational al-

gorithm for ME for big numbers is relevant enough to 
solve the problems of modern asymmetric cryptography, 
for efficient computation of number-theoretic transforms, 
digital signatures and other applications [1].  

The object of study is the process of analysis the de-
veloped software implementation of the computation of 
ME. The iteration impedes of the organization of parallel 
computations and does not provide high-speed computa-
tion of a ME in available computational resources of mul-
ticores computer systems. Therefore, one directions for 
speedup the computing of ME is to improve the software 
implementation using MT technology. 

The subject of study is the parallel organization of 
computation of ME based on the use the bits of the binary 
exponent with MT execution of the computation.  

The purpose of the work is to increase the speed of 
computation of ME based on MT technology of computer 
systems in comparison with the function of modular ex-
ponentiation of the MPIR library.  

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The computation of directional function of ME is in 
the form 

 
.  mod nay b=  (1)
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Many efficient algorithms for computing a discrete 
logarithm x use the determination of ME  

 
. ) mod( nya x ≡  (2)

 
After all a discrete logarithm is considered to be unidirec-
tional function to ME, since it is difficult to compute it for 
a conditionally acceptable time. 

There is an algorithm [2] for computing of ME, which 
uses the product of two integers modulo and the calcula-
tion of the square of an integer modulo. However, this 
algorithm to perform the computation of the integer 
power of a number modulo uses sequentially recursive 
operations of the product of two integers modulo and the 
square of an integer modulo. 

One of the ways to implement the speedup of compu-
tation of ME is the parallelization of computation using 
MT technology in universal computer systems. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Many efficient algorithms use the determination of 
ME [3], which is characterized by considerable computa-
tional complexity and is compared with performing fac-
torization of a number [4]. An analysis of the algorithms 
and their implementation for computing of ME shows the 
widespread use of iterative procedures among crypto-
graphic software libraries designed for big numbers [5], 
which results in low efficiency in the use of available 
computational resources in multicores computer systems. 
In the book [2] an algorithm for computing a ME is de-
scribed, that to use the binary form of representation of an 
integer number of exponent. Starting with the most sig-
nificant bit of integer exponent, sequentially for each sub-
sequent bit based on the computed values from the previ-
ous iteration is determined the result of the computation 
of the ME. However, iteration process impedes the or-
ganization of MT computations and does not provide 
high-speed determination of a ME.  

The closest is the work [6], which was discussed the 
parallel algorithms to perform of ME and theoretical 
methods to obtain the optimal partition points that allows 
for a load balancing technique to optimize parallelization 
algorithms for the ME operation. The algorithms pro-
posed in this work use the OpenMPI parallelization li-
brary as a basic tool. 

Mathematical software libraries are used to implement 
the computation of ME. For example, the Pari/GP soft-
ware library [10] contains a large set of programs for effi-
cient computations of mathematical functions. The 
Pari/GP library also includes computation of the      
Mod(a, n)^b function for long numbers and other special 
numbers while using a small amount of memory during 
the computation process. The library uses a separate type 
of t_INTMOD to handle modulo numbers. Its peculiarity 
is the representation of numbers in a special form of 
Montgomery reduction, which simplifies the computation 
of division. You can use the Pari/GP library on Linux or 
MinGW environments. Compared to the Pari/GP library, 

the well-known MPIR library [7] is easier in use and can 
be compiled in Windows easily. A highly optimized 
modification of the well-known GMP or GNU Multiple 
Precision Arithmetic Library the MPIR library contains 
the function mpz_powm() to realize computation of ME. 
The MPIR library uses an optimized version of the ME 
algorithm, called the “Sliding-window method” [8], 
which reduce the average number of multiplication opera-
tions. However, the next iteration of the algorithm in the 
mpz_powm() function depends on the exponent bits that 
were previously analyzed in the sequential analysis of the 
window, which makes it impossible to divide the compu-
tations into independent flows. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

The parallelization of computation of ME in the form 
(1), based on the use of the exponent b as a binary number  
b(k–1)b(k–2)…b2b1b0 , uses the application of the fundamen-
tal property of modularity [9]:  

 
. mod))mod()mod(( mod)( nncnanca =∗  (2)

 
Accordingly, the computation of the ME (1) takes the 

form   
 

∗== −
−

− nabna k
k

bbbbb k mod2^(  mody 1
1

... 012)2()1-k (

.mod)mod2^mod2^... 0
0

1
1 nnabnab ∗∗  

 

(3)

 
In accordance with formula (3), a scheme for comput-

ing of the ME is shown on Figure 1.  
 

 
Figure 1 – The scheme for computing the ME 
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The scheme for computing the ME consists of the denota-
tions: 

a is the input of the base number; n is the input of the 
module;  

(a^2i) mod n are blocks of computation of the integer 
exponent of exponent 2i of the number a by the module,  
i = 0,1,2,…, (k–1);  

b is the input of an exponent with binary digits b.(k–
1), b.(k–2),…,b.2, b.1, b.0;  

(X) mod n is the block of multiplier under  modulo n;  
y is the output of the ME. 
Consistently determined residuals of the number a 

raised to the power of 2i under modulo n in blocks    
(a^2i) mod n, for i=0, 1,…,k–1 are multiplied. In the case 
of presence of the exponent of the number of binary the 
value of zero in i-th binary digit (b.i) block (a^2i) mod n 
is not execute the operation, otherwise is computed the 
multiplication of exponent 2i of the number a under 
modulo n, which corresponds to the denotation at the out-
put of the blocks (1/Ri). The determined product, in the 
final stage, forms in block (X)mod n the value y of the 
result of the computation of the ME. 

For the organization of MT execution of the computa-
tion of the ME, in accordance with Figure 1, it is possible 
to consider the possibility of creating two threads. The 
thread I computes the numbers a raised to the power of 2i 
under modulo n. The thread II  computes the product of 
the results (a^2i) mod n under modulo n, starting with the 
readiness of the first two values (a^2i)mod n. Theoretical 
it is possible to reduce the computation time to 50% of the 
ME in comparison with single thread computation. 

Therefore, due to the parallel execution of the compu-
tation of the ME, in accordance with Figure 1, consider 
the possibility of creating a thread of execution of multi-
plication under modulo operations and a thread by com-
putation of the product of the residual values defined in 
the parallel previous thread. The only difficulty of orga-
nizing the computation with such threads is the need to 
synchronize the performance of threads to ensure the cor-
rect computation of the final value y of the ME. 

 
4 EXPERIMENTS 

The MPIR library, which is written in C and the as-
sembler, is used to implement the algorithm for comput-
ing the ME, and provides an ability to compile its func-
tions in Visual Studio C++. Accordingly, in the MPIR 

library, the mpz_t data type represents long numbers that 
are selected for the exponent exp, number base, modulo 
mod with number of binary digit from 256 to 2048 bits for 
testing. For implementation of the developed algorithm 
the MPIR library functions mpz_init_set(mul, base), 
mpz_sizeinbase(exp, 2), mpz_tstbit(exp, i), mpz_mul(r, r, 
mul) with long binary digit data are used. 

Three versions of the algorithms are implemented as 
ME functions with aim to compare the performance exe-
cution of ME. 

The function mod_exp(mpz_t r, mpz_t base, mpz_t 
exp, mpz_t mod) performs the basic iterative algorithm 
“Right-to-left binary exponentiation” [11]. The computa-
tion of the ME is carried out in one main thread. The re-
sult of the function is written to the variable r, and the 
computation time is fixed and averaged to output the av-
erage «single thread exponentiation» time in microsec-
onds, which are showed in the Table 1. 

The function of the MPIR library 
mpz_powm(expected_result, base, exp, mod) performs a 
ME, implementing a floating-window algorithm with 
Montgomery multiplication/reduction [12]. The result of 
the function is written to the expected_result variable and 
the computation time is recorded and averaged with the 
output of “mpz_powm average time” in microseconds, 
which are showed in the Table 1. 

To organize MT computing according to the scheme 
in Figure 1, the thread functions thread_function(bool* 
quit_thread, mpz_t*mod) and parallel_mod_exp(mpz_t 
base, mpz_t exp, mpz_t mod) are used. Accordingly, these 
threads are created to perform the computation of the ME. 
The result of the function is written to the variable 
s_thread_result, and the computation time is fixed and 
averaged to output the average “parallel exponentiation” 
time in microseconds, which are showed in the Table 1. 

The thread implemented in the function 
thread_function(bool*quit_thread, mpz_t*mod) computes 
the product under modulo over the values in the queue 
s_thread_queue to determine the ME. That is, from the 
queue will read the values (a^2i)mod n which are com-
puted by the function parallel_mod_exp(mpz_t base, 
mpz_t exp, mpz_t mod). Another thread function paral-
lel_mod_exp(mpz_t base, mpz_t exp, mpz_t mod) com-
putes the value of squaring by the module (aiai) mod n, 
and  writing  the  computed  value  under  modulo  to data 

 
Table 1 – The average execution time of the functions of computing the ME based on the use of lib_mpir_gc 

Bits of pseudorandom numbers / trials 256/2000 512/1000 1024/500 2048/100 

                                                                              Release /x64 – Core i7-3700X (AVX) 
single thread exponentiation (μs) 1276 7918 53543 383309 

mpz_powm average time (μs) 824 5577 39312 279225 
parallel exponentiation (μs) 1293 5970 35182 244199 

                                                                              Release /x64 – Core i9-7900X (AVX2/AVX512) 
single thread exponentiation (μs) 1190 7577 52091 375792 

mpz_powm average time (μs) 767 5331 37907 271139 
parallel exponentiation (μs) 1235 6114 34961 240772 
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queue s_thread_queue. In the loop of the function paral-
lel_mod_exp(mpz_t base, mpz_t exp, mpz_t mod), binary 
digits of exponent exp are analyzed mpz_tstbit(exp, i) to 
determine whether to execute or not operation. That is, 
the result will or will not be written to the data queue 
s_thread_queue After analyzing the b.(k–1) binary digit 
in a final stage is computed the end value of the ME, 
which is written to the variable s_thread_result. 

To protect the queue from simultaneous access of the 
threads is presented in Figure 2, where the s_mutex mutex 
with the basic lock() and unlock() methods is used. The 
s_mutex object is passed to our functions, which should 
use it for interacting. Before accessing the shared data 
queue s_thread_queue, the mutex is locked by the method 
lock(s_mutex) and is unlocked after the work with the 
shared data is completed. 

 

Figure 2 – The scheme of activation of threads when performing 
synchronization with a pair of mutex-conditional variables 

The condition variable s_cv helps to synchronize the 
work of the threads. The variable s_cv is used for waiting 
of the thread of an event to occur in another thread  
(Figure 2). Running the s_cv.notify_one() method in the 
thread generates a readiness signal of the factor for an-
other thread in the waiting state of s_cv.wait(lock). Ac-
cording-ly, even if a thread is unblocked by the s_cv con-
ditional variable, it will not be able to continue immedi-
ately if another thread is already inside our critical sec-
tion. In this case, the unblocked (on a conditional vari-
able) thread changes its status from “blocked on a condi-
tional varia-ble” (in which it was previously) to the status 
of “blocked on a mutex” and remains in it until the active 
flow is in a critical sections will not make the mutex free. 
The use of a combination a conditional variable and a 
mutex lock indicates the complexity of the synchroniza-
tion the performance of threads for computing the ME. 

 
5 RESULTS 

To determine the average computation time of the ME 
in testing, the multiple functions called mod_exp(), 
mpz_powm(), parallel_mod_exp() were used. To compute 
the ME with a given number of trials the values of expo-
nent exp, number base and mod were given by pseudo-

random numbers with number of binary digit of 256, 512, 
1024, 2048 bits. To reduce the total computation time on 
increasing the number of binary digits of long numbers 
the number of trials of latch-up of the computation time is 
decrease correspondent. 

Numerical experiments were carried out on a com-
puter system with a multi-core microprocessor with 
shared memory in a 64-bit Windows. Testing was per-
formed on computer systems with an Intel Core i7-3770K 
that has 4 physical cores with 3.5GHz clock and an Intel 
Core i9-7900X processor that has 10 physical cores with 
3.3GHz clock. According to hyper-threading technology, 
each physical core consists of two virtual ones. 

The results are presented in Table 1, which contains 
the values of average execution time (μs microseconds) of 
computing the ME for pseudorandom data with a number 
of binary digits (256, 512, 1024, 2048bits) for correspon-
dent the specified number of trials (2000, 1000, 500, 100). 

 
6 DISCUSSION 

The parallel algorithm in function parallel_mod_exp() 
for computing the ME improves (in Table 1, the best re-
sults are highlighted in bold) the computation time rela-
tive to the mpz_powm() function from the MPIR library 
with increasing the number of binary digits of data, start-
ing from 1024 bits. The speedup of the computation time 
of the parallel algorithm with respect to the base time 
depends on the number of binary digits and their values in 
exponents. The value one in binary digits in exponent 
determine the operations of the multiplication by modulo 
in thread I. To computation the ME with a given number 
of trials, the values of the exponent exp, base number and 
mod were given pseudo-random numbers. Therefore, the 
obtained results of the average execution time do not de-
pend on the number of ones in the binary value of the 
exponent. 

The implementation of mpz_powm() uses a more op-
timal multiplication by modulo algorithm, the so-called 
Montgomery multiplication/reduction [12]. The modified 
Montgomery algorithms [13] can be used instead of op-
erations in the thread I and thread II to speedup for com-
puting the ME in the parallel algorithm. 

The computation time of function parallel_mod_exp() 
with two threads improves the results (in Table 1) relative 
to the mod_exp() with single thread with increasing the 
number of binary digit of data starting from 512 bits. Thus, 
we can conclude that the using two threads sig-nificant 
improvement the execution time (Table 1) of ME of long 
numbers compared to single thread implementation. 

Since parallelization is performed in two threads, the 
number of cores in computer systems does not accelerate 
the computation of ME. The execution time of ME on 
computer systems with Intel Core i7-3700X and Intel 
Core i9-7900X processors does not change significantly 
according to table 1. The use of the function paral-
lel_mod_exp() is possible for the organization of parallel 
calculations of ME even larger big numbers. 
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CONCLUSIONS 
The work compares and analyses the developed soft-

ware implementation of the computation of ME and the 
software implementation of the function mpz_powm() of 
MPIR library. The computational scheme of the ME, the 
software implementation of the algorithm using single- 
and two threads for computing of ME, the run time results 
of the computation on multi-core microprocessors of uni-
versal computer systems  have been described. As a re-
sult, the parallel organization of the computation speedups 
the execution of the computations of ME. MT software 
implementation with increasing the number of binary dig-
its of exponent shows an improvement of computation 
time with regard to the MPIR function of computing ME. 
The execution time of the algorithms depends on the spe-
cific values of the exponent also.  

The scientific novelty of obtained results lies in the 
implementation of parallelism using multithreading in the 
algorithm of computing the ME based on the use of the 
representation of exponent in the form of a binary number 
and the fundamental property of modularity.  

The practical significance of the work lies in the fact 
that the obtained results can be successfully apply in the 
modern asymmetric cryptography, for efficient com-
putation of number-theoretic transforms and other com-
putational problems.  

Prospects for further research are that the devel-
oped function using two streams can be used for the or-
ganization of multithreading computations of ME even 
larger big numbers. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Постановка проблеми швидкого обчислення модульної експоненти вимагає розробки ефективних алгоритміч-

них методів з використанням новітніх інформаційних технологій. Швидкі обчислення модульної експоненти є надзвичайно необ-
хідними для ефективних обчислень у теоретико-числових перетвореннях, для забезпечення високої стійкості криптоінформаційних 
даних та у багатьох інших додатках. 

Мета – аналіз швидкості виконання функцій в програмному забезпеченні для обчислення модульної експоненти розроблених 
програм на основі паралельної організації обчислень з використанням багатопоточності. 
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Метод. Обчислення модульної експоненти реалізується за допомогою алгоритму 2k-го ковзаючого вікна, де k вибирається від-
повідно до розміру показника степеня. Паралелізація обчислень полягає у використанні обчислення залишків чисел, піднесених до 
степеня 2i за модулем, та їх подальшого паралельного множення за модулем. 

Результати. Здійснено порівняння часу виконання трьох варіантів функцій для обчислення модульної експоненти. В алгоритмі 
паралельної організації обчислень з використанням багатопоточності забезпечується більш швидке обчислення обчислення моду-
льної експоненти для значень показника степеня, що перевищує 1K двійкових цифр, порівняно з функцією обчислення модульної 
експоненти в бібліотеці MPIR. Бібліотека MPIR з цілочисельним типом даних з числом двійкових цифр від 256 до 2048 біт викори-
стовується для розробки алгоритму обчислення обчислення модульної експоненти з використанням багатопоточності. 

Висновки. У роботі розглянуто та проаналізовано розроблену програмну реалізацію обчислення модульної експоненти на уні-
версальних комп'ютерних системах. Одним із способів реалізації прискорення обчислень обчислення модульної експоненти є роз-
робка алгоритмів, які можуть використовувати багатопотокову технологію на багатоядерних мікропроцесорах. Багатопотокова 
програмна реалізація обчислення модульної експоненти зі збільшенням від 1024 числа двійкових розрядів показника степеня пока-
зує поліпшення часу обчислення у порівнянні з функцією обчислення модульної експоненти бібліотеки MPIR. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: модульна експонента, паралельні обчислення, багатопотоковість, великі числа. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Решение задачи быстрого вычисления модульной экспоненты возведения требует разработки эффективных 
алгоритмических методов с использованием новейших информационных технологий. Быстрые вычисления модульной экспоненты 
возведения чрезвычайно необходимы для эффективных вычислений в теоретико-численных преобразованиях, для обеспечения 
высокой криптостойкости информационных данных и во многих других приложениях. 

Цель – анализ исполнения функций в программном обеспечении для вычисления модульного возведения в степень разрабо-
танных программ на основе параллельной организации вычислений с использованием многопоточности. 

Метод. Модульное возведение в степень реализуется с использованием алгоритма 2k-арного скользящего окна, где k выбирает-
ся в соответствии с размером показателя степени. Распараллеливание вычислений заключается в использовании вычисления остат-
ков чисел, возведенных в степень 2i по модулю, и их дальнейших параллельных умножений по модулю. 

Результаты. Проведено сравнение времени выполнения трех вариантов функций для вычисления модульной экспоненты. В 
алгоритме параллельной организации вычислений с использованием многопоточности обеспечивается более быстрое вычисление 
модульной экспоненты для значений показателя больше 1К двоичных разрядов по сравнению с функцией модульного возведения в 
степень библиотеки MPIR. Библиотека MPIR с целочисленным типом данных с количеством двоичных разрядов от 256 до 2048 бит 
используется для разработки алгоритма вычисления модульного возведения в степень с использованием многопоточности. 

Выводы. В работе рассмотрена и проанализирована разработанная программная реализация вычисления модульной экспонен-
ты на универсальных компьютерных системах. Одним из способов реализации ускорения вычислений модульной экспоненты явля-
ется разработка алгоритмов, которые могут использовать технологию многопоточности на многоядерных микропроцессорах. Мно-
гопоточная программная реализация модульной экспоненты с увеличением с 1024 числа двоичных разрядов экспоненты показыва-
ет улучшение времени вычислений по сравнению с функцией модульного возведения в степень библиотеки MPIR. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: модульная экспонента, параллельные вычисления, многопоточность, большие числа. 
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COMPARISON OF TWO FORMS OF ERLANGIAN DISTRIBUTION 
LAW IN QUEUING THEORY 
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ABSTRACT 
Context. For modeling various data transmission systems, queuing systems G/G/1 are in demand, this is especially important 

because there is no final solution for them in the general case. The problem of the derivation in closed form of the solution for the 
average waiting time in the queue for ordinary system with erlangian input distributions of the second order and for the same system 
with shifted to the right distributions is considered. 

Objective. Obtaining a solution for the main system characteristic – the average waiting time for queue requirements for three 
types of queuing systems of type G/G/1 with usual and shifted erlangian input distributions. 

Method. To solve this problem, we used the classical method of spectral decomposition of the solution of Lindley integral 
equation, which allows one to obtain a solution for average the waiting time for systems under consideration in a closed form. For the 
practical application of the results obtained, the well-known method of moments of the theory of probability was used. 

Results. For the first time, spectral expansions of the solution of the Lindley integral equation for systems with ordinary and 
shifted Erlang distributions are obtained, with the help of which the calculation formulas for the average waiting time in the queue for 
the above systems in closed form are derived. 

Conclusions. The difference between the usual and normalized distribution is that the normalized distribution has a mathematical 
expectation independent of the order of the distribution k, therefore, the normalized and normal Erlang distributions differ in 
numerical characteristics. The introduction of the time shift parameter in the laws of input flow distribution and service time for the 
systems under consideration turns them into systems with a delay with a shorter waiting time. This is because the time shift operation 
reduces the coefficient of variation in the intervals between the receipts of the requirements and their service time, and as is known 
from queuing theory, the average wait time of requirements is related to these coefficients of variation by a quadratic dependence. 
The system with usual erlangian input distributions of the second order is applicable only at a certain point value of the coefficients 
of variation of the intervals between the receipts of the requirements and their service time. The same system with shifted 
distributions allows us to operate with interval values of coefficients of variations, which expands the scope of these systems. This 
approach allows us to calculate the average delay for these systems in mathematical packages for a wide range of traffic parameters. 

KEYWORDS: Ordinary and normalized Erlangian distribution laws, Lindley integral equation, spectral decomposition method, 
Laplace transform. 

 
ABBREVIATIONS  

LIE is a Lindley integral equation; 
QS  is a queuing system; 
PDF is a probability distribution function. 

 
NOMENCLATURE 

( )f tλ  is a density function of the distribution of time 
between arrivals; 

*( )F sλ  is a Laplace transform of the function ( )f tλ ; 
( )f tμ  is a density function of the distribution of 

service time; 
*( )F sμ  is a Laplace transform of the function ( )f tμ ; 

cλ  the coefficient of variation of time between 
arrivals; 

cμ  the coefficient of variation of service time; 
E2 is an erlangian distribution of the second order; 

2E−  is a shifted erlangian distribution of the second 
order; 

G is an arbitrary distribution law; 
W  is an average delay in the queue; 

*( )W s  is a Laplace transform of delay density 
function; 

λ  is a parameter of the erlangian distribution law of 
the input flow; 

μ  is a parameter of the erlangian distribution law of 
service time; 

ρ  is a system load factor; 

λτ  is an average time between arrivals; 
2
λτ  is a second initial moment of time between 

arrivals; 
μτ  is an average service time; 

2
μτ  is a second initial moment of service time; 

( )s+Φ   is a Laplace transform of the PDF of waiting 
time; 

( )ψ s+  is a first component of spectral 
decomposition; 

( )s−ψ  is a second component of spectral 
decomposition; 

( )tχ  is a characteristic function of a random variable. 

INTRODUCTION 
This article is devoted to the analysis of the E2/E2/1 

QS with ordinary Erlang distributions, for which no 
results were found in the public domain on the average 
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delay of requests in the queue, which is the main 
characteristic for any QS. According to this characteristic, 
for example, packet delays in packet-switched networks 
are estimated when they are modeled using QS.  

We also investigated the above system with time-
shifted input Erlang distributions in order to obtain a 
solution for the average delay. A shift of the distribution 
law to the right from the zero point transforms the usual 
system E2/E2/1 into a system of the G/G/1 type. In 
queuing theory, studies of G/G/1 systems are especially 
relevant due to the fact that there is no solution in the 
final form for the general case. Therefore, such systems 
are considered under different distribution laws. 

In the study of G/G/1 systems, an important role is 
played by the method of spectral decomposition of the 
solution of the Lindley integral equation, and most of the 
results in the theory of queuing were obtained using this 
method. In the previous works of the authors, it is clearly 
shown that in systems formed by shifted distribution laws, 
with the same load factor as compared with conventional 
systems, the average delay becomes less. 

This is achieved because the coefficients of variation 
of the arrival cλ  and service times cμ  for shifted 
distribution laws become smaller when entering the shift 
parameter 0 0t > .  

The object of study is the main characteristic – the 
average waiting time of requirements in the queue of the 
queueing systems type G/G/1. 

The subject of study is the average waiting time of 
requirements in the queue of the QS E2/E2/1 and in the 
same system, but with shifted input distributions. 

The purpose of the work is obtaining a solution for 
the average delay of requirements in the queue in closed 
form for these systems. 

1 PROBLEM STATEMENT 
The paper poses the problem of finding a solution for 

the waiting time of requests in the queue in the ordinary 
system E2/E2/1 formed by Erlang distributions, as a 
special case of the gamma distribution and in the system 
formed by shifted Erlang distributions. This task also 
involves identifying the differences between the usual and 
normalized Erlang distributions. To solve the problem, we 
used the apparatus of spectral decomposition of the 
Lindley integral equation. 

Let us briefly recall the main content of the method of 
spectral decomposition of the LIE solution based on the 
classics of the queuing theory [1]. The solution of the LIE 
by the spectral decomposition method consists in finding 
the representation for the expression ( ) ( )* * 1F s F sλ μ− ⋅ −  
in the form of a fractional rational function, i.e. as a 
product of two factors, which would give a rational 
function of s. 

When using the method of spectral decomposition of 
an LIE solution to determine the average waiting time, we 
will follow the approach and symbolism of the author of 
the classical queuing theory [1]. To solve the problem, it 
is necessary to find the law of waiting time distribution in 

the system through the spectral decomposition of the 
form: ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ− − = ψ ψ+ − , where ( )ψ s+  

and ( )ψ s−  are some fractional rational functions of s that 

can be factorized. Functions ( )s+ψ  and ( )s−ψ  must 
satisfy special conditions according to [1], which can be 
found in the previous works of the authors [2–6].  

Thus, to solve the problem, it is necessary to construct 
spectral expansions of the form 

( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ− − = ψ ψ+ −  for the systems under 
consideration, considering the conditions specified above 
in each case. 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
The method of spectral decomposition of the solution 

of the Lindley integral equation used in this work was 
first presented in detail in the classics of queuing theory 
[1], and was subsequently applied in many works, 
including [8, 9, 13]. A different approach to solving 
Lindley’s equation has been used in Russian language 
literature. That work used factorization instead of the term 
“spectral decomposition” and instead of the functions  

( )sψ+  and ( )sψ−  it used factorization components 

( ),z t+ω  and ( ),z t−ω  of the function 1 ( )z t− ⋅χ , where 
( )tχ  is the characteristic function of a random variable ξ 

with an arbitrary distribution function C(t), and z is any 
number from the interval (−1, 1). This approach for 
obtaining results for systems under consideration is less 
convenient than the approach described and illustrated 
with numerous examples in [1]. 

The method of spectral decomposition of the LIE 
solution was also used to study systems with different 
input distributions in [2–6]. At the same time, the 
scientific literature, including web resources, the author 
failed to find the results on the waiting time for the QS 
with Erlang distributions, as a special case of the gamma 
distribution. Among foreign publications, it is worth 
highlighting [10, 11], in which it is proposed to consider 
the queue of requests to Internet resources as queues with 
a time lag. 

The results of works [2–6] together with [1] allowed 
developing the theory of the method of spectral 
decomposition of the LIE solution into the usual second-
order Erlang distribution shifted to the right from the zero 
point.  

Approximation methods with respect to distribution 
laws are described in detail in [9, 13, 14], and similar 
studies in queuing theory have recently been carried out 
in [15–24]. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

As you know, the two-parameter gamma distribution 
is given by the density function of the form  

 

 

49



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 3 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 3 

 
 

© Tarasov V. N., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-3-5 

α α 1 /ββ , 0,( ) (α)
0, 0,

tt e tf t Γ
t

− − −⎧
≥⎪= ⎨

⎪ <⎩

 (1)

where Г(α) is a gamma function equal 1

0
( ) z tΓ z t e dt

∞
− −= ∫  

for any real number z>0, α>0, β>0. Next, we need the 
numerical characteristics of the gamma distribution: the 
mean value of the interval τ = αβ  and the coefficient of 

variation 1/c = α . To apply the spectral decomposition 
method, we find the Laplace transform of the gamma 
distribution  

 
* 1 / 1 ( 1/ )

0 0

1

0

( )
( ) ( )

( 1/ )

1 ( ) 1

1

1( ) .
( ) 1 ( 1)

st t s t

x

F s e t e dt t e dt

s t x

t x x e dx
s s

dt dx
s

s s

−α −α+∞ +∞
− α− − β α− − + β

α−α +∞
α− −

α−α

α

β β
= = =∫ ∫
Γ α Γ α

+ β =
⎛ ⎞β β β

= = = =∫⎜ ⎟β + Γ α β +⎝ ⎠
β

=
β +

⎛ ⎞β β
= Γ α =⎜ ⎟Γ α β + β +⎝ ⎠

(2)

 
Analyzing the Laplace transform of the gamma 

distribution, we conclude that this distribution law in 
queuing theory can be used only in special cases with 
integer values 2α ≥ . 

To apply the method of spectral decomposition of the 
Lindley integral equation in the last expression, we 
change the variable 1/λ = β  for the distribution density 
function of the input flow intervals, 1/μ = β  for the 
distribution density function of the service time and 
restrict ourselves to the case α=2. Thus, in the case of 
integers 2α ≥ , the gamma distribution turns into the 
usual Erlang distribution of order α. 

For example, when replacing 1/ , kλ = β = α , we get 
the usual Erlang distribution of order k: 

1 λλ( )
( 1)!

k k tt ef t
k

− −

λ =
−

. For k=2 we get 2 λ( ) λ tf t te−λ = . 

This distribution differs from the normalized Erlang 
distribution considered in [2], where 2 2λ( ) 4λ tf t te−λ = . 
The difference between them is that the mathematical 
expectation of the normalized distribution does not 
depend on the order of the distribution k, therefore, they 
differ in numerical characteristics [14]. 

Due to such a difference between the distributions, the 
QS formed by two flows, in which the time intervals are 
given by the density functions of the usual second-order 
Erlang distribution, as a special case of the gamma 
distribution, we denote E2/E2/1 as well as the QS formed 
by the normalized Erlang distributions. The main 

differences between the normal (derived from the gamma 
distribution) and normalized E2 Erlang distributions are 
shown in Tables 1 and 2. 

Table 1 – Numerical characteristics of distributions 

Distribution λτ  2
λτ  2cλ  

Erlangian usual E2 2/λ 26 / λ  1/2 
Erlangian normalized E2 1/λ 3/(2λ2) 1/2 

 

Table 2 – Distribution parameter obtained by the method of 
moments 

Distribution 
Density 

( )f tλ   Parameter λ 

Erlangian usual E2 2 λλ tt e−  2 / λλ = τ  

Erlangian normalized E2 2 2λ4λ tt e−  1 / λλ = τ  

 
Thus, these distribution laws differ in both parameter 

and numerical characteristics, except for the coefficient of 
variation. As we will see below, systems formed by 
ordinary and normalized Erlang distributions will have 
different spectral expansions. In this regard, it will be 
interesting to see the results obtained. 

We will assume that the system E2/E2/1 is formed by 
two flows with the functions of the probability 
distribution densities: 

 
2 λ( ) λ tf t te−λ = , (3)

 
( ) 2 μμ tf t te−μ = . (4)

 

Then we will have: 

( ) ( )
2

**
2

.λ μ ;
λ μ

F s F s
s sμλ

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Hence, the spectral expansion 
( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ− − = ψ ψ+ −  of the LIE solution 

for the system under consideration will take the form: 
 

22 2 2 2 2

2 2

3 2
2 1 0

2 2

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

( )
,

( ) ( )

s s s
s s s s s

s s c s c s c
s s

+

−

ψ ⎛ ⎞λ μ λ μ − λ − μ +⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ψ λ − μ +⎝ ⎠ λ − μ +⎝ ⎠

− − − −
=

λ − μ +

 (5)

 
where the coefficients of the cubic polynomial collected 
using symbolic Mathcad operations 

0 2 ( )c = λμ μ −λ , 2 2
1 ( 4 )c = − λ − λμ +μ , 2 2( )c = − μ −λ . 

The cubic polynomial 3 2
2 1 0s c s c s c− − −  of the 

numerator has two negative roots and one positive one, 
since in the case of a stable system λ<μ  i.e. ( )μ λ 0− > . 
For convenience, let us denote them by 1s− , 2s−  and 3s . 
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Then the zeros of the numerator of the expansion 
1 2 3,0 ,,s s s s= − − . Double poles of spectral 

decomposition λ, μs s= = −  (see Fig. 1). Now, 
considering special conditions [1], we construct functions 

( )ψ s+  and ( )ψ s− :  

2
1 2

2
3

( )( ) (λ ) ψ ( ) ;   ψ ( )
( )(μ )

s s s s s ss s
s ss

+ −
+ + −

= = −
−+

. 

Checking the fulfillment of the conditions [1] for these 
functions is not difficult, this fact is also confirmed by 
Figure 1. 

 
Figure 1 – Zeros and poles of the function ( ) ( )ψ / ψs s+ −  for the 

E2/E2/1 system 

When constructing these functions, it is more 
convenient to mark the zeros and poles of the ratio 

( ) ( )ψ / ψs s+ −  on the complex s – plane to eliminate 

errors in constructing the functions ( )ψ s+  and ( )ψ s− . 
In Fig. 1, the poles are marked with crosses, and zeros are 
marked with circles. 

Further, using the method of spectral decomposition, 
we find the constant K: 

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2
2 20 0

ψ
lim lim

μμs s

s s s s
К

s

s s s
s
+

→ →

+ +
= = =

+
, 

where 1 s  and 2s  are the absolute values of negative 
roots 1s− , 2s− . The constant K is known to represent the 
probability that a demand entering the system finds it free. 

Now let us build an intermediate function 

( ) ( )21
2

1 2

2 μ
( ) μ ( )( )

s s sKs
s s s s s s

+
+

+
Φ = =

ψ + +
. 

Hence, for the system E2/E2/1, we obtain the function: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 2*

2
1 2

+μ
Φ .

μ

s
W s

s

s s

s
s

s s
s+= ⋅ =

+ +
 (6)

 
Comparison with a similar function for the E2/E2/1 

system formed by the normalized Erlang distributions 
from [2] also confirms their difference: 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 2*

2
1 2

2μ
.

4μ

s
W

s s s s

s s
s

+
=

+ +
 

To find the average waiting time, we find the 
derivative of the function ( )*W s  with a minus sign at the 
point s=0, for which we use the Mathcad package: 

*
1 2

0
1 2 1 2

( ) 1 1 1 1
( ) s

s sdW s
d s s s s s=

+
− = − = + −

μ μ
. 

Finally, the average waiting time for the E2/E2/1 
system 

 

1 2

1 1 1  W
s s

= + −
μ

, (7)

 
where 1s  and 2s  how the roots of the cubic equation are 
expressed through the parameters of distributions (3) and 
(4). 

Next, consider QS, for which the distribution laws of 
the input flow and service time are given by the density 
functions shifted to the right: 

 

( ) ( ) ( )0λ2
0λ t tf t t t e− −

λ = − , (8)
 

( ) ( ) ( )0μ2
0μ t tf t t t e− −

μ = − . (9)

 

We denote such a system 2 2E / E /1− − . 
To find the average waiting time in the queue for this 

system, we prove the following statement. 
Statement. The spectral decompositions 
( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ− − = ψ ψ+ −  of the LIE solution 

for systems 2 2E / E /1− −  and E2/E2/1 completely coincide 
and have the form (5), i.e. the spectral decomposition is 
invariant to the operation of the time shift of the density 
function. 

Proof. The Laplace transform of functions (8) and (9), 
respectively, have the form: 

0
2

* λ( )
λ

t sF s e
sλ

⎛ ⎞− = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
; 0

2
* μ( ) .

μ
stF s e

s
−

μ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

Then for a 2 2E / E /1− −  system, the spectral 
decomposition will be: 

( )
( )

0 0

22

22

ψ λ μ 1
ψ λ μ

λ μ 1 .
λ μ

t s ste e
s s

s

s
s

s

−+

−

⎛ ⎞⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

×
 

Here, exponents with opposite signs of exponential 
functions are reset to zero, and thus the shift operation in 
the spectral decomposition is leveled. Thus, the spectral 
decompositions of the solution of the LIE for the two 
systems under consideration coincide. 

Assertion is proved. 
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Corollary. The formula for the average waiting time 
for a system with shifted distributions will have exactly 
the same form as for system with ordinary distributions, 
but with changed parameters λ и µ due to a time shift 
operation [2–6]. Consequently, the average waiting time 
for systems with lag actually depends on the magnitude of 
the shift parameter 0 0t > . 

To determine the unknown distribution parameters, 
we use the Laplace transform of function (8). The average 
value of the interval between arrivals is given by the first 
derivative of the Laplace transform with a minus sign at 
the point s=0: 

( )
( )

00* 22
0

0 0230
λ2λ| | 2 / λ
(λλ

.
)

tt

s s

ssdF t ee t
ds ss

s −−
λ

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥− = + = +
⎢ ⎥++⎣ ⎦

 

From here we get an expression for λτ : 

 
λ 0τ 2 / λ .t= +  (10)

From the expression  

2
20
02 2

0

*( ) 6 4
λ λ

s

d s t
s

F t
d
λ

=

= + +  we find  

2 20
λ 02

6τ 4  
λ λ

t t= + + . 

Determine the square of the coefficient of variation  

2 2
λ2 λ

λ
λ

2 2
0

τ (τ ) 2 .
(τ ) (2 λ )

c
t

−
= =

+
 

From here the value for cλ : 

 
02 / (2 )c tλ = + λ . (11)

 

Note that for the distribution E2: 2 / ,λτ = λ . λ 1/ 2с = . 

Comparing the results of the numerical characteristics 

λ,  сλτ  for the distributions E2 and 2E−  you can see the 
difference between them, obtained as a result of the shift 
of the distribution laws by value 0 0t > . The coefficient of 

variation λ с  for the distribution 2E−  decreases with a shift 
( )01 2λ /t+  in times compared to the coefficient λс  for the 
distribution E2. 

For the service time according to the law 2E− , we 
obtain similar expressions for determining μ  and cμ : 

 
μ 0τ =2/μ t+ . (12)

02 / (2 )c tμ = +μ . (13)
 

By setting the values obtained above as input 
parameters λ μ λ μτ , τ  , ,с с  for calculating the 2 2E / E /1− −  
system, as well as the shift parameter 0t  according to 
expressions (10) – (13), you can calculate the average 
waiting time using the calculation formula (7). In this 
case, the ranges of variation of the variation coefficients 

( ) 0, 1/ 2сλ ∈  and ( )μ  0,1 / 2с ∈ , are determined by 

relations (11) and (13), respectively, depending on the 
magnitude of the shift parameter 0 0t > . 

Considering that the average waiting time in the 
G/G/1 system is related to the coefficients of variation of 
the time between the arrivals of customers and the service 
time by a quadratic dependence, in a system with delay 
the waiting time will be shorter than in a conventional 
system, which is illustrated in the next section. 

4 EXPERIMENTS 
Below in Table 3 shows the calculation data for the 

2 2E / E /1− −  system for cases of low, medium and high 
load 0.1; 0.5; 0.9ρ = . For comparison, the right column 
shows data for a conventional E2/E2/1 system. The load 
factor in this case is determined by the ratio of the 
average intervals /μ λρ = τ τ . 

The calculations used the normalized service time 
1μτ = . 

Table 3 – Results of experiments for QS 2 2E / E /1− −  and 
E2/E2/1 

Input parameters Average delay 

ρ  cλ  cμ  t0 
For QS 
2 2E / E / 1− −  

For QS 
E2/E2/1 

0.643 0.071 0.9 0.000 
0.672 0.354 0.5 0.002 
0.700 0.636 0.1 0.013 0.1 

0.706 0.700 0.01 0.016 

0.017 

0.389 0.071 0.9 0.001 
0.530 0.354 0.5 0.081 
0.672 0.636 0.1 0.309 0.5 

0.704 0.700 0.01 0.382 

0.390 

0.134 0.071 0.9 0.034 
0.389 0.354 0.5 1.057 
0.643 0.636 0.1 3.519 0.9 

0.701 0.700 0.01 4.271 

4.359 

 

Despite the large differences between the usual and 
normalized Erlang distributions shown in Tables 1 and 2, 
as well as the difference between the Laplace transforms 
of the waiting time density function, the data in Table 3 
completely coincide with the corresponding data for the 
QS with normalized Erlang distributions E2/E2/1 [2]. 
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This phenomenon, now after conducting 
computational experiments, can be explained by the 
following facts: first, the ordinary and normalized Erlang 
distributions have the same coefficients of variation, and 

secondly, the input parameter 2
2

μ

λ

τ λ λ
ρ = = =

τ μ μ
 for the 

ordinary Erlang distribution completely coincides with for 
the normalized Erlang distribution. 

5 RESULTS 
In this work, spectral expansions of the solution to the 

Lindley integral equation for the ordinary system and the 
system with delay are obtained, with the help of which a 
calculation formula for the average waiting time in the 
queue for the system E2/E2/1 in closed form is derived. 

This calculation formula is also valid for a system 
with a time delay 2 2E / E /1− − , considering changes in the 
numerical characteristics of its shifted distributions. The 
average waiting time in a system with delay, as expected, 
is many times less than in a conventional system, and as 
the value of the shift parameter decreases, it approaches 
the average waiting time in a conventional system. 

The calculation data in Table 3 are in good agreement 
with the results of the method of two-moment 
approximation of the processes of arrival and departure of 
claims [7]. 

6 DISCUSSION 
The results of Table 3 confirm the complete adequacy 

of the constructed mathematical models for the average 
delay of requests in the queue for a conventional E2/E2/1 
system and a system with delay. Table data 3 fully 
confirm the above assumptions about the average waiting 
time in a system with delay. 

In addition, with a decrease in the shift parameter t0, 
the average queue delay in a system with delay tends to 
the value of this time in a conventional system, which 
additionally confirms the adequacy of the constructed 
mathematical models for both systems under 
consideration. 

The range of variation of the parameters of the system 
is wider than that of the conventional E2/E2/1 system, 
therefore, these systems can be successfully applied in the 
modern theory of teletraffic. The results of the performed 
experiments confirm the expansion of the ranges of 
variation of the parameters for the system with delay for 
cλ  and cμ  from 0 to 1/ 2 . 

Thus, the introduction of distributions shifted to the 
right from the zero point expands the range of variation of 
the coefficients of variation of the arrival intervals and 
service time, thereby expanding the scope of these QSs. 

Using the proposed approach, in addition to the 
average waiting time, it is possible to determine the 
variance and moments of higher orders of the waiting 
time. 

 
 

CONCLUSIONS 
In this work, the problem of deriving a formula for the 

average delay of requests in the queue for the considered 
systems is solved. 

The scientific novelty of the results is that for the first 
time the spectral decomposition of the solution of the 
Lindley integral equation for the considered systems was 
obtained which are used to derive expression for the 
average waiting time in the queue for this system in 
closed form. 

These expressions complement and expands the well-
known incomplete formula for the average waiting time in 
the G/G/1 systems with arbitrary laws of input flow 
distribution and service time. 

The practical significance of the work lies in the fact 
that the obtained results can be successfully applied in the 
modern theory of teletraffic, where the delays of 
incoming traffic packets play a primary role. For this, it is 
necessary to know the numerical characteristics of the 
incoming traffic intervals and the service time at the level 
of the first two moments, which does not cause 
difficulties when using modern traffic analyzers [10]. 

Prospects for further research are seen in the 
continuation of the study of systems of type G/G/1 with 
other common input distributions and in expanding and 
supplementing the formulas for average waiting time. 
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МОДЕЛІ ЗАТРИМКИ НА БАЗІ СИСТЕМ З ЗВИЧАЙНИМИ ТА З ЗСУНУТИМИ ГІПЕРЕКСПОНЕНТНИМ ТА 
ГІПЕРЕРЛАНГІВСЬКИМ ВХІДНИМИ РОЗПОДІЛАМИ 

Актуальність. Для моделювання різних систем передачі даних затребувані системи масового обслуговування G/G/1, це 
особливо актуально в зв’язку з тим, що для них не існує рішення в кінцевому вигляді в загальному випадку. Розглянуто 
задачу виведення рішення для середньої затримки в черзі у замкнутій формі для двох систем зі звичайними і з зсунутими 
ерлангівськимі вхідними розподілами. 

Мета роботи. Отримання рішення для основної характеристики системи – середньої затримки вимог в черзі для двох 
систем масового обслуговування типу G/G/1 зі звичайними і з зсунутими ерлангівськими вхідними розподілами. 

Метод. Для вирішення поставленого завдання був використаний класичний метод спектрального розкладання розв’язку 
інтегрального рівняння Ліндлі. Цей метод дозволяє отримати рішення для середньої затримки для розглянутих систем у 
замкнутій формі. Для практичного застосування отриманих результатів використаний відомий метод моментів теорії 
ймовірностей. 

Результати. Вперше отримано спектральні розкладання розв’язку інтегрального рівняння Ліндлі для двох систем, за 
допомогою яких виведені розрахункові формули для середньої затримки в черзі в замкнутій формі. 

Висновки. Різниця між звичайним і нормованим розподілом полягає в тому, що у нормованого розподілу математичне 
сподівання не залежить від порядку розподілу k, отже, нормоване і звичайне розподілу Ерланга відрізняються числовими 
характеристиками. Введення параметра зсуву в часі в закони розподілу вхідного потоку і часу обслуговування для 
розглянутих систем, перетворює їх в системи запізненням з меншим часом очікування. Це пов’язано з тим, що операція 
зсуву в часі зменшує величину коефіцієнтів варіацій інтервалів між надходженнями вимог і їх часу обслуговування, а як 
відомо з теорії масового обслуговування, середній час очікування вимог пов’язано з цими коефіцієнтами варіацій 
квадратичною залежністю. Якщо система з ерлангівськими вхідними розподілами другого порядку працює тільки при 
одному точковому значенні коефіцієнтів варіацій інтервалів між надходженнями вимог і їх часу обслуговування, то ця ж 
система з зсунутими розподілами дозволяє оперувати з інтервальними значеннями коефіцієнтів варіацій, що розширює 
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сферу застосування цих систем. Такий підхід дозволяє розрахувати середньої затримки для зазначених систем в 
математичних пакетах для широкого діапазону зміни параметрів трафіку.  

Крім середнього часу очікування, такий підхід дає можливість також визначити моменти вищих порядків часу 
очікування. З огляду на той факт, що варіація затримки пакетів (джиттер) в телекомунікації визначається як дисперсія 
затримки від його середнього значення, то джиттер можна буде визначити через дисперсію затримки.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: звичайний і нормований закони розподілу Ерланга, інтегральне рівняння Ліндлі, метод 
спектрального розкладання, перетворення Лапласа. 
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СРАВНЕНИЕ ДВУХ ФОРМ ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭРЛАНГА В ТЕОРИИ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ 
 
Тарасов В. Н. – д-р техн. наук, профессор, заведующий кафедрой программного обеспечения и управления в 

технических системах Поволжского государственного университета телекоммуникаций и информатики, РФ. 
 

АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Для моделирования различных систем передачи данных востребованы системы массового 

обслуживания G/G/1, это особо актуально в связи с тем, что для них не существует решения в конечном виде в общем 
случае. Рассмотрена задача вывода решения для среднего времени ожидания в очереди в замкнутой форме для обычных 
систем с эрланговскими входными распределениями второго порядка и для этих же систем со сдвинутыми вправо 
распределениями.  

Цель работы. Получение решения для основной характеристики системы – среднего времени ожидания требований в 
очереди для двух систем массового обслуживания типа G/G/1 с обычными и со сдвинутыми эрланговскими входными 
распределениями. 

Метод. Для решения поставленной задачи использован метод спектрального разложения решения интегрального 
уравнения Линдли, который позволяет получить решение для среднего времени ожидания для рассматриваемых систем в 
замкнутой форме. Для практического применения полученных результатов использован известный метод моментов теории 
вероятностей. 

Результаты. Впервые получены спектральные разложения решения интегрального уравнения Линдли для систем с 
обычными и сдвинутыми распределениями Эрланга, с помощью которых выведены расчетные формулы для среднего 
времени ожидания в очереди для вышеуказанных систем в замкнутой форме.  

Выводы. Разница между обычным и нормированным распределением заключается в том, что у нормированного 
распределения математическое ожидание не зависит от порядка распределения, следовательно, нормированное и обычное 
распределения Эрланга отличаются числовыми характеристиками. Введение параметра сдвига во времени в законы 
распределения входного потока и времени обслуживания для рассматриваемых систем, преобразует их в системы 
запаздыванием с меньшим временем ожидания. Это связано с тем, что операция сдвига во времени уменьшает величину 
коэффициентов вариаций интервалов между поступлениями требований и их времени обслуживания, а как известно из 
теории массового обслуживания, среднее время ожидания требований связано с этими коэффициентами вариаций 
квадратичной зависимостью. Если система с эрланговскими входными распределениями второго порядка работает только 
при одном точечном значении коэффициентов вариаций интервалов между поступлениями требований и их времени 
обслуживания, то эта же система со сдвинутыми распределениями позволяет оперировать с интервальными значениями 
коэффициентов вариаций, что расширяет область применения этих систем. Такой подход позволяет рассчитать среднее 
время ожидания для указанных систем в математических пакетах для широкого диапазона изменения параметров трафика.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: обычный и нормированный эрланговский законы распределения, интегральное уравнение 
Линдли, метод спектрального разложения, преобразование Лапласа. 
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ABSTRACT 
Context. Piecewise linear approximation of curves has a large number of applications in computer algorithms, as the reconstruc-

tion of objects of complex shapes on monitors, CNC machines and 3D printers. In many cases, it is required to have the smallest 
number of segments for a given accuracy. 

Objective. The objective of this paper is to improve the method of asymptotically optimal piecewise linear interpolation of plane 
parametric curves. This improvement is based to research influence of the method parameters and algorithms to distributions of ap-
proximation errors. 

Method. An asymptotically optimal method of curves interpolation is satisfied to the condition of minimum number of approxi-
mation units. Algorithms for obtaining the values of the sequence of approximation nodes are suggested. This algorithm is based on 
numerical integration of the nodes regulator function with linear and spline interpolation of its values. The method of estimating the 
results of the curve approximation based on statistical processing of line segments sequence of relative errors is substantiated. Model-
ing of real curves approximation is carried out and influence of the sampling degree of integral function – the nodes regulator on 
distribution parameters of errors is studied. The influence is depending on a method of integral function interpolation. 

Results. Research allows to define necessary the number of discretization nodes of the integral function in practical applications. 
There have been established that with enough sampling points the variance of the error’s distribution stabilizes and further increasing 
this number does not significantly increase the accuracy of the curve approximation. In the case of spline interpolation of the integral 
function, the values of the distribution parameters stabilized much faster, which allows to reduce the number of initial sampling 
nodes by 5–6 times having similar accuracy. 

Conclusions. Modelling of convex planar parametric curves reconstruction by an asymptotically optimal linear interpolation al-
gorithm showed acceptable results without exceeding the maximum errors limit in cases of a sufficient discretization of the integral 
function. The prospect of further research is to reduce the computational complexity when calculating the values of the integral dis-
tribution function by numerical methods, and to use discrete analogues of derivatives in the expression of this function. 

KEYWORDS: interpolation, polyline segment, linear rational B-spline, equidistant, integration, parametric curve, approxima-
tion error, variance. 

 
ABBREVIATIONS 

3D is a three-dimensional form; 
LRBS is a linear rational B-spline; 
CNC is a computer numerical control. 
 

NOMENCLATURE 
ε is an admissible interpolation error bound, which 

corresponds to the Hausdorff distance between the curve 
and the polyline; 

[a] is an integer part of a; 
dj is a Hausdorff distance between the curve and the j-

th segment of the polyline; 
h is a sampling step; 
i, j are indexes; 
lj is a segment of the interpolant polyline; 
m is a number of polyline segments; 
N is a number of points for initial sampling of the 

integral function – the nodes regulator; 
p is a vector-valued function of parameter (independ-

ent variable) t; 
P is a point on the curve; 
t is a parameter (independent variable) varies over the 

interval [0, T]; 
s is a reparameterization parameter that determines the 

asymptotically optimal sampling of the curve; 

wi are weights of the linear rational B-spline; 
x, y are Cartesian coordinates; 

max
γ ε

j
j

d
=  is a relative interpolation error for j-th 

segment of the polyline; 
Δ is an interpolation error of the integral function; 

, 1λi i+ is a value between 0 and 1, which determines 

the value of the curve parameter 1
2it +  within the LRB-

spline interpolation interval; 
σ is a standard deviation for the sample; 
θ is a sample mean; 
Γ is a plane curve; 
Δ is a range of error values for the polyline segments 

sequence; 
Φ(t) is a nodes distribution function; 
Ψ(t) is an integral of the distribution function which 

define asymptotically optimal sampling of interpolation 
nodes. 

 
INTRODUCTION 

A wide range of applications requires a transition from 
“curvilinear” representation of objects to their description 
in the form of polygons or segments of poylines. These 
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are rendering, tessellation, finding the intersections of 
curves and surfaces. Most CNC machines and 3D printers 
also support only a limited set of interpolation commands, 
the most common of which are linear, circular, and heli-
cal. 

Therefore, the reconstruction of continuous geometric 
objects, such as curves and surfaces, using computers, 
CNC machines or printers requires sampling: representa-
tion as a finite set of points (nodes). This set is then con-
verted to pixels or connected by simpler lines (usually 
straight lines). Of course, there is a problem of optimizing 
the nodes number and their location along the curve or 
surface being reconstructed. 

Thus, the development of effective algorithms for re-
constructing curves by polylines, considering the accu-
racy of approximation and optimization of segments num-
ber is an actual scientific problem. 

The object of study is polylines that reconstruct the 
given convex plane curves and are formed from the nodes 
that are on these curves. 

The subject of study is the asymptotically optimal 
piecewise linear interpolation of convex plane curves that 
ensuring a required approximation error bound. 

The aim of the work is to improve the method of as-
ymptotically optimal piecewise – linear interpolation of 
convex plane parametric curves based on research of in-
fluence of parameters and algorithms of this method on 
approximation errors distributions for real curves. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Let a reconstructing curve is represented in the vec-
tor – valued parametric form as a single arc: 

 
( )( ) ( ), ( )t x x t y y t= = =p p ,  (1) 

 
or a piecewise parametric form, for example the spline 
form: 

 

1
( ) ( )

k
j j

j
S t a B t

=
= ∑ .  (2) 

 
In this case, the problem of linear interpolation of the 

curve can be considered as obtaining a sequence of values 
of the parameter t, which determine the polyline nodes, 
and provides the required accuracy of reproduction. 

Asymptotically optimal in the Hausdorff metric [1] is 
the polyline interpolation of a plane curve, based on the 
following choice of nodes: 

1) The number of polyline segments can be deter-
mined according to the formula: 

 

0

1 ( ) 1
8ε

T
m t dt

⎡ ⎤
= Φ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ,  (3) 

 
where the distribution function has following form: 
 

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

x t y t x t y t
t

x t y t

′′ ′ ′ ′′−
Φ =

′ ′+
. (4) 

 
1) The j-th value of the parameter – tj, which define 

the interpolation node for the curve without the inflection 
points (for [ ]( ) 0, 0,t t TΦ ≠ ∈ ), is obtained from the equa-
tion: 

 

0 0
( ) ( ) , ( 0,1, , )

jt Tjt dt t dt j m
m

Φ = Φ =∫ ∫ … . (5) 

 

Since the right-hand side of the equation (5) is a 
monotonic increasing discrete sequence, in the limiting 
case this sequence can be considered as a variable s, and 
expression (5) as an equation of reparameterization. 

Let define  

0
( ) ( )

t
t u duΨ = Φ∫ ,   (6) 

 
the dependence between the parameters will take the form 
 

1( )t s−= Ψ ,   (7) 
 

where Ψ–1 is the inverse function of Ψ.  
It is possible to obtain the single value of t only when 

Ψ is a monotone increasing function. In addition, most 
often the integral of the right-hand side of (6) has no finite 
expression. This leads to sample the values of the integral 
function based on the numerical integration of the right-
hand side (6). 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Numerous studies are related to the development of 
algorithms for piecewise linear reconstruction of curves. 
These studies include the papers focused on interpolation 
of curves when the polyline nodes are on the original 
curve, and studies on the approximation of curves, which 
will mean the location of these nodes and the polyline 
itself within the “tolerance”, which is determined by the 
accuracy of reproduction. 

Non-uniform interpolation that adapts to the shape of 
the curve was considered in [2]. Usually the following 
procedure is performed: the original ordered set of curve 
points obtained by the initial uniform sampling is taken; 
the original set is divided into intervals; for each interval, 
the internal nodes are checked according to the criteria of 
local flatness; depending on the result of the check inter-
val is divided into two parts and followed by recursive 
check, or the end points of the interval are stored in a sep-
arate list of nodes that meet the flatness criterion. 

The sampling of curve points based on reparameteri-
zation depending on the curvature and mixed parameteri-
zation of the arc length and curvature with equal weights 
was considered in [3]. A similar approach to the sampling 
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is considered in [4], where the mixed criteria was taken as 
the length of the arc and the bending energy of the curve 
(which depends on the square of the curvature). These 
methods [3, 4] require numerical integration and solving 
the system of nonlinear equations. 

A review and analysis of real time linear interpolators 
for parametric curves applied to use in of CNC systems is 
given in [5]. The use of a conical cutting tool for CNC 
machining of free – form surfaces is also required piece-
wise linear representation of curves – [6]. The reconstruc-
tion of the curve by polygon segments in relation to the 
printing of models on 3D printers was considered in [7]. 

The issue of reconstruction of a plane curve by a dis-
crete set of points with noise was considered in [8]. The 
approach to solving the problem is based on the least 
squares method and minimization of the function, which 
contains a given set of points and angular coefficients of 
the polyline segments, using the linear programming 
methods. 

In [9], the method of particle swarm optimization was 
used to construct a piecewise linear approximation of 
parametric curves. 

The question of the best piecewise – linear approxima-
tion to the plane curve without inflection points y = f (x) 
with polyline nodes that do not lie on the curve, and ex-
amples of such approximation were considered in [10]. 
Optimal piecewise linear approximation of a function 
using GPU – based calculations applied to image segmen-
tation problems was substantiated in [11]. In this work, 
error estimates when approximating a curve y = f (x) by 
interpolation and approximation algorithms are proposed, 
the question of the optimal curve partitioning for a given 
number of nodes is considered. 

A numerical method to analyze and model planar 
shapes via polygonal curve evolutions is studied in [12, 
13]. Consider a smooth curve each point of which moves 
in the normal direction with speed equal to a function of 
the curvature and curvature derivatives at the point. Cho-
sen the speed function properly, the evolving curve con-
verges to a desired shape. 

Some theoretical results concerning estimate of the 
Hausdorff distance between the curve and the polyline 
based on the Sobolev space were considered in [14]. 

Algorithms for adaptive polyline interpolation of an 
ordered discrete set of points, allow to dilute the original 
set and obtain a polyline with fewer nodes. An overview 
of these methods is given in [15]. 

General algorithms for asymptotic optimal interpola-
tion and approximation of curves by technological lines 
(including polylines) were considered in [1]. The charac-
teristic of this approach is that it gives a polyline with the 
least number of nodes. Analyzing these studies, it is pos-
sible to identify unresolved issues, namely: substantiation 
of the number of points of preliminary sampling curve, 
choice of numerical integration method when calculating 
values of nodes regulator function, methods of its interpo-
lation, etc. 

 
 

3 MATERIALS AND METHODS 
The approach to obtaining the nodes of the asymptoti-

cally optimal partition of the curve is to interpolate the 
values of the integral distribution function. The following 
algorithm can be proposed for this purpose. 

Let’s define a step of a uniform sampling 
Th
N

=  and 

then receive a set of curve points  
 

P , ( 0,1, , )i
i i N
N

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

p … ,   (8) 

 
corresponding to a discrete sequence of curve parameter 

values 1 20, , , ,t
N it T

N N
⎧ ⎫Δ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

… . 

To obtain the values of the nodes sequence 

{ }, ( 0,1, , )t
m j mt j m∗Δ = = …  for the asymptotically opti-

mal partition of the curve by one of the known numerical 
integration methods we obtain a sequence of values of si = 
Ψ (ti), , ( 0,1, , )t

i Nt i N∈Δ = …  function (6) at the nodes of 

the initial uniform grid t
NΔ . And, further, interpolate the-

se values between the nodes, we find the value of the in-
verse function tj = Ψ–1 (sj) with a uniform already, accord-
ing to the right part (5), the distribution of sj values from 0 
to sN = Ψ (tN). 

The number of polyline segments, according to (3), 
will take the form 

 

1
8ε
Ns

m ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

.  (9) 

 
The s-values for uniform grid spacing 

{ }, 0, 1, ,s
m js j mΔ = …  is calculated by the expression 

 
N

j
j s

s
m

= .  (10) 

 
Let define the values of the curve parameter  jt∗ , 

which form the asymptotically – optimal sequence of 
polyline nodes. The simplest approach is to construct a 
linear interpolation of the function s = Ψ (t) by the initial 
uniform grid values of t – t

NΔ . Finding the intersection of 
the grid lines s = sj  and the graphics of Ψ(t) constructed 
on the grid t

NΔ , we obtain the corresponding values of 
the sequence from the following expression of the inverse 
dependence. 

 

( )
( ) 1

1
. ( , )

j i t
j i i j i i N

i i

T s s
t t s s s t

N s s
∗

+
+

−
= + ≤ ≤ ∈Δ

−
.   (11) 
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An alternative approach that can be proposed is inter-
polation of integral function Ψ (t) by a linear rational B-
spline. The principles of this approach were considered in 
[16, 17]. This method provides C1 continuity at the inter-
polation nodes. In the proposed method each interpolation 
interval [ti, ti+1] corresponds to the LRBS curve with an 
open two-interval knot vector – [ti, ti, ti+1/2, ti+1, ti+1], 
where ti+1/2 – some internal parameter value within the 
interval. The value ti+1/2 can be determined by a coeffi-
cient λi, i+1 (0 ≤ λ ≤1), then we define 

 
1 , 1 , 1 1

2
(1 λ ) λi i i i i iit t t+ + ++ = − + . 

 
The monotonic increasing linear rational functions 

that interpolate the function between the values si = Ψ (ti) 
and si+1 = Ψ (ti+1) at the ends of the interval will take the 
form: 

 
– 1

2
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1 1 1

2 2 2
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(12) 
– 1 1

2
for iit t t ++ ≤ < : 

 
1 1 1 1 1 1
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1 , 12 1 1 1 1
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( ) ( )

( ) ( )

i i ii i i
i i

i ii i

w s t t w s t t
s

w t t w t t
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+ ++ +

− + −
=

− + −
. 

 
Having the values of the interpolated function and its 

derivatives ( 1,i is s +′ ′ ) at the ends of the interval, the coef-
ficients of the LRB – spline are defined according to the 
following steps: 

– the value of one of the weights according to [16] can 
be taken arbitrarily – it will be a scale factor for other 
weights, we are free to choose any positive value for the 
first weight iw ; 

– then the last weight is obtained from the expression 
[16]: 

1
1

i
i i

i

s
w w

s+
+

′
=

′
;  (13) 

 
– the value of λi, i+1 can be obtained according to [17] 

as following: 
 

1
21

1
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– the value of the si+1/2 at the internal point, will have 
meet the conditions of smoothness [16]: 

 

, 1 , 1 1 1
1

2 , 1 , 1 1
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i i i i i i i i
i

i i i i i i
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– the expression for the internal weight has the form: 
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1 , 1 1 1 , 1
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Solving the equations (12) with respect to t, we obtain: 
 
– 1

2
for i j is s s +≤ ≤ : 
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– 1 1

2
for j iis s s ++ ≤ ≤ : 

 
1 1 1 1 1 1
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To estimate the modelling results and compare with 

the maximum approximation error bound, the equidistant 
method to the curve [1] can be used. The essence of this 
method is to construct internal and external equidistant to 
the reproducible curve. The method is to show con-
structed polyline together with the inner and outer equi-
distant to the curve. 

The equidistant method provides the possibility of 
visual control over the behavior of the polyline relative to 
the limits of ε – permissible “tube” for the original curve. 
However, the significant disadvantages of this approach 
are the impossibility of quantitative estimation of the ap-
proximation error bounds, the difficulty of visual control 
for small errors and for a large number of polyline seg-
ments. 

To eliminate the disadvantages of the equidistant 
method, we consider the possibility of evaluation based 
on quantitative characteristics of the quality of curve re-
construction. It is natural to choose as such a characteris-
tic the maximum distance dj

max between the polyline seg-

ment lj and the corresponding curve arc
*

*
1

j

j

t
t −

Γ  and to com-

pare it with the given approximation error bound. Having 
calculated these distances for the entire polyline, we ob-

tained a sequence of error values { }max
,j md , ( j=1,…, m) 

where max
jd =  

*

*
1

max ( , )j

j

t
jt

d l
−

⎧ ⎫
= Γ⎨ ⎬

⎩ ⎭
. This sequence can 

be represented graphically as a bar chart, where the hori-
zontal axis represents the number of polyline segment, 
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and the vertical axis – the corresponding distance dj
max 

from the curve to the polyline. To simplify the compari-
son with the error limit and to be able to analyze the re-
sults obtained at different values of accuracy, we intro-
duce the concept of relative error of the segment – γj, for 
which we take the ratio of the maximum distance of the 
polyline segment to the approximation error bound –  
γj = dj

max / ε. This means that the values of the relative 
error in the range from 0 to 1 satisfy the specified accu-
racy of the approximation, and values greater than one are 
beyond the error bound. 

In the case of an interpolation polyline, the start and 
end points of its arbitrary segment lie on the curve and are 
defined by the values of the curve parameter t*

j–1 and t*
j. 

Thus, the arc of the curve interpolated by the current 
segment is determined by the interval of the curve pa-
rameter – (t*

j–1, t*
j). 

Therefore, the distance between the j-th segment of 
the interpolation polyline and the point M (xM(t), yM(t)) on 
the curve, is determined by the equation 

 

2 2
( ) j M j M j

j
j j

A x B y C
d t

A B

+ +
=

+
,  (18) 

 

where 1 1 1 1, ,j j j j j j j j j j jA y y B x x C y x x y− − − −= − = − = − . 
To obtain the local extrema of function (18), we dif-

ferentiate its right-hand side by t and, equaling it to zero, 
we have 

 

( ) ( ) 0j jA x t B y t′ ′+ = .  (19) 
 

Having obtained the roots of this equation, which is 
within the arc range of values, we choose the maximum 
from them – dj

max. 
If the curve is composed of several elementary curve 

arcs, the nodal points of the interpolation polyline may 
belong to different components of the curves. This means 
that the distance between the curve and the polyline must 
be obtained among all the arcs of the curve that are within 
the interpolation interval of a segment. For example, in 
the case of B – spline based on an open knot vector  
T (ti ϵ [0, T]) we find the following values of the knot 
vector ti ≥ tj (for ti–1 < tj) and ti–k ≥ tj–1 (for ti–k–1 <tj–1), 
which correspond to the j-th segment of the polyline. For 
each spline arc within the interval (ti, ti–k–1) we find the 

distances according to the above algorithm – { }max
kd . 

And, then choose the maximum of them – 

{ }max maxmaxj kd d= .  

 
4 EXPERIMENTS 

Experiments for reconstruction of curves by an as-
ymptotically optimal interpolation algorithm aimed to 
investigate the influence of algorithm parameters and 
methods on the quality of reconstruction results. Such 
influencing factors include: the number of the initial uni-
form sampling nodes for the integral function – N, the 

error in calculating the values of the function Ψ – δΨ, the 
interpolation method of this function. 

Two plane convex curve (closed and open) were cho-
sen to the reproduction modelling. The first (Fig. 1) is a 
Bezier curve of the sixth order with the coordinates of the 
control polygon (0.0; 0.0), (0.55; 6.9), (11.8; 9.2), (16.5; 
6.25), (22.0; 3.2), 24.5; 0.0), (18.0; –1.0). The second 
(Fig. 2) is called the Pascal snail and has the following 
parameters: radius of the base circle – 2.5, offset – 14. 
Both curves do not contain inflection points. 

In this work, we will focus on the study of the influ-
ence on the results of reсconstruction the initial sampling 
of the function (6) – N at a constant integration error δΨ. 
The interpolation of the obtained values will be imple-
mented according to the linear algorithm – formula (11) 
and using LRB-spline – formula (17). This will allow to 
compare the results of the approximation and define the 
sufficient value of the parameter N. 

In [1], the following simple dependence was used to 
define the value of N 

 

1 1
ε

N ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
,    (20) 

 
which considers only the reсconstruction error bound and 
does not depend on the properties of the curve itself. In 
addition, this expression does not take in account how the 
values of the integral function are interpolated at the in-
tervals between the sampling nodes. For the further com-
parison, we give a set of approximation error bounds and 
the corresponding the number of sampling nodes, which 
are calculated by (20) and summarized in Table 1. 
 

 
Figure 1 – Bezier curve reсonstructed by polylines 

 
Figure 2 – Pascal’s snail reconstructed by polylines 
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Table 1 – The value of the number of sampling nodes obtained by the expression (23) 
Error bound – ε 0.0001 0.001 0.005 0.0075 0.01 0.025 0.05 0.1 

Number of nodes 
for the initial sam-

pling – N 
10001 1001 201 134 101 41 21 11 

 
For the linear method of interpolation, we take as a 

basis the estimate of the error and starting from it we will 
define the number of sampling points and fixe it impact 
on the distribution of reconstruction errors. According to 
[17], the estimate of the maximum error of linear interpo-
lation on a segment [ti–1, ti] has the form 

 

[ ]1

2,2
1

,
δ max ( ) ( )

8i i

i
i

t t

M
f t L t h

−

= − ≤ , (21) 

 
where 

[ ]1
2,

,
max ( )
i i

i
t t

M f t
−

′′= . 

Given that we have a constant sampling step Th
N

=  

and extending the estimate to all intervals 
2 max ( )

T
M f t′′= we find 

 

2
8δ
M

N T≥ .   (22) 

 
For certainty, we define 
 

2 1
8δ
M

N T
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
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.  (23) 

 
As follows from (23), linear interpolation has the con-

vergence order O (h2), and the error bound of linear ra-
tional interpolation was estimated in [18] as O (h3), i.e., as 
a case of quadratic interpolation. The estimate of quad-
ratic interpolation has the form 

 

[ ]1

3

2 3,
,

3δ max ( ) ( )
27i i

i i
t t

hf t L t M
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where 

[ ]1
3,

,
max ( )
i i

i
t t

M f t
−

′′′= . 

Based on this estimate, by analogy with linear interpo-
lation, we will have 

 
6

333 1
3 δ

MTN
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
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.  (25) 

 
We begin the choosing of the δ value with the estimate 

δ = ε, and further, we will reduce this value by division on 
2k (for linear interpolation case) and 3k (for LRBS case). 
For calculating the values of the integral function Ψi, we 

use Clenshaw-Curtis quadrature with a constant value of 
the integration error δΨ = 0.5 10–10. To explain the recon-
struction results, we will compare the bar charts of error 
distributions at different values of δ, shown on the same 
scale factor – Fig. 3–6. 

For the analysis of modeling data, it is more conven-
ient to present results in the form of statistical characteris-
tics of errors distributions obtained for sequences of poly-
lines segments. These characteristics are:  
maximum and minimum values of the errors sequence – 
γmax, γmin, mean – θ , median, the range of errors for the 
sequence of segments – Δ, standard deviation – σ. The 
characteristics are presented in tables that correspond to 
the approximations of the curve having a given error 
bound and the same number of polyline segments. The 
results are obtained for different number of the integral 
function sampling nodes. 

 
5 RESULTS 

Tables 2–5 show the values of the error distribution 
characteristics for the curves (Fig. 1, 2) using a linear 
interpolation of the integral function (6) by expressions 
(11). From the presented results it follows that at values δ 
= ε /64 ... ε /256 the segments errors are stabilized being 
within the range of admissible values close to its upper 
limit – 0.9… 0.98. The comparison of the sample vari-
ances for the cases ε /128, ε /256 and ε2 according to the 
Cochren test with a confidence level of 0.95 did not show 
statistical significance. Therefore, a further increasing the 
number of sampling nodes did not have a significant ef-
fect on the approximation results. 

Further, we will consider the effect of the integral 
function interpolation by LRB-spline and compare them 
with the results already obtained by linear interpolation.  

In LRBS case, we will start to change the δ-value in 
(25) from the estimate δ = 3ε. Tables 6–9 show the results 
for the interpolation of the integral function by a linear 
rational B-spline under similar conditions to the linear 
method. The relative approximation error according to 
these tables was stabilized at values of  
δ = ε /81 ... ε /243 at values close to those observed with 
the linear method. Comparison of sample variances by the 
Cochren’s test starting from δ = ε /9… ε /27 did not show 
statistical significance. If we also compare the results of 
the corresponding tables for the linear and LRBS interpo-
lation of the integral function, it becomes clear that to 
achieve the same results of approximation by the spline 
method required 5–6 times fewer sampling nodes than by 
the linear method. 
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Table 2 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 1 and ε = 0.001 
(number of polyline segments m = 122) 

The interpolation error of the integral function, δ Statistical char-
acteristic 

ε ε/2 ε/4 ε/8 ε/16 ε/32 ε/64 ε/128 ε/256 ε2 

γmax 0.989389 0.98049 0.974665 0.972353 0.972083 0.971481 0.971236 0.971281 0.97122 0.9712 
γmin 0.953614 0.961996 0.967626 0.969393 0.969849 0.970404 0.970604 0.97069 0.970703 0.970723 
Δ 0.035775 0.018494 0.007039 0.002959 0,002234 0.001077 0.000632 0.000591 0,000516 0.00047 

θ  0.970928 0.970915 0.970912 0.970915 0,970911 0.970911 0.970911 0.970909 0.970912 0.97091 
 0.970446 0.970743 0.97083 0.970909 0.970871 0.970897 0.9709 0.970899 0.970911 0.97091 
σ 0.007305 0.00322 0.001057 0.000627 0.000401 0.000196 0.000141 0.000108 0.000101 9.72 10–5 
N 73 102 144 203 287 405 572 808 1143 2257 
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Figure 3 – Errors distributions for the reconstruction of the 

curve – Fig. 1 (given error bound ε = 0.001 and δ=ε) 
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Figure 4 – Errors distributions for the reconstruction of the 

curve – Fig. 1 (given error bound ε = 0.001 and δ=ε/64) 
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Figure 5 – Errors distributions for the reconstruction of the 

curve – Fig. 2 (given error bound ε = 0.01 and δ=ε) 
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Figure 6 – Errors distributions for the reconstruction of 

the curve – Fig. 2 (given error bound ε = 0.01 and δ=ε/64) 

 
 

Table 3 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 1 and ε = 0.01 
(number of polyline segments m = 40) 

The interpolation error of the integral function, δ Statistical charac-
teristic ε ε/2 ε/4 ε/8 ε/16 ε/32 ε/64 ε/128 ε/256 ε2 

γmax 0.957806 0.934061 0.914664 0.908149 0.90704 0.905889 0.905787 0.905455 0.905296 0.905335 
γmin 0.852996 0.876438 0.894885 0.897718 0.899909 0.901159 0.901194 0.901487 0.901521 0.901572 
Δ 0.10481 0.057623 0.019779 0.010431 0.00713 0.004729 0.004592 0.003968 0.003775 0.003763 

θ  0.903137 0.903025 0.902994 0.902989 0.902987 0.902986 0.902987 0.902987 0.902986 0.902986 
median 0.900533 0.900686 0.901924 0.902694 0.902683 0.902828 0.902873 0.902906 0.902914 0.902931 
σ 0.022944 0.011551 0.004583 0.002402 0.001687 0.00108 0.001008 0.000904 0.000875 0.000853 
N 24 33 47 65 92 129 182 257 362 639 
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Table 4 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 2 and ε = 0.001 
(number of polyline segments m = 286) 

The interpolation error of the integral function, δ Statistical 
characteristic ε ε/2 ε/4 ε/8 ε/16 ε/32 ε/64 ε/128 ε/256 ε2 

γmax 1.00654 0.99826 0.99214 0.98935 0.98913 0.98854 0.98828 0.98822 0.98821 0.98821 
γmin 0.9693 0.97773 0.98395 0.98678 0.98681 0.98743 0.98768 0.98769 0.98773 0.98774 
Δ 0.03724 0.02053 0.00819 0.00257 0,00232 0,00111 0.0006 0.00053 0.00048 0.00047 

θ  0.98798 0.987977 0.98797 0.987955 0.98797 0.987969 0.987963 0.987971 0.987967 0.987966 
median 0.98799 0.98798 0.987935 0.98798 0.98798 0.98796 0.98796 0.98796 0.98797 0.98797 
σ 0.006474 0.003764 0.001683 0.00052 0.00035 0.000216 0.000121 8.56 10–5 7.47 10–5 6.96 10–5 
N 87 122 172 243 343 484 684 966 1366 7627 

 
Table 5 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 2 and ε = 0.01 

(number of polyline segments m = 91) 
The interpolation error of the integral function, δ Найменування 

показника ε ε/2 ε/4 ε/8 ε/16 ε/32 ε/64 ε/128 ε/256 ε2 

γmax 1.031872 0.999084 0.988514 0.979086 0.978574 0.977092 0.976432 0.976231 0.975974 0.975947 
γmin 0.918589 0.953424 0.964541 0.971311 0,972784 0,974536 0.975064 0.975238 0.975292 0.975361 
Δ 0.113283 0.04566 0.023973 0.007775 0.00579 0.002556 0.001368 0.000993 0.000682 0.000586 

θ  0.975881 0.975812 0.975791 0.975784 0.975784 0.975783 0.975783 0.975783 0.975783 0.975783 
median 0.975494 0.975934 0.975165 0.976036 0.975893 0.97578 0.975793 0.975794 0.975787 0.975783 
σ 0.019654 0.010643 0.005374 0.001766 0.001046 0.00058 0.000264 0.000185 0.000101 9 10–5 
N 28 40 55 78 109 154 217 307 433 764 

 
Table 6 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 1 and ε = 0.001 

(number of polyline segments m = 122) 
The interpolation error of the integral function, δ Statistical 

characteristic 3ε ε ε/3 ε/9 ε/27 ε/81 ε/243 ε3 
γmax 0.973099 0.972094 0.971562 0.971373 0.9713 0.971228 0.971232 0.971195 
γmin 0.967027 0.969814 0.97064 0.970705 0.970726 0.970728 0.970705 0.970729 
Δ 0.006072 0.00228 0.000922 0.000667 0.000574 0.000501 0.000527 0.000466 

θ  0.97091 0.970914 0.970913 0.970914 0.970912 0.970914 0.970914 0,970911 

median 0.970872 0.970909 0.970898 0.970908 0.97091 0.970909 0.970909 0.970908 
σ 0.000701 0.000306 0.000148 0.000109 0.000102 0.0001 9.83E-05 9.52 10–5 
N 28 40 57 81 116 167 240 3817 

 
Table 7 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 1 and ε = 0.01 

(number of polyline segments m = 40) 
The interpolation error of the integral function, δ Statistical 

characteristic 3ε ε ε/3 ε/9 ε/27 ε/81 ε/243 ε3 
γmax 0.911873 0.908855 0.906987 0.90518 0.905401052 0.905290953 0.905338795 0.905324594 
γmin 0.898304 0.900459 0.901631 0.901539 0.901569423 0.901586084 0.901585175 0.901584787 
Δ 0.013569 0.008397 0.005356 0.003642 0.003831629 0.003704868 0.003753621 0.003739807 

θ  0.902988 0.902987 0.902986 0.902986 0.902986498 0.902986386 0.902986403 0.902986184 
median 0.902984 0.902739 0.902931 0.90293 0.902928449 0.902927493 0.902928085 0.90292768 
σ 0.002580 0.00162 0.001009 0.000847 0.00084955 0.000845842 0.000845356 0.000845317 
N 14 19 27 38 55 78 112 383 

 
Table 8 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 2 and ε = 0.001 

(number of polyline segments m = 286) 
The interpolation error of the integral function, δ Statistical 

characteristic 3ε ε ε/3 ε/9 ε/27 ε/81 ε/243 ε3 

γmax 0.9911 0.98927 0.98829 0.98823 0.98822 0.98823 0.98823 0.98823 
γmin 0.98623 0.98716 0.9876 0.98773 0.98772 0.98772 0.98772 0.98772 
Δ 0.00487 0.00211 0.00069 0.0005 0.0005 0.00051 0.00051 0.00051 

θ  0.98797011 0.987963007 0.98797035 0.98796374 0.987962657 0.98796965 0.987970105 0.987969231 
median 0.988075 0.98801 0.98799 0.98797 0.98797 0.98797 0.98797 0.98797 
σ 0.000535 0.000254 0.000113 8.0278 10–5 7.86862 10–5 7.74136 10–5 7.21426 10–5 6.92676 10–5 
N 28 40 57 82 118 169 243 3872 
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Table 9 – The results of the reconstruction for the curve – Fig. 2 and ε = 0.01 
(number of polyline segments m = 91) 

 
The interpolation error of the integral function, δ Statistical 

characteristic 3ε ε ε/3 ε/9 ε/27 ε/81 ε/243 ε3 
γmax 0.984439 0.980645 0.977005 0.976055 0.975935 0.975909 0.975911 0.975908 
γmin 0.968286 0.972696 0.973873 0.975333 0.975368 0.975312 0.975367 0.975367 
Δ 0.016153 0.007949 0.003132 0.000722 0.000567 0.000597 0.000544 0.000541 

θ  0,975784121 0.975783604 0.975782813 0.975783154 0.975783374 0.975782956 0.975783121 0.975782791 

median 0.976166 0.976035 0,975893 0.97582 0.975794 0.975785 0.975783 0.975781 

σ 0.002169927 0.001081117 0.00042438 0.000149687 9.17794 10–5 8.61524 10–5 8.52029 10–5 8.50578 10–5 
N 14 19 27 39 55 79 114 389 
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Figure 7 – Dependencies of sample variance on the ratio of the 

number of function sampling nodes N to the number of ap-
proximation polyline segments m for reconstructing the curve – 

Fig. 1 with tolerance ε=0.001 
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Figure 8 – Dependencies of sample variance on the ratio of the 

number of function sampling nodes N to the number of ap-
proximation polyline segments m for reconstructing the curve – 

Fig. 1with tolerance ε=0.01 
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Figure 9 – Dependencies of sample variance on the ratio of the 

number of function sampling nodes N to the number of ap-
proximation polyline segments m for reconstructing the curve – 

Fig. 2 with tolerance ε=0.001 
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Figure 10 – Dependencies of sample variance on the ratio of 
the number of function sampling nodes N to the number of 
approximation polyline segments m for reconstructing the 

curve – Fig. 2 with tolerance ε=0.01 

6 DISCUSSION 
In more detail to see the difference between the two 

interpolation methods of the integral function (linear and 
LRBS), we compare the dependence of σ2 on a number of 
sampling nodes. To reduce the effect of a given approxi-
mation error ε, we will determine the dependence on the 
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ratio of the number N of sampling points to the number of 
approximation segments m. On Fig. 7–10 we present 
these dependencies. It follows from these graphics that 
the rate of variance decreases when the nodes number 
ratio increasing was different for linear and for LRBS 
interpolations. This is confirmed by the fact that the ap-
proximation errors for LRBS interpolation were stabilized 
at the ratio up to 1 ÷ 2 N/m (for the linear method at the 
ratio 5 ÷ 7 N/m).  

Comparison of sampling node numbers for expres-
sions (20) and (24), (25) shows that formula (20) can give 
both increased and decreased number of sampling points 
relative to the stabilization values (see Tables 2–9). 

The experiments also showed the suitability of the 
models for the reconstruction of real parametric curves. 
The approximation error of polyline was stabilized at the 
level 90–98 percent of the error bound. This indicates that 
the asymptotically optimal algorithm pro-vides an error 
close to the upper limit of the error bound and the small-
est number of the polyline segments.  

 
CONCLUSIONS 

The simulation of the reconstruction of convex plane 
parametric curves by an asymptotically optimal linear 
interpolation algorithm showed quite acceptable results 
without exceeding the approximation error bound in cases 
of a sufficient number of integral function sampling 
nodes. 

The scientific novelty of obtained results is to identify 
the influence of increasing the number of the initial sam-
pling of the integral function – the regulator on the quality 
of curves reconstruction. The effect is to improve the 
characteristics of approximation error distribution for the 
polyline segments sequence, namely, to reduce the varia-
tion of the error series, which corresponds to the stabiliza-
tion of the error values around the mean value. Experi-
mentally, it was confirmed that the increase in the number 
of integral function sampling nodes is bounded by the 
values of stabilization, after which the differences be-
tween the variances are not statistically significant. For 
the first time in the asymptotically optimal algorithm, 
LRBS interpolation of the integral function was used, 
which allows to significantly reduce (by 5 ÷ 6 times) the 
number of sampling nodes and related calculations. 

The practical significance of the work is to clarify 
and refine the parameters of the asymptotically optimal 
interpolation algorithm, which affects the results of curve 
reconstruction. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Апроксимація кривих ламаними привертає увагу з метою її застосування до відтворення об’єктів склад-

ної форми на комп’ютері, верстатах з ЧПК та 3D принтерах. При цьому бажано мати найменшу кількість ланок ламаної, що 
замінює криву, зі збереженням необхідної точності відтворення. 

Мета. Вдосконалення методу асимптотично оптимальної кусково-лінійної інтерполяції плоских параметричних кривих 
на основі дослідження впливу його параметрів та алгоритмів на розподіли похибок апроксимації реальних кривих ліній. 

Метод. В роботі розглядається асимпточно-оптимальна інтерполяція плоских кривих, які задовольняють умові мініма-
льності кількості ланок апроксимації. Було запропоновано алгоритми отримання значень послідовності вузлів апроксимації 
на основі чисельного інтегрування функції – регулятора з подальшою лінійною та сплайновою інтерполяцією її значень. 
Обґрунтовано методику оцінки результатів моделювання апроксимації реальних кривих, що базується на статистичній об-
робці рядів відносних похибок ланок ламаної. Проведено моделювання апроксимації реальних кривих та досліджено вплив 
на показники розподілу похибок кількісної характеристики ступеню дискретизації інтегральної функції – регулятора вузлів 
в залежності від методу інтерполяції значень інтегральної функції. 

Результати. Проведені дослідження дозволили виявити вплив первісної дискретизації інтегральної функції – регулятора 
вузлів на якість відтворення кривих ламаними за асимптотично оптимальним алгоритмом та можливості визначення раціо-
нального ступеню дискретизації при практичних розрахунках для відтворення виробів складної форми. Встановлено, що 
при достатній кількості точок дискретизації дисперсія розподілу похибок апроксимації стабілізується і збільшення цієї кіль-
кості на порядок не значно підвищує точність відтворення кривої. При цьому сплайнова інтерполяція значень інтегральної 
функції давала значно більшу швидкість стабілізації значень параметрів розподілів, що дозволяє знизити кількість вузлів 
первісної дискретизації у 5–6 разів маючи аналогічні показники точності апроксимації. 

Висновки. Відтворення реальних плоских параметричних кривих опуклої форми ламаними за асимптотично-
оптимальним алгоритмом інтерполяції показало цілком прийнятні результати без перевищення допустимої похибки апрок-
симації у випадках достатнього ступеню дискретизації значень інтегральної функції. Напрямками подальших досліджень 
може бути дослідження можливості спрощення розрахунків при обчисленні значень інтегральної функції розподілу чисель-
ними методами, а також можливості використання дискретних аналогів похідних у виразі цієї функції. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інтерполяція, ламана, еквідистанта, інтегрування, плоска параметрична крива, похибка. 
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Фролов О. В. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедры Информационных систем Харьковского национального эко-
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Лосев М. Ю. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедры информационных систем Харьковского национального эконо-
мического университета имени Семена Кузнеца, Харьков, Украина. 

 
АННОТАЦИЯ 

Актуальность.. Аппроксимация кривых ломаными привлекает внимание с целью ее применения к восстановлению объ-
ектов сложной формы на компьютере, станках с ЧПУ и 3D принтерах. При этом желательно иметь наименьшее количество 
звеньев ломаной, заменяющей кривую, с сохранением необходимой точности аппроксимации. 

Цель. Совершенствование метода асимптотически оптимальной кусочно-линейной интерполяции плоских параметри-
ческих кривых на основе исследования влияния его параметров и алгоритмов на распределения погрешностей при аппрок-
симации реальных кривых линий. 

Метод. В работе рассматривается асимпточно-оптимальная интерполяция плоских кривых, удовлетворяющих условию 
минимальности количества звеньев аппроксимации. Было предложены алгоритмы получения значений последовательности 
узлов аппроксимации на основе численного интегрирования функции – регулятора с последующей линейной и сплайновой 
интерполяции ее значений. Обоснована методика оценки результатов моделирования аппроксимации реальных кривых, 
основанный на статистической обработке последовательностей относительных погрешностей звеньев ломаной. Проведено 
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моделирование аппроксимации реальных кривых и исследовано влияние на показатели распределения погрешностей коли-
чественной характеристики степени дискретизации интегральной функции – регулятора узлов в зависимости от метода ин-
терполяции значений интегральной функции. 

Результаты. Проведенные исследования позволили выявить влияние первоначальной дискретизации интегральной 
функции – регулятора узлов на качество восстановления кривых ломаными и возможности определения рациональной сте-
пени дискретизации при практических расчетах для воспроизведения изделий сложной формы. Установлено, что при доста-
точном количестве точек дискретизации дисперсия распределения погрешностей аппроксимации стабилизируется и увели-
чение этого количества на порядок незначительно повышает точность воспроизведения кривой. При этом сплайновая ин-
терполяция значений интегральной функции давала значительно большую скорость стабилизации значений параметров 
распределений, что позволяет снизить количество узлов первоначальной дискретизации в 5–6 раз имея аналогичные показа-
тели точности аппроксимации. 

Выводы. Восстановление реальных плоских параметрических кривых выпуклой формы ломаными при помощи асим-
птотически-оптимального алгоритма интерполяции показало вполне приемлемые результаты без превышения допустимой 
погрешности аппроксимации в случаях достаточной степени дискретизации значений интегральной функции. Направле-
ниями дальнейших исследований может служить исследование возможности упрощения расчетов при вычислении значений 
интегральной функции распределения численными методами, а также возможности использования дискретных аналогов 
производных в выражении этой функции. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: интерполяция, ломаная, эквидистанта, интегрирования, плоская параметрическая кривая, по-
грешность. 
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ВЕКТОРНІ МОДЕЛІ ЛОГІКИ І СТРУКТУРИ ДЛЯ ТЕСТУВАННЯ ТА 

МОДЕЛЮВАННЯ ЦИФРОВИХ СХЕМ 
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ський національний університет радіоелектроніки, Україна. 
 

АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Відомо, що структури даних є визначальними для створення ефективних паралельних алгоритмів і висо-

копродуктивних обчислювальних пристроїв. Тому розробка математично досконалих і технологічно простих структур да-
них займає близько 80 відсотків часу проектування, коли на алгоритми і їх hardware-software кодування витрачається близь-
ко 20 відсотків часових і матеріальних ресурсів. Це обумовлює пошук таких примітивів структур даних, які суттєво спрос-
тять паралельні високопродуктивні алгоритми, що працюють на них. Пропонуються моделі і методи для тестування та мо-
делювання цифрових систем, що містять окремі переваги квантового комп’ютингу в частині імплементації векторних кубіт-
них структур даних в технології класичних обчислювальних процесів. 

Мета. Розробка інноваційної технології кубітно-векторного синтезу і дедуктивного аналізу тестів для їх верифікації на 
основі векторних структур даних, що істотно спрощують алгоритми, які можуть бути вбудовані як компоненти BIST в циф-
рові системи на кристалах. 

Метод. Використовується дедуктивне моделювання несправностей для отримання аналітичних виразів, орієнтованих на 
транспортування списків несправностей через функціональний або логічний елемент на основі xor-операції, яка виконує 
роль вимірника подібності-відмінності між тестом, функцією і несправностями, заданими однаково в одному з форматів − 
таблицею, графом, рівнянням. Пропонується двійковий вектор як самий технологічний примітив структур даних для за-
вдання логічної функціональності з метою паралельного синтезу та аналізу цифрових систем. Паралелізм рішення комбіна-
торних задач є фізична властивість квантового комп’ютингу, що в класичному комп’ютингу, для паралельного моделюван-
ня та діагностування несправностей, забезпечується унітарно-кодованими структурами даних, завдяки надлишковій пам’яті. 

Результати. 1) Розроблено метод аналітичного синтезу дедуктивної логіки для функціональних елементів вентильного 
рівня і рівня регістрових передач. 2) Запропоновано дедуктивний процесор для моделювання несправностей на основі тран-
спортування вхідних списків або векторів несправностей на зовнішні виходи цифрових схем. 3) Описано кубітно-векторну 
форму завдання логіки та методи кубітного синтезу дедуктивних рівнянь для моделювання несправностей. 4) Розроблено 
кубітно-векторний метод синтезу тестів, що використовує похідні, які обчислюються за векторним покриттям логіки. 5) 
Виконано верифікацію моделей і методів на тестових прикладах в програмній реалізації структур і алгоритмів. 

Висновки. Наукова новизна полягає в новій парадигмі технології синтезу дедуктивної RTL-логіки на основі метричного 
рівняння тестування, що формує xor-відносини між тестом, функцією і несправностями. Вводиться векторна форма опису 
структур, яка дає можливість застосувати відомі технології синтезу та аналізу тестів логічних схем для ефективного вирі-
шення завдань тестування графових структур і автоматних моделей цифрових пристроїв. Практична значимість відбиваєть-
ся в прикладах аналітичного синтезу дедуктивної логіки для функціональних елементів векторного рівня і рівня регістрових 
передач. Пропонується дедуктивний процесор для моделювання несправностей, який орієнтований на імплементацію як 
засобу BIST, що використовується в режимі онлайн тестування, моделювання і діагностування несправностей для цифрових 
систем на кристалах. Пропонується кубітно-векторна форма опису цифрових систем, яка перевершує існуючі способи за-
вдання обчислювальних пристроїв за метрикою: технологічність, компактність, швидкодія і якість. Розроблено програмний 
застосунок, який реалізує основні сервіси тестування, моделювання та діагностування, що використовуються в навчальному 
процесі для вивчення переваг кубітно-векторних структур даних і алгоритмів. Наводяться оцінки обчислювальної складнос-
ті процесів синтезу тестів і дедуктивних формул для логіки і їх використання при моделюванні несправностей.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: RTL логіка, синтез, технічна діагностика, моделювання цифрових схем, X-функція, метрика поді-
бності-відмінності, дедуктивна функція, метрика рівняння тестування. 

 
АБРЕВІАТУРИ 

AI − штучний інтелект; 
BIST − вбудоване самотестування; 
Design − проектування; 
FC − fault coverage (покриття несправностей); 
FD − fault detected (виявлені несправності); 

ML − машинне навчання; 
RTL − register transfer level (рівень регістрових пе-

редач); 
SoC − система на кристалі; 
Testing − тестування; 
АЛП – арифметико-логічний пристрій; 
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ДНФ − діз’юнктівная нормальна форма. 
 

НОМЕНКЛАТУРА  
),...,,...,,( 21 ni CCCCC =  − таблиця істинності;  

}{ iii YXС = − сукупністю вхідних двійкових век-
торів iX , кожному з них ставиться у відповідність 
стан виходу iY ; 

),( baD − метрика відмінності двох об’єктів a  і b ; 

id  − відстань Хеммінга між двома моделями 
об’єктів; 

F − функція;  
G  − орієнтований граф; 
H − матриця перестановки; 
k  − число двійкових змінних; 
L  − несправність; 
∗
ijL − дедуктивна матриця для паралельного аналізу 

одиночних константних несправностей; 
n  − розмірність таблиці істинності; 
N  − кількість вершин графа; 

1N  ( 0N ) − число вершин в області відправлення 
(прибуття) розглянутої відповідності; 

Q -логіка − логіка, що оперує кубітами (векторни-
ми формами унітарного кодування універсуму з n  
примітивів); 

Q -покриття − вектор станів вихідної змінної таб-
лиці істинності; 

},,,{ JHEQ  − символи универсума примитивів, що 
генерують булеан; 

),( baS  − метрика подібності двох об’єктів a  і b ; 
T  − тест; 

21, ii TT  − значення відповідних вхідних змінних на 
тестових наборах; 

U  − число змінних управління; 
iV  − вершина графа; 

gV  − опису графа; 

tV  − завдання тесту; 

fV  − вектор несправностей; 

iX  − вхідний двійковий вектор; 

21, XX  − вхідні списки або вектори несправнос-
тей, які транспортуються на вихід елемента; 

),...,,...,,( 21 ni YYYYY =  − вектор станів виходу логіч-
ного елемента;  

iY  − стан вихідної змінної на  
i-наборі тесту. 
 

ВСТУП 
Парадигма створення квантового ринкового ком-

п’ютера, що використовує квантову логіку на основі 
кубітних структур даних, є сумнівною. Метричні під-
стави: 1) Q-логіка, як і звичайна, створює до 90 відсо-
тків всіх проблем, пов’язаних з технологією її апарат-

ної реалізації, продуктивністю, якістю, надійністю, 
тестуванням, діагностуванням та ремонтом. 2) Ви-
ключення класичної та квантової логіки з комп’ютера 
дає можливість перейти на більш високий рівень архі-
тектури комп’ютингу, яка використовує тільки регу-
лярну пам’ять для зберігання і логічного перетворен-
ня даних. 3) При цьому усуваються недоліки, 
пов’язані з використанням обов’язкових сьогодні 
блоків АЛП та шин даних, які в десятки разів спові-
льнюють обчислювальні процеси. 4) Перспективною 
стає архітектура Q-комп’ютера, що використовує 
тільки структуру електронів як пам’ять і транзакції 
між ними на основі керованих фотонів. 5) Швидкодія 
звернення до електрон-пам’яті і виконання транзакцій 
на ній визначається швидкістю світла, що робить та-
кий Q-комп’ютер ринково привабливим і унікальним 
для вирішення комбінаторних завдань. 6) Технічні і 
температурні умови для реалізації квантового обчис-
лювача є поки непереборним обмежувачем для його 
масової імплементації в існуючий кіберпростір. 

Проте, далі пропонуються моделі і методи для тес-
тування і моделювання цифрових систем, що містять 
окремі переваги квантового комп’ютингу в частині 
імплементації векторних кубітних структур даних в 
технології класичних обчислювальних процесів. Ві-
домо, що структури даних є визначальними для ство-
рення ефективних паралельних алгоритмів і високо-
продуктивних обчислювальних пристроїв. Тому роз-
робка математично досконалих і технологічно прос-
тих структур даних в «розумних» компаніях займає 
близько 80 відсотків часу проектування, коли на алго-
ритми та їх hardware-software кодування витрачається 
близько 20 відсотків часових і матеріальних ресурсів. 

Звідси випливає простий висновок − необхідно 
знайти такі примітиви структур даних, які суттєво 
спростять паралельні високопродуктивні алгоритми, 
що працюють на них. Виходячи зі сказаного, далі 
пропонується двійковий вектор, як самий технологіч-
ний примітив структур даних для завдання логічної 
функціональності з метою паралельного синтезу та 
аналізу цифрових систем. Паралелізм рішення комбі-
наторних задач є фізична властивість квантового ком-
п’ютингу, яке в класичному комп’ютингу, для пара-
лельного моделювання несправностей (parallel fault 
simulation) і діагностики несправностей (fault 
diagnosis), забезпечується унітарно кодованими стру-
ктурами даних, завдяки надлишковій пам’яті [1]. 

Об’єкт дослідження – процес паралельного син-
тезу та аналізу цифрових систем. 

Предмет дослідження – методи кубітно-
векторного синтезу і дедуктивного аналізу тестів та їх 
верифікація на основі векторних структур даних. 

Мета дослідження − запропонувати інноваційну 
технологію кубітно-векторного синтезу і дедуктивно-
го аналізу тестів для їх верифікації на основі вектор-
них структур даних, що істотно спрощують алгорит-
ми, які можуть бути вбудовані як компоненти BIST в 
цифрові системи на кристалах. 
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1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
Інноваційна ідея для вирішення проблем тестуван-

ня. Ринкова метрика квантового комп’ютингу − пара-
лелізм розв’язання комбінаторних задач, завдяки 
структурам даних, де примітивом є кубіт, що одноча-
сно має два стани }1,0{=X . Ці стани можна унітарно 
закодувати для класичного комп’ютера як суперпози-
цію − об’єднання двох символів 11 = {10, 01} відпові-
дно. Природно, можна придумати будь-яке кінцеве 
число символів, що одночасно створюють один, більш 
складний чотирьохкомпонентний кубіт-стан, напри-
клад, 1111},,,{ →= JHEQY = {1000, 0100, 0010, 
0001} [18, 23, 24, 25, 27, 29, 30]. Застосування кубіт-
ності (векторності) до логіки також має сенс паралелі-
зму. Таблицю істинності xor-елемента можна зобра-
зити, наприклад, у вигляді унітарних кодів вхідних 
наборів: 00 0 01 1, 10 1, 11 0 → 1000 0, 0100 1, 0010 1, 
0001 0. Дані коди можна попарно (1,4 і 2,3) суперпо-
зіціонувати або мінімізувати до наступного вигляду: 
1001, 0, 0110 1. Природно, досить мати тільки один з 
них для ідентифікації функції (структури), зважаючи 
на їх додатковості, наприклад, 0110 1. Це є не тільки 
результат мінімізації, але ще й короткий запис ДНФ. 
Відкинувши останню одиницю, дедуктивно виходить 
вектор вихідних станів 0110, який тут і далі ідентифі-
кується або визначається кубітним. 

Для досягнення поставленної мети треба вирішити 
наступні задачі: 

1) розробити метод аналітичного синтезу дедукти-
вної логіки для функціональних елементів вентильно-
го рівня (gate level) і рівня регістрових передач 
(register transfer level) [25];  

2) запропонувати дедуктивний процесор для моде-
лювання несправностей на основі транспортування 
вхідних списків або векторів несправностей на зовні-
шні виходи цифрових схем [27]; 

3) описати кубітно-векторну форму завдання логі-
ки та методи кубітного синтезу дедуктивних рівнянь 
для моделювання несправностей [18]; 

4) розробити кубітно-векторний метод синтезу те-
стів, що використовує похідні, які обчислюються за 
векторним покриттям логіки [29]; 

5) виконати верифікацію моделей і методів на тес-
тових прикладах в програмній реалізації структур і 
алгоритмів [24]. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Тематика статті викликає певний інтерес з боку 
дослідників, що займаються тестуванням проектів [1] 
і верифікацією цифрових систем на кристалі з точки 
зору технологій наноелектроніки, що з’являються. 
Субатомний рівень деталізації мікросхем вимагає ро-
зробки нових підходів в області синтезу тестів, моде-
лювання несправностей і діагностики з метою ство-
рення тестопригодних і відмовостійких обчислюваль-
них систем [2−17]. Це підтверджується численними 
публікаціями в області технологій проектування і тес-
тування. а саме: в бібліотеці IEEE Xplore по даній темі 

знайдено 175920 публікацій, серед яких напрямок, 
пов’язаний з моделюванням несправностей, становить 
близько 25% (43028) опублікованих робіт. Крім того, 
відповідна оцінка двох згаданих областей досліджень 
була зроблена видавництвом Springer, де опублікова-
но відповідно 182717 і 15603 монографій. Класифіка-
ція технологій моделювання (Fault Simulation) не-
справностей може бути представлена відношенням 
структур даних, моделей (Models), методів (Methods) і 
типів несправностей (Fault models) (рис. 1) [18]. 
  

 
Рисунок 1 − Класифікація технологій моделювання  

несправностей 
 

Згідно з рисунком 1, блок, що тестується (Unit Un-
der Test), може бути представлений моделями венти-
льного рівня (Gate Level) чи рівня регістрових пере-
дач (RT Level), аналітичними (Analytical), табличними 
(Tabular) чи графічними (Graph, BDD) моделями, мо-
делями на системному рівні (System Level). До мето-
дів моделювання несправностей можна віднести: апа-
ратні (Hardware), програмні (Software), квантові 
(Quantum), паралельні (Parallel), дедуктивні (Deduc-
tive) та спільні (Concurrent) методи, апаратне вбудо-
ване моделювання (HES), методи активізації критич-
них шляхів (Critical PA) та парної активізації критич-
них шляхів (Critical PPA), послідовне моделювання 
несправностей (Serial FS). Існують наступні моделі 
несправностей: функціональні (Functional), множинні 
(Multiple), мостикові (Bridging), константні (Stuck-at), 
струмкові (IDDQ), несправності типу «переплутуван-
ня» (Entanglement), несправності, пов’язані з затрим-
ками вентиля (Gate Delay F), шляху (Path Delay F), 
переходу (Transition DF), лінії (Line Delay F) та сегме-
нта (Seg. Delay F), несправності, пов’язані з брязкотом 
сигналу (Oscillation), модель несправності у семизна-
чному (7v-Alphabet) та шістнадцятизначному (16v-
Alphabet) алфавітах моделювання перехідних проце-
сів, а також у дев’ятизначному алфавіті Хейеса 
(Hayes-Alph.) та у шістнадцятизначному алфавіті Фа-
нтози (Fantauzzi Al.) для моделювання перехідних 
процесів. Всі методи моделювання оперують наступ-
ними поняттями (Concepts): cпецифікація несправнос-
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тей (F Specif.), введення несправностей в схему (F 
Insertion), просування несправностей від входів до 
виходів (FE Propag.), скидання шляхів активізації не-
справностей (F discarding). 

Основні проблеми в галузі моделювання несправ-
ностей слід визначити наступним чином. 1. Висока 
обчислювальна складність комбінаторних алгоритмів 
аналізу несправностей на вентильному рівні і рівні 
регістрових передач опису моделі [2, 5, 8, 11, 14]. 
2. Складність алгоритмів моделювання та аналізу ре-
зультатів моделювання послідовних схем, яка пов’я-
зана з непередбачуваною кількістю ітерацій [1, 2, 6, 7, 
10, 13, 14, 15]. 3. Значний обсяг структур даних для 
аналізу цифрових систем на кристалі, що негативно 
впливає на продуктивність методів моделювання не-
справностей і синтезу тестів [1, 3, 5, 9, 18, 20]. 
4. Складність аналізу і синтезу тестів для логіки вели-
кої розмірності і їх структурна складність, пов’язана з 
реконвергентнимі розгалуженнями [1, 4, 8, 9, 11, 18]. 
5. Параллельне вирішення задач тестування та моде-
лювання цифрових пристроїв [1, 7, 18 – 30]. 

 
3 МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ 

Розглянемо метрику тестування цифрових систем. 
Дедукція (deductio) − логічне отримання висновку від 
загального до конкретного, де правильність гаранту-
ється істинністю посилок-аксіом, що призводять до 
істинності наслідків-теорем. Індукція (inductio) − ло-
гічне отримання висновку від часткового до загально-
го, де правильність гарантується достатньою або ви-
черпною кількістю фактичних даних. Аксіома конво-
люції testing простору: «Xor-відношення відстаней 
між кінцевим числом замкнутих в циклі компонентів 
завжди дорівнює нулю» [18]. Очевидність цієї аксіо-
ми демонструється на рис. 2, де циклічне з’єднання 
кінцевої множини моделей об’єктів завжди створює 
нульову суму відстаней: .01 =⊕ = i

n
i d  

 

 
Рисунок 2 − Метрика конволюціонного замикання відстаней 

 
Тут складання всіх кодів-відстаней контуру дає ре-

зультат 1000⊕ 1010⊕ 0111 = 0000. Природно, що 
аксіома вірна для будь-якого кінцевого числа елемен-
тів, що становлять контур або цикл. Слідство: якщо 
відомі дві відстані, то за xor-відношенням між ними 
завжди можна визначити третю. Виключною власти-
вістю сукупності взаємопов’язаних компонентів – 
функція (function), тест (test) і несправність (fault) – є 
той факт, що одночасно вони являють собою відстані-
відносини між усіма парними сполученнями в струк-
турі їх трикутної xor-взаємодії (рис. 3).  

Слід мати на увазі, що формати тесту, функції і 
несправностей повинні бути однієї розмірності. Тому 

модель завдання одиночної несправності повинна 
збігатися з сумарною кількістю вхідних і вихідних 
змінних. 

 

         
 

 
Рисунок 3 − Метрика xor-відносин:  

function-test-fault (функція-тест-несправність) 
 
Наприклад, для and-or-логіки від трьох змінних 

несправність першого входу матиме вигляд вектора 
(1001). Це означає, що несправність першого входу 
робить істотний вплив на стан виходу, пов’язаного з 
координатою 4. Test-вектор 0100 (0000), Fault-вектор 
1001 і Function-вектор 1111 (0101) для 3and і 3or логі-
ки відповідно представлені в другому і третьому три-
кутнику. Відносини представлені ребрами трикутної 
графової структури. При цьому вершини є вектори 
(таблиці) відносин. 

Іншими словами, в трикутній структурі є вершини 
(вектори-таблиці), які позначають функції-тести-
несправності. Однак кожен з цих компонентів ство-
рює відносини між двома іншими за допомогою xor-
операції. Це означає, що xor-відношення між неспра-
вністю (Fault) і тестом (Test) є функція (Function), між 
несправностю (Fault) і функцєю (Function) є тест-
відношення (Test), між тестом (Test) та фугкцією 
(Function) є несправність-відношення (Fault) [18]. 

Трикутна структура таблиць істинності (Function), 
тестів (Test), несправностей (Fault) для логічного еле-
мента 2and дозволяє вирішувати вже комбінаторні 
задачі: синтезу тестів, моделювання несправностей і 
формування таблиці істинності (рис. 4) [18, 28].  

 

 
Рисунок 4 − Метрика табличних xor-відносин: function-test-

fault (функція-тест-несправність) для 2and-логіки 
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В цьому випадку трикутна структура відносин між 
тестом, несправностями та функцією, поданих табли-
цею істинності, служить шаблоном-стандартом для 
верифікації отриманих відносин між згаданими знай-
деними компонентами. 

У компоненті Faults одиницями показані несправ-
ності (активності ліній), що транспортуються на ви-
ходи елемента. Перший куб 001 − перевірка несправ-
ності виходу, другий куб 101 − активізація першої та 
вихідної змінної, третій 011 − транспортування не-
справностей другою змінною на вихід, 111 − транспо-
ртування несправностей з двох входів на вихід. Інте-
рес також представляє схемотехнічна форма відносин, 
яка дає можливість створювати цифрові структури 
для вирішення задач тестування (рис. 5). Однак, як 
правило, обчислювальна NP-складність задач тесту-
вання [1, 11] пов’язана з наявністю початкових умов − 
функції (Function) у вигляді: таблиці істинності, рів-
няння або альтернативних графів. 

 

               

 
Рисунок 5 − Схемотехнічна форма відносин для рівняння 

тестування 
 
При цьому необхідно знайти тест (Test), а потім 

його верифікувати на класі одиночних константних 
несправностей, що означає побудувати два відсутніх 
компонента в трикутнику рівняння тестування 
(рис. 6). 

 

 
 

Рисунок 6 − Метрика табличних xor-відносин:  
function-test-fault (функція-тест-несправність) 

 
Аксіома: «У світі Design and Test немає нічого, 

крім функцій F, тестів T і несправностей L, xor-
відносини яких дорівнюють нулю: 0=⊕⊕ LTF » 
[18]. Інша справа, що ця тривіальність і істинність 

даної метрики не завжди проглядається через призму 
складних моделей, методів і алгоритмів проектування, 
виробництва та експлуатації технічних виробів, на-
працьованих людством за останні 100 років. Лінійний 
характер взаємодії дає можливість визначати будь-
який з заданих компонентів через xor-відношення 
двох атрибутів, що залишилися. Природно, що сукуп-
ність несправностей деякої функціональності на тес-
тових наборах можна визначити за допомогою виразу 

FTL ⊕= , яке вироджується в групу відомих методів 
моделювання несправностей, таких як дедуктивні, 
паралельні, спільні, одиночні. 

Дедуктивне моделювання несправностей можна 
структурувати на дві послідовні фази.  

1. Синтез дедуктивних формул L для логічних або 
функціональних елементів F комбінаційної схеми [18, 
22, 25], що залежать від тестових вхідних наборів T і 
логіки компонентів ).,( FTfL =   

2. Моделювання несправностей логічної комбіна-
ційної схеми шляхом використання дедуктивних фо-
рмул на тестових вхідних послідовностях [27, 30]. Як 
правило, розглядаються поодинокі константні неспра-
вності вхідних, внутрішніх і вихідних ліній схеми, які 
покривають до 95% всіх можливих несправностей. 
Сутність дедукції для отримання аналітичних виразів, 
орієнтованих на транспортування списків несправно-
стей через функціональний або логічний елемент, 
полягає у використанні xor-операції для формування 
основного конволюційного лінійного рівняння тесту-
вання 0=⊕⊕ LFT . Дана рівність описує всі можли-
ві процеси, пов’язані з синтезом тестів LFT ⊕=  і 
функціональних описів LTF ⊕= , діагностуванням 
несправностей, включаючи визначення вихідного 
списку несправностей, одержуваного шляхом дедук-
тивної (теоретико-множинної) взаємодії списків вхід-
них несправностей, що транспортуються через логіч-
ний елемент: FTL ⊕= . Тут ⊕  − операція виконує 
глобальну роль вимірника (арбітра) подібності-
відмінності між тріадою компонентів: тест, функція, 
несправності, які повинні бути однаково задані в 
будь-якому з відомих форматів опису даних: таблиці, 
графи, рівняння. Таким чином, маючи два відомих 
компонента в рівнянні тестування, завжди можна 
отримати будь-який третій шляхом синтезу xor-
взаємодії між двома першими. Істинність рівняння 
тестування можна продемонструвати на простому 
прикладі логічного інвертора: 

).00()11()10()01( ==⊕=⊕= LTF  
Розглянемо таблично-векторні моделі для опису і 

аналізу структур і функцій. Мета − створення універ-
сальної векторної моделі опису структур і функцій 
для розробки ефективних паралельних методів синте-
зу та аналізу, тестування і моделювання компонентів 
SoC. Поставлені наступні завдання. 1. Обгрунтування 
кубітно-векторної форми опису структур і функцій. 
2. Використання векторної форми для опису графових 
моделей. 3. Застосування векторної форми для опису 
таблиць переходів для кінцевих автоматів. 4. Викори-
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стання кубітно-векторної форми для розробки векто-
рно-орієнтованих методів синтезу тестів і моделю-
вання несправностей графових структур. 

Практичний інтерес представляє пошук простої, 
технологічної та універсальної форми для опису гра-
фів і функцій, алгоритмів і структур, моделей і мето-
дів, яка дає можливість застосовувати напрацьовані 
вченими теорії для ефективного вирішення завдань 
проектування і тестування, синтезу та аналізу цифро-
вих систем. Розглядаючи аналітичні, табличні і гра-
фові моделі [1, 11, 14, 18, 24, 28] можна прийти до 
таких висновків. 1. Аналітика, володіючи певною 
компактністю, потребує складних алгоритмів 
розв’язання рівнянь. 2. Таблиці або матриці мають 
недолік, пов’язаний з розмірністю моделей для логіч-
них схем від великого числа (> 20) змінних. 3. Графо-
ві моделі зручні для візуального сприйняття люди-
ною, але важкі для їх дешифрування і подальшого 
структурного синтезу цифрового обчислювача. Про-
понується серединна векторна (кубітна) форма опису, 
універсально придатна для завдання функцій і струк-
тур, яка має: 1) компактність порівняно з таблицями; 
2) простоту опису порівняно з логічними рівняннями; 
3) технологічність і паралелізм вирішення завдань 
аналізу та синтезу; 4) формування нової обчислюва-
льної технології, заснованої на використанні швидко-
діючої пам’яті і виключення традиційної логіки зі 
складу універсального комп’ютера; 5) подальшу оріє-
нтацію алгоритмів і структур даних на квантові обчи-
слювачі. Недоліком і одночасно перевагою векторної 
форми опису функцій і структур є адресованість його 
бітів, яка дає можливість швидко (за один цикл звер-
нення до пам’яті) знаходити рішення, 

Далі розглядаються дві форми опису: таблиці і ве-
ктори, інваріантні для завдання примітивів функцій і 
структур. 

Таблиця істинності ),,...,,...,,( 21 ni CCCCC =  де 
},{ iii YXС =  представлена сукупністю вхідних двій-

кових векторів iX , де кожному з них ставиться у від-
повідність стан виходу iY .  

Інша інтерпретація: таблиця істинності є вектор 
),,...,,...,,( 21 ni YYYYY = станів виходу логічного еле-

мента, де адресою комірки вектора є двійковий вхід-
ний набір.  

Третя інтерпретація: таблиця істинності є орієнто-
ваний граф G , представлений повною сукупністю дуг 
− парами вершин ),,...,,...,,( 21 ni VVVVG =  де 

},,{ Y
i

X
ii VVV =  а наявність (відсутність) дуги між 

двійково кодованими вершинами відзначається оди-
ничним (нульовим) значенням стану виходу iY .  

Четверта інтерпретація: таблиця істинності графа є 
вектор ),,...,,...,,( 21 ni YYYYY =  наявності-відсутності 
дуг, де адресою комірки iY  вектора є пара двійкових 

кодів вершин витоку і стоку },{ Y
i

X
i VV . При цьому 

розмірність таблиці істинності kn 2=  завжди має 
функціональну залежність від числа змінних k . Чис-
ло двійкових змінних k  для таблично-векторного 
опису графа є функцією від цілої частини логарифма 
для кількості N  вершин графової структури 

] [Nk 2log2×= , округленої в більший бік. Наприклад, 
для двох вершин графа (рис. 7) число змінних буде 
дорівнювати двом ] [ .2log2 2 =×= Nk  

 

 
Рисунок 7 − Повний граф з двох вершин і чотирьох дуг 
 
При цьому існує 16 можливих варіантів графових 

структур, які визначаються комбінаціями вектора Y , 
поданими у таблиці 1. Тут формула подвоєння числа 
змінних унеможливлює їх непарну кількість, що хара-
ктерно для відношення, що задається декартовим ква-
дратом вершин графа.  

Однак існує специфіка відношення-відповідності, 
яке формується декартовим добутком окремо кодова-
них вершин, що оптимізує число змінних у бік міні-
муму і створює непарне число змінних, яке визнача-
ється формулою:  ] [ ] [,loglog 0212 NNk ×=  як під-
множина декартова добутку двох множин.  

Що стосується маркування переходів, характерно-
го для кодування граф-схем алгоритмів або керуючих 
автоматів, то тут таблиця істинності приростає змін-
ними управління і не більше того.  

Недоліком такої форми опису автоматних перехо-
дів є розмірність таблиці, яка експоненціально зале-
жить від числа змінних управління U  і змінних коду-
вання станів автомата:  

 

] [ ] [ .2log2 2log2
2

UNUNC +××+×=  
 

Однак розмірність вектора автоматних переходів є 
прийнятною для вирішення задач синтезу та аналізу, 
тестування і діагностування, визначається оцінкою:  

] [ UNV +×= 2log22 , яка в ] [ UN +× 2log2  раз менше таб-
лиці істинності. 

 

Таблиця 1 − Варіанти графових структур 
X

iV  Y
iV  Y1 Y2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 
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Розглянемо логічні функції вимірювання. Як не 
дивно, але в природі існують лише дві логічних фун-
кції для вимірювання процесів і явищ, що складають 
групу X-функцій: xor and not-xor [18, 22]. Їм ставлять-
ся у відповідність тільки два поняття: відмінності і 
подібності процесів і явищ, які покладені в основу 
всіх вимірювальних комп’ютингових технологій, 
включаючи ML і AI. Метрична унікальність даних 
функцій визначається їх властивостями немінімізова-
ності (незмінності), що ілюструється наступними то-
пологічними діаграмами Карно їх таблиць істинності 
від однієї, двох, трьох і чотирьох змінних, які пред-
ставлені на рис. 8. 

  

 

 

 

  
Рисунок 8 − Таблиці істинності X-функцій 

 
Таких xor-функцій всього дві від будь-якого кін-

цевого числа змінних: від однієї змінної (повторювач 
і інвертор) на тлі загальної кількості, рівної чотирьом; 
їх всього дві від двох змінних на тлі шістнадцяти (що 
виключає або, операція еквівалентності); дві від трьох 
змінних на тлі 256; дві від чотирьох змінних на тлі 
числа 65536, що визначає їх загальну кількість. Реку-
рентний синтез X-функцій від довільного числа змін-
них досить повно представлений в [18, 22]. Слід за-
уважити, що таблиця істинності, записана в сусідньо-
му коді, становить певний інтерес для синтезу (тес-
тів), аналізу, мінімізації цифрових схем. 

Розглянемо процесс вимірювання векторів опису 
процесів і явищ. Що стосується метрики вимірювання 
процесів і явищ, представлених двійковими (чисель-
ними) векторами параметрів, то тут фігурують дві 
оцінки (similarity-difference) [27], які взаємно допов-
нюють один одного до норми-універсуму, що дорів-
нює 1. Структурно, метрика подібності-відмінності 
двох процесів, явищ, об’єктів, компонентів викорис-
товує дві формули, які оперують в бінарній алгебри 
логіки двома паралельними операціями and, xor для 
отримання результуючих векторів: 
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=
⊕=  

 
Нормована метрика подібності-відмінності [16, 17] 

використовує дві формули, що також оперують в ал-
гебрі логіки двома паралельними операціями, але до-
повнені арифметикою підрахунку одиничних коорди-
нат, отриманих в результаті виконання логічних опе-
рацій. Крім того, з’являється спільний знаменник у 
вигляді диз’юнкції однойменних координат векторів, 
який служить інтегратором розрізнених структур да-

них, процесів, що беруть участь, в загальний вектор 
істотних координат, щодо яких виконується норму-
вання подібності (S) та відмінності (D): 
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Розглянемо дедуктивное моделювання, а саме син-

тез та аналіз дедуктивної логіки. Базове рівняння ви-
значається наступною формулою [1, 18]: 

,),( FTFTfL ⊕==  що випливає з тотожності 
( 0=⊕⊕ TLF ).  

Нехай є булева функція від n  змінних: 
),...,...,( 21 ni xxxxFY = . Згідно з базовим рівнянням, 

дедуктивна функція може бути зображена у вигляді: 
 

.),...,...,
,,(),...,...,( 221121

innii

ni
YTXTX

TXTXxxxxFTLF
⊕⊕⊕

⊕⊕=→⊕=
   

 
Тут iii TXx ⊕= ( TLF ⊕= ) – визначення вхідної 
змінної ix  логічної функції через xor-взаємодію спис-
ку або вектора вхідних несправностей iX  з тестовим 
значенням iT . При цьому iYF ⊕  є xor-взаємодія фун-
кції з її тестовим значенням. Якщо, наприклад, 

0,0 == ii Tx  для логічного елемента “and”, то 
0=iX , оскільки 0=⊕⊕ iii TXx . Але якщо 

1,0 == ii Tx , то залишається єдине − 1=iX . Це 
означає, що тестовий набір, який перевіряє несправ-
ність, повинен бути протилежним за значенням до 
стану вхідної змінної ix  логічної функції. Вірно і те, 
що трьох одиниць не може бути в компонентах рівно-
сті. Всі можливі варіанти довизначення компонентів в 
тотожність 0=⊕⊕ TLF : всі нулі або дві одиниці з 
трьох. 

Завжди тільки дві функції від кінцевого числа 
( kn ,...,3,2,1= ) змінних (xor, not-xor), які складають 
сімейство X-функцій [22], мають властивість транспо-
ртування несправностей, інваріантну по відношенню 
до тест-вектору, що робить ці функціональності уні-
кальними. 

Таким чином, правило дедукції, саме в вигляді 
TLF ⊕=  для синтезу відповідної логіки, використо-

вує деяку функцію F , яка аксіоматично і парадокса-
льно є відстанню між тестом T  і несправностями L . 
Що стосується функцій від однієї змінної 

11, xYxY == , то їх дедуктивний аналіз призводить до 
тривіального результату, який показує інвариантність 
транспортування всіх несправностей на вихід щодо 
будь-якого тестового набору: 
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Отримані дедуктивні вирази не мають вхідних 

змінних ( 1x ), що свідчить про їх неістотність для тра-
нспортування несправностей ( 1X ) через елементи: 
повторювач та інвертор. 

Розглянемо векторний (кубітний) метод синтезу 
дедуктивних функцій у вигляді діз’юнктівної норма-
льної форми (ДНФ, Disjunctive Normal Form). Метод 
орієнтований на логіку довільної розмірності, яка за-
дається кубітним вектором функціональності, що ро-
бить його практично орієнтованим, з огляду на техно-
логічність і простоту реалізації. Як правило, методи 
синтезу дедуктивних формул для цифрових схем за-
лишаються за межами публікацій, які описують вико-
ристання вже готових логічних виразів. Далі пропо-
нується підхід до отримання таких формул, а точніше 
матриць для дедуктивного аналізу цифрових схем. 
Найпростішою і ефективною технологією синтезу 
дедуктивних функцій для моделювання несправнос-
тей є метод, який використовує кубітні або векторні 
покриття булевих функцій. Під кубітним Q-покриттям 
розуміється вектор станів вихідної змінної таблиці 
істинності [18, 23, 28], де кожній координаті вектора 
ставиться у відповідність двійкова адреса, що отото-
жнюється з вхідним набором функціонального елеме-
нта. Якщо врахувати той факт, що для кожного вхід-
ного набору існує власна дедуктивна функція, то для 
всіх вхідних послідовностей необхідно побудувати 
матрицю розмірністю nn 22 × . Процесор синтезу де-
дуктивної матриці (Matrix of Deductive Q-coverages) 
для паралельного аналізу одиночних константних не-
справностей на основі Q-покриття (Q-coverage) функ-
ціональності містить тільки дві операції (рис. 9). 

 

 
Рисунок 9 − Секвенсор синтезу векторів дедуктивної  

матриці 
 
1) Синтез матриці Q-векторів дедуктивних функцій 

залежить від двійково-десяткового номера вхідного 
набору і координат Q-вектора (Q-test) для функції від 
n  змінних: ,)( 1

,1

m
jj

mi
iij QQL =
=

∗ ⊕=  nm 2= . Фактично 

береться перша координата кубітного покриття (векто-

ра), яка xor-взаємодіє з усіма координатами Q-вектора 
функціональності для формування дедуктивного век-
тора щодо першої вхідної послідовності (Qubit 
Ordering). Потім береться друга координата Q-вектора, 
яка також xor-взаємодіє з усіма координатами Q-
покриття. Процедура закінчується після того, як всі 
координати Q-вектора були xor-складені з кубітним 
вектором. Обчислювальна складність даної процедури 
дорівнює 12 +n , яка може бути зменшена до n  шляхом 
апаратної реалізації паралельного виконання xor-
операції. 

2) Після отримання дедуктивної матриці для всіх 
вхідних наборів по кубітному покриттю функціональ-
ності необхідно виконати процедуру перестановки бі-
тів в стовпцях отриманої матриці за правилом:  

,))(( 1},{
m

jiijij HLL =
∗=  відповідно до номерів, поданих в 

матриці перестановки H, яка за розмірністю дорівнює 
матриці кубітних покриттів дедуктивних функцій.  

Розглянемо кубітно-векторний метод синтезу тес-
тів. Метод становить інтерес завдяки своїй інновацій-
ності, створюваної векторними структурами даних, на 
яких виконується обчислення похідних за кожною вхі-
дною змінною логічної схеми. Тут похідна визначаєть-
ся виконанням xor-операції над лівою та правою час-
тинами кубітного покриття-вектора [23, 24, 29]: 
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Алгоритм обчислення похідних за змінними для Q-
вектора (10001001) логічної схеми:  

1. Xor-складання сусідніх бітів Q-вектора з пода-
льшим занесенням результату в кожен із сусідніх бі-
тів: 
 

.)7,6)((,)5,4)((
,)3,2)((,)1,0)((

761541

32110
QQXQQQXQ
QQXQQQXQ k

⊕=′⊕=′
⊕=′⊕=′

 

 
2. Xor-складання сусідніх пар бітів кубітного век-

тора з подальшим занесенням результату в кожну су-
сідню пару бітів: 

 

.)7,6,5,4)((
,)3,2,1,0)((

67452

23012
QQXQ

QQXQ
⊕=′
⊕=′

 

 
3. Xor-складання сусідніх тетрад бітів кубітного 

вектора з подальшим занесенням результату в кожну 
сусідню тетраду бітів:  

 
.)7,6,5,4,3,2,1,0)(( 456701233 QQXQ ⊕=′  

 
Результати обчислення похідних представлені таб-

лицею 2. 
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Таблиця 2 − Похідні за змінними для Q-вектора  

 
 

4. Саме наявність векторної структури даних ро-
бить ефективним обчислення похідних, що призво-
дить до простої заключної процедури синтезу тестів, 
яка зводиться до виконання наступної формули 

( )i
ni

XQQT ′∨=′
= ,1

)(  для створення векторної структу-

ри тесту для такої схеми (рис. 10). Кубітне покриття 
цифрової схеми представлено вектором станів вихід-
ної змінної (100000000000001) для шістнадцяти вхід-
них наборів, де були отримані чотири кубітних (век-
торних) похідних, що становлять тест на основі вико-
ристання виразу ( )i

ni
XQQT ′∨=′

= ,1
)( . 

 

 
Рисунок 10 − Схема для синтезу тестів 

 
Сукупність кубітних похідних або пар вхідних на-

борів є тест для перевірки константних несправностей 
розглянутої вхідної змінної. Таких пар для кожної 
вхідної лінії може бути кілька, зважаючи на наявність 
всередині схеми паралельних логічних шляхів від 
входу до виходу. 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Розглянемо як приклад відношення, описане таб-
лицею істинності (вектором) і відповідним графом 
(рис. 11).  

 

 
Рисунок 11 − Векторне і табличне подання графа  

відповідності 
 
Звичайно, даний граф можна представити і в уні-

версальній формі відношення, як підмножини декар-
това квадрата, що збільшить число змінних для коду-
вання вершин від трьох до шести. Однак така надмір-
ність дає можливість не зберігати інформацію про 
специфічний розподіл змінних і вершин на дві під-

множини, які формують відповідність. Прикладом 
автоматного графа може служити таблиця істинності 
(рис. 12). 

 

 
Рисунок 12 − Граф автомата зі змінними для управління 

переходами 
 
Наступний граф (рис. 13) показує ефективність 

опису в формі таблиці та вектора. 
 

 
Рисунок 13 − Таблиця істинності і вектор переходів графа 

 
Цей вектор може бути використаний для вирішен-

ня завдань тестування, включаючи створення моделі 
несправностей, синтез тестів для них, моделювання 
несправностей векторно-дедуктивним методом. Дані 
технології, орієнтовані на табличну і векторну форму 
подання функцій і структур, описані публікаціями 
[18−20]. Наприклад, константні несправності коорди-
нат вектора Y ідентифікують несправності наявності-
відсутності переходів: 1) константа 0 створює помил-
ку відсутності переходу, коли він є в моделі, 2) конс-
танта 1 − наявність помилкового переходу, коли його 
насправді немає. Як приклад тут подані три вектори: 
опису графа gV , завдання тесту tV , а також результат 

їх взаємодії tgf VVV ⊕=  в формі вектора несправно-

стей fV  введеного класу, які перевіряються тестом 

tV . Інтерпретація тестування несправностей в векторі 

fV = (0000000110000000): перевірка відсутності пе-
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реходів між вершинами 01 − 11 та 10 − 00, які повинні 
бути в специфікованої моделі автомата. На рис. 14 
зображено граф переходів SR -тригера, який має три 
стійких стани 01, 10, 11, а також один неможливий − 
00.  
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Рисунок 14 − Граф переходів SR -тригера 

 
Наступна таблиця істинності (табл. 3) являє собою 

проміжні дані для формування векторної форми опи-
су графа переходів, яка записана в правій колонці 

)1101110000011101(=Y . 
 

Таблиця 3 − Таблиця істинності 
X1 X2 Y1 Y2 Y 
0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 
0 0 1 1 0 
0 1 0 0 0 
0 1 0 1 1 
0 1 1 0 1 
0 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 
1 0 0 1 1 
1 0 1 0 1 
1 0 1 1 1 
1 1 0 0 0 
1 1 0 1 1 
1 1 1 0 1 
1 1 1 1 1 

 
Досить просто визначити потужність несправнос-

тей переходів, які прив’язуються до повного графу, 
що становить n∗∗2  можливих несправностей, про-
тилежних за знаком вектору стану таблиці істинності 

 0001000).(111110001=Y  Природно, що синтезо-
ваний тест повинен покривати зpгенеровану множину 
несправностей.  

Наприклад, два вектора 00111100=a  і 
10101010=b , що мають несуттєві нульові одноймен-

ні координати, автоматично виключаються з нормо-
ваного оцінювання, завдяки врахуванню і підрахунку 
тільки одиничних значень в результуючих векторах: 
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Розглянемо синтез дедуктивної логіки для and-
елемента: 
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Цікаво, що синтез дедуктивної логіки для xor-

елемента створює функцію, рівну вихідній: 
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Аналогічний результат має ще тільки одна функція 

– not-xor: 
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Синтез дедуктивної логіки L на тестових наборах 

T для двухвходового or-елемента F також здійснюєть-
ся за правилом TLF ⊕= : 

.)()( 221121 iii YTXTXxx ⊕⊕∨⊕=∨  
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Подальші найпростіші перетворення призводять 
до синтезу дедуктивної логіки: 
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Далі наведені приклади отримання матриці дедук-

тивних векторів і відповідних їм функцій для логіки 
(and, or, xor, not-xor, not, repeater) на основі викорис-
тання тільки кубітних покриттів функциональностей 
[18, 24, 27]: 

 

 

Qand L1 L2 L3 L4
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
1 1 1 1 0

→
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

→

X1X2 L1 L2 L3 L4
00 0 0 0 0
01 0 0 1 1
10 0 1 0 1
11 1 0 0 1
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Qor L1 L2 L3 L4

0 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0

→
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

→

X1X2 L1 L2 L3 L4
00 0 0 0 0
01 1 1 0 0
10 1 0 1 0
11 1 0 0 1
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Qxor L1 L2 L3 L4

0 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 0 1
0 0 1 1 0

→
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

→

X1X2 L1 L2 L3 L4
00 0 0 0 0
01 1 1 1 1
10 1 1 1 1
11 0 0 0 0

→
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Тут процедура перестановки бітів є рекурсивною і 

регулярною, але не є обчислювально складною [28, 29]. 
У таблиці 4 наведені: стани вхідних змінних, які 

відповідають значенням координат кубітного вектора-
покриття, булеві похідні, отриманий тест об’єднання 
похідних (Test) і мінімальний тест-вектор (Tmin). 

 
Таблиця 4 − Таблиця даних 

X1 . . . . . . . . 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 . . . . 1 1 1 1 . . . . 1 1 1 1
X3 . . 1 1 . . 1 1 . . 1 1 . . 1 1
X4 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1
Q 1 . . . . . . . . . . . . . . 1

Q'(X1) 1 . . . . . . 1 1 . . . . . . 1
Q'(X2) 1 . . . 1 . . . . . . 1 . . . 1
Q'(X3) 1 . 1 . . . . . . . . . . 1 . 1
Q'(X4) 1 1 . . . . . . . . . . . . 1 1
Test = 1 1 1 . 1 . . 1 1 . . 1 . 1 1 1
Tmin = 1 1 . . . . . 1 1 . . . . . 1 1  

 
Для візуального сприйняття таблиці даних точками 

відзначені нульові стани координат таблиці істинності і 
матриці похідних. В результаті виконання or-операції 
над векторами кубітних похідних було отримано тест, 
який містить 10 вхідних наборів  
T = (1110100110010111). Він є тестом діагностування 
для одиночних константних несправностей.  

Подальша процедура мінімізації тесту здійснюється 
на основі дедуктивного моделювання, з урахуванням 
структури схеми, шляхом знаходження квазімінімаль-
ного покриття (тут не розглядається) всіх змінних-
стовпців таблиці нульовими і одиничними значеннями 
виявлених константних несправностей.  

Виконання даної процедури формує результат з ше-
сти тестових наборів, наведених в таблиці 5.  

Тут точками відзначені координати з неперевірю-
ваними несправностями, FD − Fault Detected, FC − 
Fault Coverage, }1,0{=X .  

 
Таблиця 5 − Тестові набори 
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6 РЕЗУЛЬТАТИ 
Таким чином, векторна форма опису дає можли-

вість застосувати напрацьовані вченими технології 
синтезу та аналізу тестів логічних схем для ефектив-
ного вирішення завдань тестування графових струк-
тур і автоматних моделей цифрових пристроїв. 

При вимірі векторів опису процесів немає потреби 
обчислювати обидві оцінки за даними формулами. 
Досить визначити одну з них, а другу можна отрима-
ти за формулою доповнення: );,(1),( baSbaD −=                

).,(1),( baDbaS −=  
Результати синтезу дедуктивної логіки для базис-

них елементів (and, or, not) орієнтовані на апаратну 
реалізацію методу моделювання несправностей, де 
фігурують вхідні тестові набори в форматі ( 21xx ), а 
також вектори або списки вхідних несправностей 
( 21XX ), що транспортуються на вихід логічного еле-
менту.  

Запропонований метод синтезу дедуктивних мат-
риць для моделювання несправностей відрізняється від 
відомих аналогів оригінальністю математичних рі-
шень, високим рівнем паралелізму і компактністю 
структур даних, що дозволяє використовувати його 
програмну чи апаратну реалізацію для синтезу, аналізу, 
тестування, верифікації та діагностування цифрових 
систем на кристалах. Для розвитку memory-driven 
logic-free комп’ютингу запропонований кубітно-
векторний дедуктивний аналіз є істотним внеском в 
проектування ремонтопридатних цифрових систем 
регістрового і системного рівня опису [18]. 

Проведені експерименти з синтезу тестів на 16 
схемах, що містять 4−10 вхідних змінних, показали:  
1) для чотирьох схем були отримані оптимальні тести; 
2) для дванадцяти схем тести відрізнялися від опти-
мальних не більше, ніж на 25 відсотків; 3) обчислю-
вальна складність запропонованого кубітного методу 
синтезу квазіоптимального тесту для логічної функці-
ональності від n  змінних визначається оцінкою, яка 
формує часові витрати на взяття кубітних похідних і 
мінімізацію тесту: ).1(222 2 +=+= nnnnQ  

 
7 ОБГОВОРЕННЯ 

Основне рівняння тестування, яке використовуєть-
ся для цифрових систем, також толерантно і може 
бути застосовано для тестування графових структур. 
Природно, вектор графа може бути також перетворе-
ний до матричної форми, яка визначає підмножину 
декартового квадрата щодо кодових позначень вер-
шин. Але в цьому випадку необхідно використовува-
ти вже інші специфічні матричні методи синтезу та 
аналізу графових структур. 

Відмінністю формованої оцінки від відстані Хем-
мінга є виключення з метрики і структур даних умови 
існування двох нулів на однойменних координатах, 
що істотно підвищує адекватність вимірювання про-
цесів. 

Інтеграція отриманої дедуктивної логіки (рис. 15) 
представлена універсальним дедуктивним процесо-
ром [18, 26, 27] для обробки логічних схем в базисі 
(and, or, not), де V − змінна вибору типу логічного 
елемента для його дедуктивного моделювання з ме-
тою транспортування вхідних списків несправностей 
на вихід.  
 

 
Рисунок 15 − Дедуктивний процесор  

 
У схемі інвертор відсутній через його неістотність 

(не вплив) на процес транспортування несправностей. 
Процесор орієнтований на його імплементацію як 
засобу BIST [1,11], яке може бути використане в ре-
жимі онлайн тестування, моделювання та діагносту-
вання несправностей для цифрових систем на криста-
лах вентильного рівня. Слід зауважити, що тема міні-
мізації дедуктивної логіки для схем великої розмірно-
сті відсутня в сучасних публікаціях. 

Висока продуктивність синтезу дедуктивних кубіт-
них покриттів 1222 +=×= nnQ  є підставою для його 
використання в режимі online, оскільки регістрова реа-
лізація фактично двох операцій: xor-порівняння і пере-
становки бітів, дозволить звести згадану оцінку до 2 − 
5 автоматних тактів. Крім того, дві згадані операції 
можна об’єднати в одну процедуру, виконувану в од-
ному автоматному такті. Примітно, що для  
X-функціональності довільної складності процедура 
синтезу тестів відсутня, а його запис визначається 
всіма одиничними координатами Q-вектора, доповне-
ними нульовою координатою. Тест для X-функцій (3-
xor, 3-not-xor) формується таким чином: 
 

.001)110101011000()10010110(
;000)111100010001()01101001(

;0)(:

;1)(:

;

00

1

01

∨∨∨∨=
∨∨∨∨=

=∀=∈

=∀=

∨=

T
T

TfTTT

TfTT

TTT

iii

ii
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Потужність тесту для X-функції від n  змінних 
завжди дорівнює половині довжини кубітного по-

криття плюс одиниця: .21 2
2
1 n

Q ×+=  
 

ВИСНОВКИ 
В роботі розглянута задача, пов’язана з розробкою 

інноваційної технології кубітно-векторного синтезу і 

80



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 3 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 3 

 
 

© Хаханова А. В., Хаханов В. І., Чумаченко С. В., Литвинова Є. І., Рахліс Д. Ю., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-3-7 

дедуктивного аналізу тестів для їх верифікації на ос-
нові векторних структур даних, що істотно спрощу-
ють алгоритми, які можуть бути вбудовані як компо-
ненти BIST в цифрові системи на кристалах. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає в 
тому, що: 

1) вперше розроблено векторну форму опису стру-
ктур, яка дає можливість застосувати напрацьовані 
вченими технології синтезу та аналізу тестів логічних 
схем для ефективного вирішення задач тестування 
графових структур та автоматних моделей цифрових 
пристроїв; 

2) вперше отримано нову технологічну метрику 
xor-відношення в довільному форматі даних: функція-
тест-несправність, яка є утворюваною для формулю-
вання всіх завдань, пов’язаних з синтезом тестів, функ-
ціональних описів і моделюванням несправностей SoC; 

3) вперше розроблено новий метод синтезу дедук-
тивних матриць для моделювання несправностей циф-
рових схем логічного і RT-рівня, який відрізняється від 
відомих аналогів оригінальністю математичних рі-
шень, високим рівнем паралелізму і компактністю ку-
бітно-векторних структур даних, що дозволяє викорис-
товувати його програмну чи апаратну реалізацію для 
синтезу, аналізу, тестування, верифікації та діагносту-
вання SoC; 

4) вперше розроблено новий дедуктивний проце-
сор для моделювання несправностей, який орієнтова-
ний на імплементацію як засобу BIST, використовува-
ного в режимі онлайн тестування, моделювання та діа-
гностування несправностей для цифрових систем на 
кристалах; 

5) вперше отримано нову кубітно-векторну форму 
опису цифрових систем, яка перевершує існуючі спо-
соби завдання обчислювальних пристроїв за метрика-
ми: технологічність, компактність, швидкодія і якість. 
Кубітно-векторне покриття є memory-driven описом 
функціональності для більш простого рішення задач 
аналізу, синтезу, тестування і моделювання цифрових 
пристроїв. 

Практична цінність одержаних результатів визнача-
ється розробкою програмного додатка QuaSim Services 
(рис. 16), що реалізує основні сервіси тестування (Test 
Synthesis), моделювання (Fault Simulation) та діагнос-
тування  (Fault Diagnosis), що використовуються в на-
вчальному процесі для вивчення переваг кубітно-
векторних структур даних (Qubit Data Structures) і ал-
горитмів (Algorithms) [18, 26, 29]. Бібліотека (Library) 
включає схеми (Circuits),  логічні елементи (Elements), 
тести (Tests), в тому числі таблицю виявлення несправ-
ностей (Fault Detection Table, FDT). 

Сервіси мають ергономічний візуальний графічний 
інтерфейс (GUI “Qubit” ) [18, 19, 20] для ручного син-
тезу цифрових логічних схем, де кожен універсальний 
елемент визначається кубітним покриттям або його 
десятковим еквівалентом, що істотно зменшує час для 
введення схемного опису і подальшого дослідження: 
синтез тестів, діагностування, моделювання несправ-
ностей та справної поведінки (modeling and simulation). 

 
Рисунок 16 − Сервіси тестування на основі векторних  

структур даних 
 
Перспективи подальших досліджень полягають у 

імплементації векторних кубітних структур даних в 
технології класичних обчислювальних процесів, а та-
кож подальшу орієнтацію алгоритмів і структур даних 
на квантові обчислювачі. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Известно, что структуры данных являются определяющими для создания эффективных параллельных 

алгоритмов и высокопроизводительных вычислительных устройств. Поэтому разработка математически совершенных и 
технологически простых структур данных занимает около 80 процентов времени проектирования, когда на алгоритмы и их 
hardware-software кодирование затрачивается около 20 процентов временных и материальных ресурсов. Это обуславливает 
поиск таких примитивов структур данных, которые существенно упростят работающие на них параллельные высокопроиз-
водительные алгоритмы. Предлагаются модели и методы для тестирования и моделирования цифровых систем, содержащие 
отдельные преимущества квантового компьютинга в части имплементации векторных кубитных структур данных в техно-
логии классических вычислительных процессов.  

Цель.  Разработка инновационной технологии кубитно-векторного синтеза и дедуктивного анализа тестов для их вери-
фикации на основе векторных структур данных, существенно упрощающих алгоритмы, которые могут быть встроены в 
качестве компонентов BIST в цифровые системы на кристаллах. 

Метод. Используется дедуктивное моделирование неисправностей для получения аналитических выражений, ориенти-
рованных на транспортирование списков неисправностей через функциональный или логический элемент на основе xor-
операции, которая выполняет роль измерителя сходства-различия между тестом, функцией и несправностями, заданными 
одинаково в одном из форматов – таблицей, графом, уравнением. Предлагается двоичный вектор, как самый технологичный 
примитив структур данных для задания логической функциональности в целях параллельного синтеза и анализа цифровых 
систем. Параллелизм решения комбинаторных задач есть физическое свойство квантового компьютинга, которое в класси-
ческом компьютинге, для параллельного моделирования и диагностирования неисправностей, обеспечивается унитарно-
кодированными структурами данных, благодаря избыточной памяти. 

Результаты. 1) Разработан метод аналитического синтеза дедуктивной логики для функциональных элементов вентиль-
ного уровня и уровня регистровых передач. 2) Предложен дедуктивный процессор для моделирования неисправностей на 
основе транспортирования входных списков или векторов неисправностей на внешние выходы цифровых схем. 3) Описаны 
кубитно-векторная форма задания логики и методы кубитного синтеза дедуктивных уравнений для моделирования неис-
правностей. 4) Разработан кубитно-векторный метод синтеза тестов, использующий производные, вычисляемые по вектор-
ным покрытиям логики. 5) Выполнена верификация моделей и методов на тестовых примерах в программной реализации 
структур и алгоритмов. 

Выводы. Научная новизна заключается в новой парадигме технологии синтеза дедуктивной RTL-логики на основе мет-
рического уравнения тестирования, формирующего xor-отношения между тестом, функцией и неисправностями. Вводится 
векторная форма описания структур, которая дает возможность применить известные технологии синтеза и анализа тестов 
логических схем для эффективного решения задач тестирования графовых структур и автоматных моделей цифровых уст-
ройств. Практическая значимость отражается в примерах аналитического синтеза дедуктивной логики для функциональных 
элементов векторного уровня и уровня регистровых передач. Предлагается дедуктивный процессор для моделирования не-
исправностей, который ориентирован на имплементацию в качестве средства BIST, используемое в режиме онлайн тестиро-
вания, моделирования и диагностирования неисправностей для цифровых систем на кристаллах. Предлагается кубитно-
векторная форма описания цифровых систем, которая превосходит существующие способы задания вычислительных уст-
ройств по метрике: технологичность, компактность, быстродействие и качество. Разработано программное приложение, 
которое реализует основные сервисы тестирования, моделирования и диагностирования, используемые в учебном процессе 
для изучения преимуществ кубитно-векторных структур данных и алгоритмов. Приводятся оценки вычислительной слож-
ности процессов синтеза тестов и дедуктивных формул для логики и их использования при моделировании неисправностей.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: RTL логика, синтез, техническая диагностика, моделирование цифровых схем, X-функция, 
метрика сходства-различия, дедуктивная функция, метрика уравнения тестирования. 
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ABSTRACT 
Context. It is known that data structures are decisive for the creation of efficient parallel algorithms and high-performance com-

puting devices. Therefore, the development of mathematically perfect and technologically simple data structures takes about 80 per-
cent of the design time, when about 20 percent of time and material resources are spent on algorithms and their hardware-software 
coding. This lead to search for such primitives of data structures that will significantly simplify the parallel high-performance algo-
rithms which are working on them. Models and methods for testing and simulation of digital systems are proposed, which containing 
certain advantages of quantum computing in terms of implementation of vector qubit data structures in technology of classical com-
putational processes. 

Objective. The goal of the work is development of an innovative technology for qubit-vector synthesis and deductive analysis of 
tests for their verification based on vector data structures that greatly simplify algorithms that can be embedded as BIST components 
in digital systems on chips. 

Method. The deductive faults simulation is used to obtain analytical expressions focused on transporting fault lists through a 
functional or logical element based on the xor-operation, which serves as a measure of similarity-difference between a test, a function 
and faults which is specified in the same way in one of the formats − a table, graph, equation. A binary vector is proposed as the most 
technologically advanced primitive of data structures for setting logical functionality for the purpose of parallel synthesis and analy-
sis of digital systems. The parallelism of solving combinatorial problems is a physical property of quantum computing, which in 
classical computing, for parallel simulation and faults diagnostics, is provided by unitary-coded data structures due to excess mem-
ory. 

Results. 1) A method of analytical synthesis of deductive logic for functional elements on the gate level and register transfer 
level has been developed. 2) A deductive processor for faults simulation based on transporting input lists or faults vectors to external 
outputs of digital circuits was proposed. 3) The qubit-vector form of logic setting and methods of qubit synthesis of deductive equa-
tions for faults simulation were described. 4) A qubit-vector method for the tests’ synthesis which is using derivatives calculated by 
vector coverage of logic has been developed. 5) Models and methods verification is performed on test examples in the software im-
plementation of structures and algorithms. 

Conclusions. The scientific novelty lies in the new paradigm of the technology for the synthesis of deductive RTL logic based on 
metric test equation, which forms the. A vector form for structures description is introduced, which makes it possible to apply well-
known technologies for the synthesis and analysis of logical circuits tests to effectively solve the problems of graph structures testing 
and state machine models of digital devices. The practical significance is reflected in the examples of analytical synthesis of deduc-
tive logic for functional elements on gate level and register transfer level. A deductive processor for faults simulation which is fo-
cused on implementation as a BIST tool, which is used in online testing, simulation and fault diagnosis for digital systems on chips is 
proposed. A qubit-vector form of the digital systems description is proposed, which surpasses the existing methods of computing 
devices development in terms of the metric: manufacturability, compactness, speed and quality. A software application has been 
developed that implements the main testing, simulation and diagnostics services which are used in the educational process to study 
the advantages of qubit-vector data structures and algorithms. The computational complexity of synthesis processes and deductive 
formulas for logic and their usage in fault simulation are given. 

KEYWORDS: RTL logic, test synthesis, technical diagnostics, deductive fault simulation, X-function, similarity–difference 
metric, deductive function, metric test equation. 
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