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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Для багатьох РЛС автономні системи виявлення нешумливих повітряних цілей (ПЦ) і пеленгації джерел 

шумових випромінювань (ДШВ) можна замінити одною економною системою виявлення ПЦ-пеленгації ДШВ, в яких зага-
льні операції, що використовуються в процесі виявлення ПЦ і пеленгації ДШВ виконуються тільки один раз. Для такої сис-
теми розглядаються групи непараметричних і параметричних «надрозділяючих» методів спектрального аналізу (СА) для 
обґрунтування доцільного методу пеленгації ДШВ. 

Мета. Порівняльний аналіз ефективності методів СА різних груп за сукупністю критеріїв і пропозиції щодо їх практич-
ного застосування. 

Метод. Ефективність методів визначається аналітично, за результатами імітаційного моделювання та їхнього порівнян-
ня з новими результатами, викладеними у відкритій літературі. У процесі моделювання непараметричних методів СА вико-
ристовувалась обґрунтована й практично перевірена програмно-алгоритмічна база адаптивних решітчастих фільтрів. 

Результати. Показано, що методи СА обох груп не мають обмежень на конфігурацію антенної решітки (плоска, кільце-
ва і т.п.), в тому числі в ході використання в нееквидистантних «розріджених» антенних решітках (АР) з міжелементними 
відстанями більше половини довжини хвилі РЛС. Порівняно роздільну здатність (визначення кількості ДШВ) і ефективність 
пеленгації ДШВ методами різних груп під час використання різних АР. Показано, що методи першої групи (непараметрич-
ні) за ймовірністю правильного розділення майже не поступаються відомим і новим методам другої групи (параметричним). 
За сукупністю критеріїв і практичних умов використання для пеленгації джерел шумових випромінювань доцільно викорис-
товувати метод мінімуму дисперсії Кейпона, якщо існують обмеження на обчислювальну складність методу. За відсутності 
таких обмежень доцільно використовувати набір методів. 

Висновки. Для практичної реалізації комбінованої системи виявлення нешумливої точкової цілі і пеленгації джерел 
шумових випромінювань пропонується структурно-алгоритмічна основа адаптивного решітчастого фільтра. На ньому поряд 
з формуванням вагового вектора для виявлення цілі можна для пеленгації ДШВ реалізувати не тільки метод Кейпона, а і 
набір методів, якщо різним чином комбінувати квадрати модулів компонент його вихідних векторів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: метод, спектральний аналіз, адаптивний решітчастий фільтр, критерій розділення-вимірювання, 
пеленгація, джерело шумових випромінювань, роздільна здатність. 
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АБРЕВІАТУРИ 
ESPRIT – Estimation of Signal Parameters via Rota-

tional Invariance Techniques; 
CRLB – межа Крамера-Рао; 
MUSIC –  Multiple Signal Classification; 
ML – метод максимальної правдоподібності; 
МРМ  (Minimal Polynomial Method) – метод міні-

мального багаточлена; 
АР – антенна решітка ; 
АРФ – адаптивний решітчастий фільтр; 
АФР – амплітудно-фазовий розподіл; 
ВПМ – взаємно простий масив 
в.з. – власні значення; 
ВСШ – відношення сигнал/шум; 
ДШВ – джерело шумових випромінювань; 
ДС – діаграма спрямованості; 
ДЕС – дискретний енергетичний спектр; 
ІХ – імпульсна характеристика; 
КМ – кореляційна матриця; 
КСВП – комбінована система виявлення –пеленгації; 
МІХ – матрично-імпульсна характеристика; 
МАК – модифікований алгоритм Кейпона ; 
МД – метод «мінімуму дисперсії» Кейпона; 
МЕ – метод «максимальної ентропії» Берга; 
ПЦ – повітряна ціль; 
РЛС – радіолокаційна станція; 
СА – спектральний аналіз; 
СФ – спектральна функція; 
СКП – середньо квадратична похибка; 
ФАР – фазована антенна решітка. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

K  – розмір навчальної вибірки; 
М –  число елементів АР; 
n  – кількість джерел шумових випромінювань;  

( )αMp  – остання компонента вектора  ( )αp ; 
( )α1q  – перша компонента вектора ( )αq ; 

( )α
pМЕS  – СФ методу «максимальної ентропії» 

Берга, яка сформована з сигналів з p -виходів АРФ; 

( )α
qМЕS  – СФ методу «максимальної ентропії» 

Берга, яка сформована з сигналів з q -виходів АРФ; 

( )α1S  – СФ методу Кейпона; 

( )α
q

S3
~  – СФ МАК, яка сформована з сигналів з 

q -виходів АРФ; 

( ) ~
3 α

p
C – СФ МАК, яка сформована з сигналів з 

p -виходів АРФ; 

)(ˆ
lS α  –значення СФ у точках максимумів lα ;  

)(ˆ
серαS  – значення СФ у середній точці серα  між 

максимумами; 
θσ –  середньоквадратична похибка; 

L  – загальна кількість випробувань; 

,iθ  – оцінка координати -i го джерела в - м ви-
пробуванні; 

q  – ВСШ; 

Ar  – ранг матриці A ; 
( )S
mλ  – в.з. матриці S . 

 
ВСТУП 

Для багатьох РЛС поряд із завданням виявлення 
повітряних цілей (ПЦ) на фоні завад, що створюються 
точковими джерелами шумових випромінювань 
(ДШВ), вимагається пеленгувати ці джерела. Зазвичай 
для цього створюються спеціальні канали обробки. 
Разом з цим алгоритми розв’язку кожного із завдань 
мають загальні операції, що становлять істотну час-
тину відповідного алгоритму в цілому. Тому автоно-
мні системи виявлення ПЦ і пеленгації ДШВ можна 
замінити комбінованою системою виявлення ПЦ-
пеленгації ДШВ (КСВП), в яких спільні операції вияв-
лення ПЦ і пеленгації ДШВ виконуються тільки один 
раз. Можливості й особливості такої комбінації на 
основі кореляційних автокомпенсаторів розглядалися 
ще в роботах В. В. Федініна [1].  

Комбінована система виявлення-пеленгації, що за-
пропонована в [2], базується на єдиній програмно-
алгоритмічній базі АРФ і дозволяє одночасно сфор-
мувати ваговий вектор для систем виявлення ПЦ і 
пеленгації ДШВ. Однак ґрунтовно не визначено доці-
льні методи пеленгації ДШВ. 

 
ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

У науковій літературі для пеленгації ДШВ пропо-
нуються так звані  методи СА, що «надрозділяють», 
які в [3, с. 442] умовно поділяються на дві групи: без 
попередньої й з попередньою оцінкою кількості 
ДШВ. Методи першої групи ще називають непараме-
тричними (невласноструктурними), а другої – параме-
тричними (власноструктурними). 

Непараметричні методи [4–10] базуються на без-
посередньому аналізі вхідного процесу АР. Дана вла-
стивість цієї групи методів вигідно відрізняє її від 
групи параметричних методів [11–36], які передбача-
ють апріорне знання обмежень на модель вхідних 
сигналів (кутовий розмір ДШВ, тип хвильового фрон-
ту, характер багатопроменевості й т.п.). На сьогодні 
загально відомі параметричні методи MUSIC, ROOT-
MUSIC [4, 5, 16], повороту підпростору ESPRIT 11–
14], MODE [15] достатньо ґрунтовно досліджені. 
Вони є спрощенням ML [15–19], який дозволяє досяг-
ти нижньої межі CRLB для великих вибірок вхідних 
дій. Поряд з його асимптотичною статистичною ефек-
тивністю, обчислювальні витрати методу ML надзви-
чайно високі, і його глобальний розв’язок не гаранту-
ється [16, 17]. Метод MUSIC є популярним набли-
женням методу ML, який в обчислювальному відно-
шенні простий і для некорельованих сигналів асимп-
тотично еквівалентний методу ML [20]. Однак у ви-
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падку корельованих джерел його статистичні харак-
теристики незадовільні [18].  

Більшість параметричних методів, зокрема, проек-
ційні методи ESPRIT, MUSIC з його модифікаціями 
не мають можливості оцінити кількість джерел сигна-
лів, яка є одним з параметрів математичної сигнальної 
моделі й має бути відома або попередньо оцінена. У 
методі МРМ [7, 8] на відміну від методів MUSIC і 
ESPRIT не потрібно обчислювати власні числа і век-
тори КМ для поділу на шумовий й сигнальний під-
простори.  

У зазначених роботах показано, що МРМ є більш 
ефективним порівняно з MUSIC у різних умовах ко-
рельованості сигналів ДШВ, а також у випадку об’єму 
вибірки K , який менший кількості М  елементів АР. 

Зазначимо, що розглянуті методи з поліпшеними 
характеристиками порівняно з їхніми класичними 
варіантами, і ряд інших, які розроблені для плоских 
[11, 24] і циліндричних АР [6, 11], синтезовані для 

−М елементних решіток з міжелементними відста-
нями меншими або рівними півхвилі РЛС. Відомо, що 
такі АР виявляють 1−= Mn  джерел шумових випро-
мінювань. На практиці кількість елементів АР 

1>>M . При цьому значно зростають обчислювальні 
витрати, вартість устаткування й ускладнюється 
калібрування елементів АР. 

Проблема долається застосуванням спеціальних 
нееквідистантних антенних решіток [25–29]. У них 
міжелементні відстані набагато більші півхвилі РЛС і 
змінюються від елемента до елемента. На сьогодні 
отримали розвиток взаємно прості масиви (ВПМ) 
[25, 27], що, як стверджується в [23], мають найкращі 
характеристики. 

В умовах різноманітності параметричних методів 
СА порівняння їхньої ефективності (точності пелен-
гації, розділення й визначення кількості джерел) про-
водиться в межах групи й, зазвичай, при великих роз-
мірах ( 100>K ) навчальної вибірки [25, 27]. Сформу-
вати такі вибірки в ході пеленгації ДШВ та круговому 
огляді простору складно.  

У більшості випадків методи СА порівнюються не 
за сукупністю, а за найбільш виграшними показника-
ми ефективності (якості). Не так очевидна й програм-
но-алгоритмічна база реалізації методів, наприклад, 
для МРМ. Таким чином, переваги параметричних ме-
тодів СА над непараметричними потребують обґрун-
тування. Для практичного застосування потрібно мати 
комплексну уяву про можливості методів різних груп 
і за сукупністю критеріїв. 

Мета статті – порівняльний аналіз ефективності 
методів СА різних груп за сукупністю критеріїв і про-
позиції щодо їхнього практичного застосування.  

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Нехай задана група A  із 1G  непараметричних ме-
тодів і група B  із 2G  параметричних методів СА. Для 
останніх відома імовірність правильного визначення 

)(B iР  ),1( 2Gi∈  кількості ДШВ (роздільна здатність) 

і точність )(
B

iθσ  ),1( 2Gi∈  пеленгації ДШВ. Задача 

вибору методу пеленгації ДШВ для комбінованої сис-
теми виявлення нешумливої точкової цілі і пеленгації 
ДШВ полягає в знаходженні значень )(АP  і )(Aθσ  

),1( 1G∈  і визначенні 
 

))(max( APPa = , ))(min( Aθθ σ=σ a , 1,1 G∈ , 

))(max( B iPPb = , ))(min( B ib θθ σ=σ , 2,1 Gi∈ . 
 
Вважається, що група A  ефективніша групи B , якщо 
 

)(&)( baba PP θθ σ<σ> . 
 

В роботі використовуються результати досліджень 
ефективності параметричних методів, які наведено в 
роботах [7, 8, 25, 27]. Ефективність непараметричних 
методів визначається за результатами імітаційного 
математичного моделювання, яке виконано авторами 
публікації. Початкові дані і умови для моделювання 
відповідають умовам експериментів [7, 8, 25, 27]. Під 
час моделювання непараметричних методів СА вико-
ристовувалась обґрунтована й практично перевірена 
програмно-алгоритмічна база АРФ [9, 10, 37]. 

 
2 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Непараметричні методи СА сканування простору 
виконують сканування простору таким чином, щоб 
оцінка )(αS  просторового спектру одержувалась як 
неперервна функція кутової координати α , причому 
апріорні припущення про кількість джерел випромі-
нювання не потрібні. У зв’язку з цим вони є більш 
привабливими для практичного застосування та тех-
нічної реалізації. Найбільш просто і компактно СФ 
переважної більшості методів СА реалізуються АРФ 
[9, 10]. До таких фільтрів відносяться фільтри із 

MM ×2  МІХ вигляду (1): 
 

 H

N*
 

0 

0 
=1W

, 

(1)

 
де H  і ∗N  – нижня і верхня трикутні ( 0== ∗

liil nh  
при il > ) MM ×  матриці, що задовольняють умову 
(2): 
 

1−∗∗ ==⋅=⋅ ΦΨNNHH . (2)
 
Тут і далі зірочка (∗) – символ ермітового спря-

ження. 
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Опорний вектор )(αх  ФАР для напрямку аналізу 
α  з обраного діапазону [ ]eb αα∈α ,  перетворюється 
цим фільтром у 2 -M вимірний вихідний вектор 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ).  

, , 
α=α
α=α

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α
α

=α ∗ xNq
xHp

q
p

xW  (3)

 
Властивості (2), (3) АРФ дозволяють реалізувати 

більшість відомих і нових непараметричних методів 
СА на одному фільтрі. Так СФ  

 

( ) ( ) ( )( ) 1*
1

−
α⋅⋅α=α xΨxS  (4)

 
методу МД [4, 5], допускає на подання у вигляді [9, 
10] 

 
( ) 1)( −∗=α pp

рМДS , ( ) 1)( −∗=α qqqМДS , (5)
 
тобто є величиною оберненою до суми вихідних сиг-
налів р  і −q  виходів АРФ. 

Як випливає з (5), АРФ дозволяє одночасно сфор-
мувати два комплекти кожної СФ. Ця природня «над-
лишковість» може ефективно використовуватись як 
для контролю правильності обчислень (шляхом порі-
вняння апріорі рівних значень обох СФ ( )α1S ), так і 
для підвищення якості СА (за рахунок переходу до 
середніх значень у загальному випадку різних «одно-
йменних» СФ). Як приклад, останній компонент 

( )αMp  вектора ( )αp  й перший компонент ( )α1q  век-
тора ( )αq  визначають два різновиди СФ методу МЕ 
Берга [4, 5, 9, 10]: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ,)(

,)(

2
1

2
1

22

−−∗

−−∗

α=α⋅=α

α=α⋅=α

qS

pS

q

p

МЕ

MMМЕ

xn

xh
 (6)

 
де [ ]M

jMjM h 1=
∗ =h  й [ ]M

jijn 1,11 =
∗ =n  -M вимірні остан-

ній рядок матриці H  й перший рядок матриці ∗N  
відповідно. 

Крім широко відомих СФ Берга і МД Кейпона в 
літературі зустрічаються методи із СФ вигляду (7): 

 

.,1 , 
 )( 

)()(
)(

23 MmS
m

mm ∈
α⋅⋅

α⋅⋅α⋅ω
=α

∗

∗

xΨe

xΨx
 (7)

 
Спектральна функція )(3 αS  характеризує один з 

різновидів МАК [9, 10]. Реалізація МАК (7) на АРФ 
можлива двома варіантами СФ: 

 

( ) ( ) .
 

   , 2
1

1
*

1
2

*

q
S

p
S

qp МАК
M

MM
МАК

−−−− ⋅
=α

⋅
=α

qqpp  (8)

 
Як показано в [31], якість пеленгації в ряді випадків 

можна покращити, якщо використовувати інформацію 
набору «надрозділяючих» СФ. Досить ємний набір та-
ких СФ отримується на одному АРФ за різних комбі-
націй квадратів модулів компонент його вихідних 
векторів (3). Прикладами служать, зокрема, СФ [9]: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ,   , 
11

пр
*
прпрпр

*
прпр

−−

⋅=α⋅=α qqрр
qр

SS  (9)

 
які формуються «проміжним» числом  
 

( ) ( ) MMM /1 , 0  ,  1round −∈χχ−=ϑ  (10)
 

перших елементів вектора p  й останніх елементів 
вектора q . В «граничних» випадках 0=χ  і 

( ) MM  / 1−=χ  ( M=ϑ  і 1=ϑ ) СФ збігаються із СФ 
МЕ Берга (6). «Проміжні» різновиди СФ МАК (7, 8), 
для позначення яких використовується знак (~), опи-
суються виразами: 
 

( ) ( )

( ) ( ) .~,~

 ,~  , ~

пр
*
пр

*

3
пр

*
пр

*

3

пр
*
пр

3
пр

*
пр

3

qq

qq

рр

рр

qq

qq

рр

рр

⋅

⋅
=α

⋅

⋅
=α

⋅

⋅
=α

⋅

⋅
=α ϑ

∗
ϑϑ

∗
ϑ

qp

qp

SS

CC

 (11)

 
За необхідністю набір СФ можна поповнити й ін-

шими СФ, які також сформовані з комбінацій квадра-
тів модулів компонент вихідних векторів (3) АРФ. 
Нижче порівнюється ефективність розглянутих «над-
розділяючих» методів СА з новими параметричними 
методами [25–36] в процесі розв’язання інформацій-
ної задачі розділення-вимірювання [3]. 
 

3 ЕКСПЕРИМЕНТИ  
Можливості «надрозділяючих» методів СА аналі-

зуються на прикладі -M елементної ФАР, яка при-
ймає шумові коливання n  неперервних точкових не-
залежних ДШВ. Вхідна реалізація, на основі аналізу 
якої приймається рішення про відсутність або наяв-
ність джерел та їхні параметри, задається вибіркою 

[ ]Kkk 1== YY  1≥K  гаусівських (нормальних) взаємо-

незалежних -M вимірних векторів [ ]M
i

k
ik y 1

)(  ==Y  
комплексних амплітуд вихідних коливань M  елемен-
тів (модулів) ФАР у K  дискретних моментах часу з 
однаковою істинною MM ×  КМ, яка допускає по-
дання у вигляді [3–5] 

 

;,1 ,** KkMkk ∈+== FhFIYYФ  (12а)
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;,1 ,   ;  ,0,1
,  ,0 *

Klklkklkk

kllkk
∈≠=δ=δ

δ== ФYYY  (12б)

[ ]Mlili x 1)()( =α=αх , ni ,1∈ , 

[ ] n
ii 1 )( =α= xF ,    [ ] n

iih 1 diag ==h . 
(12в)

 
Тут і далі риска зверху – символ статистичного 

усереднення. 
Вираз (12) відповідає взаємній незалежності влас-

них шумів M  приймальних елементів з однаковою 
(прийнятою за одиницю) дисперсією і некорельовано-
сті випромінювань n  зовнішніх джерел з відносними 
(по відношенню до рівня власних шумів елементів) 
потужностями ),1( nih i ∈ . Вектори-стовпці )( iαx  

nM ×  матриці F  (12в) описують АФР по апертурі 
випромінювань ДШВ з «напрямків» ),1( nii ∈α .  

Непараметричні методи СА використовують не-
статистичну процедуру аналізу просторового спектра 
шумових випромінювань. Вона полягає в формуванні 
в точках α  із вибраного сектора ( kн αα , ) СФ )(αS  
відповідних методів СА і подальшого пошуку їхніх 
локальних максимумів. Кількість максимумів далі 
ототожнюється з кількістю n  джерел випромінювань 
у цьому секторі, а їхні координати lα  і значення 

),1(  )( nlS l ∈α  – з напрямками і відносними інтенсив-
ностями h  джерел випромінювань [4, 5]. У цьому 
випадку два ДШВ вважаються розділеними за крите-
рієм Релея, якщо «глибина провалу» між максимума-
ми )2,1(  )( ∈α lS l , що визначається параметром  

 

2/)( ,2,1  ,
)(

)(
21 α+α=α∈

α
α

=γ сер
сер

l l
S

S
, (13)

 
перевищує апріорі вибраний поріг 0γ  (зазвичай 

 )31(0 ÷=γ дБ). 
Розділення-вимірювання більшістю параметрич-

них методів, зокрема, проекційними методами 
ESPRIT, MUSIC з його модифікаціями, полягає в по-
передній оцінці кількості n  ДШВ з подальшим 
визначенням напрямків на ДШВ за власними числами 
і векторами КМ.  

Додаткові операції оцінки кількості n  ДШВ, що 
входить до процедури пеленгації параметричними 
методами СА, збільшують загальні обчислювальні 
витрати для отримання результату пеленгації. Як при-
клад, для лінійних АР пеленгація методом MODE [22] 
реалізується аналізом власних значень КМ вхідних 
дій із обчислювальними витратами (0,5(M+1)МK), де 
M і K – кількість елементів АР і навчальних векторів 
відповідно [22]. Це приблизно в 0,5М раз більше, ніж 
потрібно для непараметричного методу Кейпона. 

У методі МРМ [7, 8] на відміну від методів MUSIC 
і ESPRIT не потрібно обчислювати власні числа і век-

тори КМ для поділу на шумовий й сигнальний під-
простори. Для цього достатньо оцінити степінь і ко-
рені мінімального багаточлена КМ сигналів в елемен-
тах АР та сформувати матричний проектор на шумо-
вий підпростір. Степінь т даного багаточлена пов’я-
заний із кількістю j джерел сигналів ( 1−= mJ ), а 
проектор використовується для оцінки кутових коор-
динат цих джерел. Такі властивості МРМ за прийнят-
них значеннях ймовірності правильного розділення і 
похибок пеленгації можуть бути визначальними для 
вибору методу пеленгації в комбінованій системі ви-
явлення нешумливих цілей і пеленгації джерел шумо-
вих випромінювань.  

Експериментальні дослідження проводились шля-
хом імітаційного математичного моделювання і поля-
гали в порівнянні ймовірності P  правильного визна-
чення кількості (роздільної здатності) та похибок θσ  

пеленгації ДШВ методами МД, ( )α
р

C3
~ , АРФ-

набором за стратегією «5 із 17» з параметричними 
методами. Вважалось, що АРФ-набір (п. 2) викорис-
товує =Q 17 методів розділення n  ДШВ. Джерела 
вважаються розділеними, якщо не менш =z 5 методів 
вказали одне й те саме значення n  джерел (стратегія 
розділення «5/17»).  

 
4 РЕЗУЛЬТАТИ 

На рис. 1, 2 для ситуації двох рівнопотужних ДШВ 
показано залежності ймовірності P  від інтенсивності 
ДШВ ν  в елементі лінійної еквідистантної АР з 

50=М  (рис. 1) і 10=М  (рис. 2) елементами. Відно-
сна (відносно ширини ДС антени) відстань між ДШВ 
дорівнювала 5,0=Δ (рис. 1) і 8.0=Δ (рис. 2). Назви 
кривих на рисунках відповідають назвам методів СА, 
що досліджувались. Графіки для метода МРМ на 
рис. 1 відтворено з роботи [7], а на рис. 2 – з роботи 
[8]. Для зручності подальших обговорень результатів 
на графіках наведена шкала значень ν= Mq , які 
характеризують ВСШ на виході АР. 

pС3
~

 
Рисунок 1 –  Імовірність правильної оцінки кількості ДШВ 

методами СА згідно з [7] 

11



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2022. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2022. № 1 

 
 

© Атаманський Д. В., Рябуха В. П., Карташов В.М., Семеняка А. В., Прокопенко Л. В., 2022 
DOI 10.15588/1607-3274-2022-1-1 

pС3
~

 
Рисунок 2 – Імовірність правильної оцінки кількості ДШВ 

методами СА згідно з [8] 
 
Рисунки 3, 4 ілюструють ефективність методів під 

час використання розріджених АР. 
 

 
Рисунок 3 – Розділення 17-і ДШВ АР з 10 датчиками різни-

ми методами СА 
 
На рис. 3. показано СФ методу, який запропонова-

но в роботі [25] (далі, метод М25), і методів МАК, МД 
для ситуації, коли кількість ДШВ ( 17=n , 0=νi дБ), 
кількість приймальних елементів АР 10=M , а кіль-
кість навчальних векторів – =K 800. Положення еле-
ментів АР: [0, 3, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 20, 25] λ/2. З геоме-
трії АР випливає, що віртуальна ширина АР дорівнює 
25 2/λ , а її ширина діаграми спрямованості (ДС) ста-
новить =Δ 4,50. 

На цих рисунках вертикальні штрихові лінії вка-
зують справжні напрямки на ДШВ, крива М25 вказує 
оціночну спектральну лінію (СЛ) методу М25, крива 
МАК – СЛ методу МАК, крива МД – СЛ методу МД. 

На рис. 4 наведено залежності ймовірності прави-
льного розділення P  двох ( 2=n ) ДШВ від їхньої 
потужності ν , дБ для ситуації лінійної нееквідистан-
тної АР з =M 10 датчиками, які розташовані на від-
станях в [ 0,5; 1,0; 3,0; 3,5; 6,0; 6,5; 7,0; 7,5; 8,0;10,0 ] 
одиниць півхвиль [27]. Кутова відстань між ДШВ Δ/2, 
кількість навчальних векторів – =K 200. 

v,дБ-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

0.2

0.4
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0.8
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Рисунок 4 –  Ефективності розділення методів СА 

 
Імовірності розділення параметричними методами 

SANSF, MUSIC, WGMF[27], LIKES [36], MODE [22] 
порівнюються з імовірністю методу МД та АРФ-
набору, що працює за критерієм розділення «5/17». 

Результати порівняння точності пеленгації мето-
дами МД і МАК та параметричними методами ілюст-
руються рис. 5. Тут θσ  СКП пеленгації ДШВ, яка 
визначається виразом [25]  

 

( )∑ ∑
= =

θ θ−θ=σ
L n

i
iiLK 1 1

2
,

1 , (14)

 
де 1000=L  – загальна кількість випробувань, ,iθ  – 
оцінка координати -i го джерела в - м випробуванні.  

На рис. 5а наведено залежності СКП (14) оцінки 
напрямків від потужності ν  ДШВ в елементі АР при 
фіксованому значенні =K 200, а на рис. 5б – залеж-
ності СКП (14) від об’єму вибірки K при фіксованому 
=ν 10 дБ. 
Порівнюються ефективності методу МД, MUSIC, 

WGMF [27], LIKES [36] і MODE. Крива CRLB 
відображає мінімально можливу СКП (межу Крамера-
Рао) для ситуації, яка розглядається. Використовуєть-
ся АР із прикладу рис. 4. Пеленгуються три некоре-
льорованих ДШВ з однаковою амплітудою й коорди-
натами [ –34,2; 1,5; 35,8].  

 
5 ОБГОВОРЕННЯ 

Як видно з рис. 1 метод МД помітно поступається 
МРМ [7], що відмічалось у висновках роботи [7]. Од-
нак АРФ-методи і АРФ-набір дозволяють отримати 
ймовірності розділення більші за імовірності МРМ. 
Подібні результати отримані і в іншій модельній си-
туації ( 8,0=Δ , 10 =M , 20=K ) в ході використання 
МП оцінки КМ вхідних дій (рис. 2). Відзначимо та-
кож що, при 10=ν= Mq дБ імовірність розділення 
методу МД складає 5,0=Р , що співпадає з теоретич-
ними викладками роботи [10]. Там показано, якщо 
рішення про розділення в двосигнальній ситуації ух-
валюється  за  критерієм  Релея (13),   то  за  будь-яких 
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a 

 
б 

Рисунок 5 – Показники CKВ у ході порівняння оцінок коор-
динат ДШВ 

 
 

значень 0>−=δ MK  вибірки і значеннях 21 α≠α  

випадковий параметр )(/)(),( 2121 αα=ααγ SS  буде не 
нижче свого істинного значення 

)(/)(),( 2121 αα=ααγ SS  з фіксованою ймовірністю 
5,0=P . Дійсно, як показано в [10], при 

10=ν= Mq дБ і 8,0=Δ  справжнє значення 
2),( 21 =ααγ . Тоді ймовірність розділення за (13) по-

винна складати 5,0=P , що ілюструється рис. 2. 
Зазначимо, що метод МРМ може використовува-

тись в умовах малих ( MK < ) (рис. 1) навчальних 
вибірок без обмежень на геометрію АР, що є безпере-
чною перевагою даного методу перед непараметрич-
ними методами. Останні формують СФ на основі мат-
риці, оберненої до КМ вхідних дій. Для її оцінювання 
в загальному випадку (без додаткового перетворення 
КМ, наприклад, регуляризації [37]) необхідно MK ≥ . 
Вимоги можуть зменшені за наявності специфіки КМ 
(персиметрія, теплицева матриця), яка обумовлена 
геометрію АР, але не завжди присутня на практиці. 

Багато публікацій останніх років [25–30, 32–36] 
присвячено методам пеленгації MN >  ДШВ антен-
ними решітками із спеціально підібраними відстаня-
ми ( 2/λ>d ) між елементами АР (АР із розрідженим 
масивом елементів). Висока ефективність розділення 
запропонованих методів ілюструється порівнянням з 
відомими параметричними методами (SS-MUSIC [21], 
LRD [32], LАССО [33] и OGSBI [34]) в умовах знач-
них об’ємів навчальних вибірок (як приклад, у [25] 
використовується 800=K ). Тоді в першому набли-
женні КМ вхідних дій можна вважати близькою до 
справжньої. В цих обставинах параметричні методи 
формують теоретично надзвичайно тонкі «піки» СФ 
при незначних потужностях ν  ДШВ, що обумовлює 
їхні переваги в роздільній здатності і точності пелен-
гації над непараметричними методами. Так, у ситуації 
двох ( 2=n ) близько розташованих ДШВ із коорди-
натами −31.250 і −29.640, що відповідає кутовій від-
стані між джерелами Δ≈ 35.0 , методу M25 достатньо 
ВСШ =q 10 дБ [25]. Водночас згідно з даними [10] 
для розділення непараметричними методами необхід-
но =q 28 дБ (МАК) і =q 42 дБ (МД).  

Однак ефективність розділення в умовах обмеже-
ного об’єму навчальних вибірок мало відрізняється 
від ефективності параметричних методів рис. 4. Вид-
но, що класичний метод МД у даній модельній ситуа-
ції поступається методу SANSF – кращому з парамет-
ричних методів. Однак ці переваги при 9,0=Р  скла-
дають лише 2 дБ. За необхідності підвищити ефекти-
вність розділення можна використати АРФ-набір 
методів. Як видно з рис. 3, параметричні методи 
можуть виявляти ДШВ, кількість яких більше кілько-
сті елементів АР. Аналогічне завдання можуть вирі-
шувати й непараметричні методи (рис. 3). Тільки ці 
методи формують СФ значно простіше, ніж, напри-
клад, метод М25 з дев’яти кроковою процедурою фо-
рмування СФ [25]. 

Таким чином, за ефективністю визначення кілько-
сті ДШВ, непараметричні методи в умовах помітно 
великих об’ємів навчальних вибірок поступаються 
параметричним, оскільки останні формують теорети-
чно надзвичайно тонкі «піки» СФ при незначних по-
тужностях ν  ДШВ. Ці переваги істотно знижуються в 
умовах обмежених (малих) об’ємів вибірок.  

Такі ж властивості непараметричних методів про-
являються в процесі пеленгації ДШВ, що підтверджу-
ється графіками рис. 5. Видно, що непараметричні 
методи за величиною похибки пеленгації майже не 
поступаються параметричним методам, а в умовах 
малих навчальних вибірок ( 50<K ) навіть їх перева-
жають. 

Специфічною особливістю параметричних мето-
дів, потенційно більш ефективних непараметричних, є 
врахування апріорної інформації про збіг рангу сиг-
нальної складової КМ гаусівських вихідних сигналів 

1>М  просторових каналів приймання з кількістю 
Mn <  зовнішніх незалежних ДШВ.  

13
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Такий збіг відсутній у ситуації неідентичних кана-
лів приймання. Тут під неідентичністю каналів при-
ймання розуміється відмінність у центральних часто-
тах і ширинах смуг пропускання каналів приймання, 
які характеризуються відносними відхиленнями 

0Ffii =μ  та Ffii Δ=ν  центральної частоти if  і 
ширини смуги пропускання ifΔ  -m го каналу від но-
мінального значення центральної частоти 0F  і шири-
ни смуги F .  

В умовах неідентичних каналів приймання реальні 
можливості параметричних методів і створених на 
їхній основі наборів (п. 2) методів можуть бути суттє-
во нижче потенційних, у зв’язку з чим їхні практичні 
переваги не настільки очевидні. 

Дійсно, нехай ( )[ ]M
mm tvt 1)( ==v  – -M вимірний 

вектор імпульсних характеристик (ІХ) M  просторо-
вих каналів приймання. Тоді КМ 1Ф  сигналів на їхніх 
виходах може бути подана у вигляді [38] 

 
[ ] ijijij

M
jiij a)ід(

1,1 , ϕ=ϕ⊗=ϕ=
=

AΦΦ , (15)

де  
 

[ ] ∫
∞

∞−
= == dttta M

jiij )()( *
1, vvA  (16)

– КМ ІХ каналів приймання; ⊗ – символ по-
елементного перемножування матриць (добуток Шу-
ра-Адамара); Φ  – КМ сигналів в умовах ідентичних 
ІХ просторових каналів приймання. 

Без втрати загальності будемо вважати, що в мат-
риці A  (16) діагональні елементи  
 

1)( 2 == ∫
∞

∞−

dttva mmm  за всіх Mm  ,1∈ , 

 
де 
 

CIФ += M1 , AFhFC ⊗= * . (17)
 
Тоді ефективний ранг КМ 1Φ  (17) визначається 

рангом матриці C  і дорівнює [38] 
 

{ } nrnMrankr ≥⋅== AC C ,min , (18)
 
де Ar  – ранг матриці A . 

 

Можна показати, що за ідентичних каналів при-
ймання КМ ІХ A  (16) має ранг 1=Ar . У цьому випа-
дку ефективний ранг 1Φr  матриці 1Φ  (17) дорівнює 
ефективному рангу Φr  матриці Φ  (12) і збігається із 
кількістю ДШВ Mn <  ( nrr =≠

1ΦΦ ). Однак за 

неідентичних каналів приймання 1>Ar  і такого збігу 

немає ( nrr == ΦΦ1
). Матриця C  поряд з n  ненульо-

вими «корисними» (сигнальними) власними значен-
нями (в.з) має й ( )1−Arn  «паразитних» в.з. Їхній 
рівень визначається ступенем неідентичності ІХ кана-
лів приймання, просторовим розташуванням і інтен-
сивністю ДШВ [38]. Зокрема, для рівнопотужних 
ДШВ ( nihhi ,1, ∈= ) матриця C  має вигляд 

 

SC h= , AFFS ⊗= * , (19)
 

і всі її в.з., у тому числі і «паразитні», дорівнюють 
 

( ) ( )SC
mm hλ=λ , Mm ,1∈ , (20)

 

тобто пропорційні в.з. ( )S
mλ  матриці S  (19). 

Як приклад, на рис. 6 показано залежності в.з. 
( ) ( )SФ

mm hλ+=λ 1  )10,1( ∈m  матриці 1Φ  (17) від інтен-
сивності h  двох ( 2=n ) рівнопотужних ДШВ при 
фіксованих параметрах неідентичності (середньоква-
дратичного відхилення (СКВ) =σμ 0.005 центральної 

частоти і ширини смуги пропускання =σν 0). Видно, 
що зростання інтенсивності ДШВ h  супроводжується 
збільшенням ефективного рангу (кількості в.з., що 
помітно перевершує одиницю) матриці 1Φ  (17). Так, 
уже при 20≥h дБ цей ранг не менше трьох і не збіга-
ється із кількістю ДШВ. Очевидно, що при більших 
значеннях h  ефективний ранг 1Φ  не буде збігатися із 
кількістю ДШВ n  при менших значеннях μσ . 

За цією причиню в умовах неідентичних каналів 
приймання, коли 1lim ΦΦΦ ≠=

∞→K
, і, отже, nr >C , 

висока якість визначення ефективного рангу Cr , влас-
тива, наприклад, критерію Шварца-Ріссанена (MDL), 
робить його практично непридатним для оцінки числа 
ДШВ. 

 
Рисунок 6 – Власні значення КМ вихідних сигналів каналів 

приймання 1Φ  (17) 
 

Дійсно, в MDL-критерії кількість ДШВ n  є роз-
в’язком оптимізаційної задачі [16] 
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де ( )Ф
mλ  – в.з. MM ×  оціночної КМ Φ  вихідних сиг-

налів приймальних каналів.  
З (21) випливає, що оцінка кількості ДШВ n  за-

лежить від флуктуацій оцінок в.з. КМ Φ , які на прак-
тиці можуть бути занадто великими.  
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Рисунок 7 – Залежності ймовірності правильного  
розділення ДШВ від параметрів неідентичності  

каналів приймання ФАР  
 
Це наочно ілюструється на рис. 7, де показані гра-

ничні імовірності правильного розділення за критері-
єм MDL (21) (суцільні криві) і набором непараметри-
чних («НП – набором») методів (штрихові криві) двох 
( 2=n ) рівнопотужних ДШВ з відносними інтенсив-
ностями 20=h  дБ . Термін «граничні» введено через 

використання замість оцінок в.з. ( )1Φ
mλ  ),1( Mm∈  ма-

триці 1Φ  (17) їхніх істинних значень ( )1Φ
mλ . Видно, 

що вже при незначному рівні неідентичності (значен-
нях σμ і σν) ефективність оцінювання числа ДШВ за 
MDL – критерієм помітно знижується. Так, імовір-
ність правильного розділення P  на його основі стає 
близькою до нуля вже при σμ ≈ 0,004. 

В той же час аналогічна неідентичність значно 
менше знижує роздільну здатність «НП-набору» 
методів, в якому оцінка кількості джерел не базується 
на аналізі ефективного рангу оцінки Φ  КМ Φ . Як 
показують розрахунки й моделювання, ці висновки 
справедливі не тільки стосовно роздільної здатності, 
але й точності вимірювання координат ДШВ. Крім 
цього, «НП-набір» не вимагає розв’язку складної 
задачі визначення власних чисел і векторів КМ, роз-

мір якої може бути досить великий. Він виявляється й 
більш простим для технічної реалізації. Тому саме 
«НП-набір» методів (п. 2) може бути рекомендований 
для практичної реалізації плідної ідеї комбінованої 
пеленгації джерел шумових випромінювань. 

 
ВИСНОВКИ 

У статті вирішено задачу вибору методу (алгорит-
му) пеленгації ДШВ для комбінованої системи вияв-
лення нешумливої точкової цілі і пеленгації ДШВ. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає в 
тому, що набула подальшого розвитку теорія і техніка 
СА випадкових процесів з ДЕС, а саме: вперше про-
ведено порівняльний статистичний аналіз ефективно-
сті різних груп «надрозділяючих» методів СА по від-
творенню ДЕС в умовах параметричної апріорної не-
визначеності і недосконалості каналів приймання, що 
дозволило за сукупністю критеріїв відібрати доціль-
ний для практичного застосування в КСВП. Показано, 
що з цих умовах за ефективністю визначення кількос-
ті ДШВ (роздільною здатністю) і точністю пеленгації 
ДШВ методи першої групи (непараметричні) майже 
не поступаються відомим і новим методам другої 
групи (параметричним). Однак зі зростанням ступеня 
неідентичності каналів приймання методи другої гру-
пи стають практично непрацездатними. 

Практична цінність полягає в тому, що обґрунто-
ваний спосіб практичної реалізації непараметричних 
методів СА на єдиній структурно-алгоритмічній ос-
нові АРФ, що є основою комбінованої системи вияв-
лення нешумливої точкової цілі і пеленгації ДШВ, і 
приблизно вдвічі спрощує обробку прийнятих сигна-
лів і зберігає «робасність» методів СА до реальних 
умов вибірок обмеженого об’єму.  

В подальшому доцільно розглянути ефективність 
вказаної комбінованої системи в умовах дії пасивних 
завад, наприклад, відбиттів від місцевих предметів. 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Для многих РЛС автономные системы обнаружения нешумящих воздушных целей (ПЦ) и пеленгации 
источников шумовых излучений (ИШВ) можно заменить одной экономной системой обнаружения – пеленгации, в которых 
общие операции, которые используются при обнаружении ПЦ и пеленгации ДШВ выполняются только один раз. Для такой 
системы рассматриваются группы несобственноструктурных (непараметричных) и собственноструктурных (параметрич-
ных) «сверхразрешающих» методов спектрального анализа (СА) для обоснования целесообразного метода пеленгации 
ИШВ. 

Цель. Сравнительный анализ эффективности методов СА разных групп по совокупности критериев и предложения от-
носительно них практического применения.  

Метод. Эффективность методов определяется аналитически, по результатам имитационного моделирования и их срав-
нения с новыми результатами, изложенными в открытой литературе. При моделировании использовалась обоснованная и 
практически проверенная программно-алгоритмическая база адаптивных решетчатых фильтров для реализации непарамет-
рических методов СА. 

Результаты. Показано, что методы СА обеих групп не имеют ограничений на конфигурацию антенной решетки (пло-
ская, кольцевая и т.п.), в том числе при использовании в неэквидистантних «разреженных» антенных решетках (АР) с меж-
дуэлементными расстояниями больше половины длины волны РЛС. Произведено сравнение разрешающей способности 
(определять количества ИШВ) и эффективность пеленгации ИШВ методами разных групп при использовании разных АР. 
Показано, что методы первой группы (непараметрические) за вероятностью правильного разделения почти не уступают 
известным и новым методам второй группы (параметрическим). По совокупности критериев и практических условий ис-
пользования для пеленгации источников шумовых излучений целесообразно использовать метод минимума дисперсии Кей-
пона, если существуют ограничения на вычислительную сложность метода. При отсутствии таких ограничений целесооб-
разно использовать набор методов. 

Выводы. Для практической реализации комбинированной системы выявления нешумящей точечной цели и пеленга-
ции источников шумовых излучений предлагается структурно-алгоритмическая основа адаптивного решетчатого фильтра. 
На нем рядом с формированием весового вектора для выявления цели для пеленгации возможно реализовать не только ме-
тод Кейпона, а и набор методов, комбинируя различным образом квадраты модулей компонент его исходных векторов. 
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ABSTRACT 
Context. For many radars, the autonomous systems of the non-noise-like aerial targets (AT) detection and the noise radiating 

sources (NRS) localization (direction-of-arrival estimation) may be replaced with a single detection-localization system, which car-
ries out the common operations of the AT-detection and the NRS-localization only once. For such a system, groups of non-
eigenvalue and eigenvalue decomposition based “super-resolving” spectral estimation (SE) methods are considered to substantiate 
efficient one for the NRS-localization. 

Objective. The comparative analysis efficiency of the SE-methods of different groups by a set of criteria and recommendations 
on their practical application. 

Method. The methods’ efficiency is analyzed analytically, under simulation results and their comparison with new results pre-
sented in the open literature. In the simulation, a well-grounded and practically examined software-algorithmic basis of adaptive lat-
tice filters for nonparametric SE-methods implementation is used. 

The results. It is shown that the SE-methods of both groups have no restrictions on the antenna array configuration (flat, ring, 
etc.), including when used in non-equal spaced “sparse” antenna arrays with inter-element distances of more than half radar wave-
length. A comparison is made on the resolution (determination of the NRS number) and the NRS-localization (direction-of-arrival 
estimation) efficiency by methods of different groups when using various antenna arrays. It is shown that the methods of the first 
group (non-eigenvalue based) in terms of the probability of correct resolution, are almost not inferior to the known and new methods 
of the second group (eigenvalue ones). Based on the set of criteria and practical application conditions for direction-of-arrival estima-
tion of the noise radiating sources, it is recommended to use the Capon’s minimum variance method if there are limitations on the 
computational complexity of the method. In the absence of such restrictions, it is advisable to use the SE-bank of methods. 

Conclusions. For the practical implementation of a joint system of the non-noise-like aerial target detection and the noise radiat-
ing sources localization, a structural-algorithmic basis of adaptive lattice filters is preferred. Using latter, along with the weight vec-
tor forming for the target detection, it is possible to implement not only the Capon’s method, but also a SE-bank of methods by com-
bining the squares of absolute values of its original vectors’ components. 

KEYWORDS: method, spectral estimation, adaptive lattice filter, resolution-measurement criterion, direction-of-arrival, noise 
radiating sources, resolution. 
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ABSTRACT 
Context. The problem is to systematize and improve the models of a resonance ferrite isolator in the rectangular waveguide for 

the antenna-feeder devices, generating, receiving, measuring microwave equipment containing ferrite decoupling devices: ferrite 
isolators and circulators.  

Objective. The goal of the work  is to verify the formula for the losses of the resonant ferrite isolator in the direct and reverse 
directions, as well as the isolator ratio.  

Method. The research method of the work is a critical analysis of literary sources, which was carried out, but did not bring the 
desired results, since it did not allow to verify the correctness of the derivation of the formula [17]. Therefore, a number of 
hypotheses were put forward, what the formula might mean. The difficulty lay in the presence in the formula of the product of 
trigonometric functions that can be attributed to frequency properties, which was taken as an initial hypothesis, which was not 
subsequently confirmed. The check included transformation of formulas using mathematical physics in terms of microwave 
electrodynamics, trigonometry and algebra. The beginning was the formula of the classics [16], similar to the formula of [18], 
accepted without proof. As it is known, for the main type of wave in a rectangular waveguide,  the components of the magnetic field 
strength, obtained as a solution to the wave equation under the boundary conditions inherent in a rectangular waveguide. One 
component of the magnetic field strength is along the direction of wave propagation, and the second one is in the transverse direction 
in the section of the waveguide are proportional to the trigonometric functions cosine and sine with the same arguments. The equality 
of the two components of the strengths is traditionally uses to find the plane of circular polarization where to place the ferrite isolator, 
and so the authors use this proportionality to trigonometric functions in their derivation, namely the formulas of trigonometric 
functions of a double angle, the basic trigonometric identity sine squared plus cosine squared is equal to one for replacing the 
propagation constants with trigonometric functions, this allows to get rid of radicals in the formulas, these radicals in the formula are 
due to the phenomenon of dispersion in a rectangular waveguide. The rest of the manipulations with the formula are  the reduction of 
similar terms. 

Results. There was obtained analytical expressions for the losses of the resonant ferrite isolator in the forward and reverse 
directions, as well as the isolator ratio by strict mathematical transformations. There was performed such transformations. The ratios 
of the longitudinal propagation constant to the transverse propagation constant are replaced by the ratios of the trigonometric 
functions sine and cosine, since they are continuous as opposed to tangents and cotangents. Such a transformation allows to avoid 
square roots in the formula for the losses of the ferrite isolator in the forward and reverse directions, which are associated with the 
presence of dispersion in the waveguide, as in the formula for wavelength in the waveguide. The conversion is based on microwave 
electrodynamics. The formulas are used for the distribution of fields in a rectangular waveguide for the main type of wave. Further 
transformations consist in taking the common factor out of brackets and other arithmetic transformations.  

Conclusions. Тhrer was obtained results partially coincide with the well-known [17], the derivation of the formula [17] was ob-
tained for the first time, the studies carried out allowed us to reject the hypothesis that the product of cosines and sines in the loss 
formula of a ferrite isolator is a frequency characteristic, it appears as a result of arithmetic transformations. To take into account the 
frequency range, it is used that there is circular polarization at the middle frequency, there will also be circular polarization at the 
extreme frequency of the range, but the plane of circular polarization will shift in comparison with the position of the plane of circu-
lar polarization at the middle frequency. That is, a peculiar system of two equations is obtained with respect to two positions of the 
polarization plane relative to the wide side of the rectangular waveguide section.  

The scientific novelty consists in systematization and generalization of the formulas of the loss of the resonance ferrite isolator, 
the connection between the formulas from different literature sources, both foreign and domestic, is proved, which  saves time for 
researchers of ferrite isolators for the verification of the formula.  

The practical significance. It may be useful for teaching purposes and in optimization of the ferrite isolator design. 
KEYWORDS: ferrite isolator, isolator ratio, direct loss, reverse loss, frequency properties, electrodynamics, 

verification, circular polarization, waveguide field distribution. 
 

NOMENCLATURE 
,  ,x y z  are axes in a rectangular coordinate system; 
0
yE  is a y-projection of the еlectric field strength; 
0
xH  is a x-projection of the magnetic field strength; 
0
zH  is a z-projection of the magnetic field strength; 

xk0 , ck  is a lateral propagation constant; 

0yγ , 0β  is a longitudinal propagation constant; 
a  is a size of the wide wall of the waveguide; 
b  is a size of the narrow wall of the waveguide; 
n  is a dimension of the ferrite plate on the smaller 

side; 
m is a dimension of the ferrite plate on the larger 

side, 12 tm = ; 
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0x  is a position of the middle of the ferrite plate along 
the cross section of the waveguide at the middle 

frequency of the range, 
2
1

30
ttx += ; 

1x  is a position of the middle of the ferrite plate along 
the cross section of the waveguide at the extreme 
frequency of the range; 

″
χxx , ''

1μ  are xx-susceptibilities, imaginary term; 
″

χ xy , ''
1k  are xy-susceptibilities, imaginary term; 

fl  is a ferrite slab length. 
 

INTRODUCTION 
The antenna-feeder devices, generator, receiving, 

measuring microwave equipment contain ferrite 
decoupling devices, the number of which sometimes 
reaches hundreds in one set. Without such decoupling 
devices, it is impossible to create multi-сascade 
amplifying circuits, as well as amplifiers made on active 
two-port elements. The decoupling devices greatly 
simplify the creation of phased antenna arrays and 
especially active phased antenna arrays [5]. 

The object of study is the process of electromagnetic 
wave propagation through ferrite isolator in the rectangu-
lar waveguide. 

The ferrite isolators are nonreciprocal microwave 
devices with a different loss factors in the forward and 
reverse direction (Fig.1). This fact determines their use to 
prevent the failure of generators due to reflected power 
from the termination. Ferrite isolators are structurally a 
section of a waveguide with a ferrite slab placed in it; a 
permanent magnet is located outside the waveguide. In 
principle, ferrite isolators can be classified into resonant 
isolators and field-shifted isolators. Isolator characteristics 
include isolator ratio, forward loss and reverse loss. 

 

 
Figure 1 – Ferrite isolator 

 
The subject of study is method of description of 

parameters of ferrite isolator. 
In engineering calculations for the design of ferrite 

decoupling devices, various formulas are used [2, 3]. 

The purpose of the work is the comparison of 
formulas describing the same parameter, and the desire to 
show their connection with each other. And  in a broader 
sense, critical analysis, generalization and 
systematization. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

In the disciplines related to the design of microwave 
devices, with a large number of manuals, there is little 
literature about ferrite devices.  

In lectures [16] and other foreign sources, the formula 
for losses of a ferrite isolator is  
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The advantage of formula (1) is that it is clear how it 

is derived and there are examples of calculations with 
numerical values intended for training, there are imple-
mentations in the devices design. The disadvantage is 
that, firstly, designations of variables different from fa-
miliar for domestic literature, secondly, different axes 
orientation, thirdly, different units of measurement (off-
system as compare to system SI unit inches and oersteds), 
and different numerical values meanining as to waveguide 
cross section and other. 

In domestic sources [17], another formula for reverse 
losses is proposed 
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(2)

 
There is no proof and a numerical example, the 

implementation is questionable, the mathematical model 
itself is simplified – the ferrite slab have a prismatic 
shape, although to reduce the mismatch that the slab 
introduces into the microwave tract, the slab should be 
given a wedge-shaped form, but the mathematical model 
has become significantly more complicated. However, the 
advantage of the model and formulas are the familiar 
designations of variables and orientations of the axes, the 
use of system units and a reference to domestic brands of 
ferrites, sections of waveguides.  

Let us carry out a comparative analysis in order to 
identify the relationship between the expressions for 
losses in ferrite (1) and (2). 
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2 REVIEW OF THE LITERATURE 
The book [1] describes the use of ferrites in 

microwave devices such as isolator, circulator, phase 
shifters, as well as antenna arrays, due to its nonreciprocal 
properties. It turns out that the nonreciprocal devices can 
be designed, not only on ferrites, but also differently [2]. 
So, non-reciprocal devices in transmission tracts for 
microwave and terahertz frequency range can be 
classified into two large groups of new and traditional 
group by the criterion of the materials used. Information 
about the first group is contained in literature sources [3–
10], and information about the second group is contained 
in the literature [12–16].  

The most modern trends for non-reciprocal devices are 
use of photonic crystals [3, 9, 10] and metamaterials [4]. 
As methods for describing such devices, the methods of 
microwave circuits theory are used more often [3, 7], but 
the methods of electrodynamics are also used [8]. Among 
numerous parameters describing metamaterials and 
photonic crystals [5] there are parameters common to 
traditional non-reciprocal devices: scattering matrix, 
figure of merit, dispersion characteristic. There is also 
works about frequency properties attracts our attention 
[6]. The results of the application of calculation methods 
are the dispersion characteristics with the Г points [5,6] 
are presented, the phase and group velocity. 

For models of nonreciprocal devices with traditional 
materials are used new description methods. Methods of 
electrodynamics are used for calculating the propagation 
constant. For calculation propagation constant  the trans-
verse operator method used in [11, 12], for calculating the 
modes the mode matching method [11] is applied, from 
partial differential equations solution is received 
transcendental equation for phase constant [13], there is 
considered eigen functions including higher modes [14], 
and the surface integral equation for the normal 
component of magnetic flux density on the surface of the 
ferrite layer [16]. 

There was received such results: calculate the 
normalized propagation constant as a function of 
frequency, the input reflection coefficient S11 is shown as 
a function of frequency [11]. The dispersion 
characteristics for waveguide with a square cross-size 
completely and uniformly filled with longitudinally 
magnetized ferrite were calculated [12]. The optimization 
of geometric parameters of ferrite slab, as well as the 
coefficient of filling of the waveguide and their influence 
on the  scattering matrices were studied experimentally 
[13]. The scattering coefficients for an EM wave passing 
through both a single air-ferrite interface and an air-
ferrite-air system are analyzed under the consideration of 
modal effect. [14]. waveguides partially filled by ferrite  
can support a unidirectional mode that, when colliding 
with an impenetrable barrier, accumulates the 
electromagnetic energy in a tiny region near the latter and 
graphics of magnitude for a wave packet approaching the 
barrier hot spot was drawn [15]. 

On the basis of critical analysis of the literature 
sources with traditional material and new description 

methods we draw such conclusions. The longitudial 
magnetic bias case [11, 12] interesting  but not 
appropriate for our case as we have a transversal magnetic 
bias. The geometry of the ferrite device determines its 
properties [13] The most important thing in the literature 
review is amplitudes [14] of electromagnetic field 
components depend on frequency, the position of the 
points of equality to zero in an unfilled waveguide 
compared to a filled one is in different places at Г points 
named according [5, 6], the difference is aggravated when 
approaching the resonant frequency, sourdse [15]confirms 
that the amplitudes depend on the frequency. 

The ferrite devices are up-to-date, despite of they have 
been known for a long time but have not exhausted their 
capabilities. Modern trends as shown by a review of 
literary sources is the use of new materials, the 
development of theoretical methods, as well as attempts 
to increase the frequency range. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

The object of research is a resonant ferrite isolator on 
a rectangular waveguide (Fig. 2). To increase the effect, 
not one, but two plates are placed near opposite wide 
walls of the waveguide. The figure shows the position and 
dimensions designation of the ferrite plates; they will be 
needed to draw further formulas. The cross section of a 
rectangular waveguide is shown, and the system of an 
external permanent magnet is not shown, as in the photo-
graph in Fig. 1, which is a permanent magnet in the form 
of a cylinder, enclosing a rectangular waveguide. Its pres-
ence in the construction of the model is taken into account 
as an external constant magnetic bias, while the alternat-
ing magnetic field exists inside the waveguide, it is cre-
ated by an electromagnetic wave, which is generated in 
the source and is partially absorbed, and partially re-
flected in the termination of the microwave tract. 

 

. 
 

Figure 2 –  Construction of a ferrite resonant isolator 
 

We assume that the wave propagates in the waveguide 
along the z direction; we take into account that the struc-
ture of the field of the main wave type in a rectangular 
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waveguide is determined by the known relations for 
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As a result of the research, it turned out that the start-
ing point for deriving the formula from the source [17] is 
the formula from the source [16], similar to the formula 
(1)]. Let’s try to derive the formula (2). 

In [1], a formula for propagation constant with proofs 
is given and it can be taken as the starting point of our 
research. 
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(4)

 
This formula from [1] is similar to the formula from 

[3, 9]. 
The following steps are proposed for transforming 

formula (4) into formula (2): 
1) To put out of the first round brackets in the 

expression (4) xk0 ; 
2) to multiply and divide by 10sin tk x the first term in 

the first round brackets  (4); 
3) to put out of curly brackets 10sin tk x ; 
4) to convert the second round brackets into a 

trigonometric expression 
10

10
2sin
2cos

xk
xk

x

x ; 

5) to convert first round brackets into 
102sin

1
xk x

; 

6) to multiply and divide by 102sin tk x  last term in 
expression (4); 

7) to put out of curly brackets 
102sin

1
xk x

; 

8) to rename variable according [2]. 
The first step is to put the general factor in the 

expression (4) outside the bracket, as a result we get 
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(5)

 
The second step is multiplying and dividing by the 

same number of the first term in square brackets of ex-
pression (5) 
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The third step is to put out of square brackets the 

common factor 10sin tk x  
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(7)

 
The fourth step. The most important replacement 

occurs because we express the ratio of transverse and 
longitudinal propagation constants in terms of 
trigonometric functions so that there will be no radical 
from dispersion in a rectangular waveguide.  

At the extreme frequency of the range, there will again 
be circular polarization, but the plane of circular 
polarization will shift in comparison with the position of 
the circular polarization plane at the center frequency. 
This new position of the plane of polarization at the 
extreme frequency will be denoted 1x . 

From expressions (3) we obtain  
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Hence 
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It is known that in a ferrite isolator the ferrite slab is 

located in the plane of circular polarization, where 
zx HH = , therefore, the ratio of the magnetic field 

strengths is equal to unity, from which the exact position 
of the plane of circular polarization is determined and 
where the ferrite plate should be placed. The position of 
the plane of circular polarization in the waveguide is 
defined as the solution of the trigonometric equation 
containing the tangent.  

Based on the equality zx HH = , we get 
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Lets consider 
x

y

y

x
k

k

0

0

0

0 γ
+

γ
. As trigonometric functions, 

tangents and cotangents have discontinuities, so it is bet-
ter to leave sines and cosines. 
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The basic trigonometric identity is 
 

.1sincos 10
2

10
2 =+ xkxk xx  

 
The expression for the sine of a double angle is 
 

.2sin
2
1sincos 101010 xkxkxk xxx =  

 
Hence we get 
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Then, substituting (8) into expression (7), we obtain 
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The fifth step is like the fourth step. 
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The double angle cosine expression is 
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The double angle sine expression is 
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2
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Hence we get 
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After substituting (10) into (9), we obtain 
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The sixth step is multiplying and dividing the last term 

by the 102sin tk x , which will now be in the denominator 
of each term 
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The seventh step is  to put out of square brackets the 

common factor 
102sin

1
xk x
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Finally, we transform the notation into the notation 

from [17] The ferrite slab width is 12 tm  , and the 

position of the center of the slab in the waveguide is 

2
1

30
ttx  , than 130 22 ttx  , the slab height is hn  . 

m  is a constant since this is the size of the slab, аnd 1x  is 

a variable that denotes the position of the plane of circular 
polarization over the section of the waveguide 
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 (14)

 
Expression (14) is identical to expression (2), which 

was required to prove. 
 

4 EXPERIMENTS 
Lets consider an H-plane resonance isolator to operate 

at 9 GHz, using a single fettite slab of length L and cross 
section of 0.187ʺ ×0.032ʺ. It is bonded to the lower broad 
wall of an X-Band waveguide (a=0.90ʺ, b=0.40ʺ) at X0 . 
The ferrite material has a line width ∆H = 250 Oe and a 
saturation magnetizations 4πMs = 1900 G. Find the value 
of Rmaxʺα-and α+ . If the reverse attenuation is 25 dB, 
find the length L of the slab [9]. 

The maximum reverse losses α- is approximately 7.75 
dB/inch. Thus the necessary ferrite length is 
L=25dB/7.75dB/in = 3.23ʺ. 

The Fig. 3, 4, 5 contain dependence of attenuation from 
distance along wide wall for central frequency 9 GHz 
(Fig. 3), right extreme frequency 12 GHz (Fig. 4) and left 
extreme frequency 8 GHz (Fig. 5) for waveguide crossection 
(a=0.90ʺ, b=0.40ʺ) other condition same is in [9]. 

There is isolator ratio calculated as difference between 
direct and reverse losses. The maximum isolator ratio 
position independent of frequency, but slightly differ for 
formulas from [9] and [2], which could be account on 
uncertainty. As to picture margins for formulas from [9] 
all the same, but formulas from [17] have that feature that 

curves that draw on their base ascend up at the margins of 
figure: for right most frequency of waveguide range the 
direct losses curve ascends at the right figure margin  and 
for left most frequency range of waveguide range the di-
rect losses curve ascends at the left figure margin (Fig. 4). 
The direct losses for 9GHz (Fig. 3) is 3.8 dB/inch at 
x0/a=1. 
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Figure 3 – Comparison of direct and reverse losses, isolator ratio 

given in the [2] and [9] in the average frequency 9 GHz 
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Figure 4 – Comparison of direct and reverse losses, ventil ratio 

given in the [2] and [9] in the extreme frequency 12 GHz 
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Figure 5 – Comparison of direct and reverse losses, ventil ratio 

given in the [2] and [9] in the extreme frequency 8GHz 
 

5 RESULTS 
There was obtained analytical expressions for the 

losses of the resonant ferrite isolator in the forward and 
reverse directions, as well as the isolator ratio by strict 
mathematical transformations. There was performed such 
transformations. The ratios of the longitudinal 
propagation constant to the transverse propagation 
constant are replaced by the ratios of the trigonometric 
functions sine and cosine, since they are continuous in 
contrast to tangents and cotangents. Such a transformation 
allows avoiding square roots in the formula of losses of 
the ferrite isolator in the forward and reverse directions, 
associated with the presence of dispersion in the 
waveguide, as in the formula for wavelength in 
waveguide. The conversion is based on microwave 
electrodynamics. The formulas are used for the 
distribution of fields in a rectangular waveguide for the 
main type of wave. Further transformations consist in 
taking the common factor out of brackets and other 
arithmetic transformations. 

Тhе results partially coincide with  results from [5, 6, 
15]. 

 
CONCLUSIONS 

The results obtained partially coincide with the 
generally known [2], the derivation of the formula [2] was 
obtained for the first time, the studies carried out allowed 
us to reject the hypothesis that the product of cosines and 
sines in the loss formula of a ferrite isolator is a frequency 
characteristic, it appears as a result of trigonometric and 
arithmetic transformations. To take into account the 
frequency range, it is used that at the middle frequency 
there is circular polarization, at the extreme frequency of 

the range there will also be circular polarization, only the 
plane of circular polarization will shift compared to the 
position of the plane of circular polarization at the middle 
frequency. That is, a peculiar system of two equations is 
obtained with respect to two positions of the polarization 
plane relative to the wide side of the section of a 
rectangular waveguide. 

The scientific novelty is in systematization and gen-
eralization of the formulas of the loss of the resonance 
ferrite isolator, the connection between the formulas from 
different literature sources, both foreign and domestic, is 
proved, which is saving of time for researchers of ferrite 
isolators for the verification of the formula.  

The practical significance of obtained results is ine 
usefulness for teaching purposes and in optimization of 
the ferrite isolator design.  

Prospects for further research are to study the pro-
posed transformation method for not rectangular cross-
section of the waveguide, for example circular. As for  it 
description is used wave equation solution in form ofBes-
sel function combination, analogue of proposed transfor-
mation for circular cross-section give only approximate 
expression for ferrite isolator losses. Another prospect is 
to study behavior of ferrite slab on higher order propagat-
ing modes, and finally elaborate physical simulation 
model for resonance ferrite isolator in ANSYS/HFSS. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність роботи полягає в удосконаленні моделі резонансного феритового вентиля для прямокутного хвилеводу. 

Антенно-фідерні пристрої, генераторна, приймальна, вимірювальна НВЧ апаратура містять в своєму складі феритові розв’я-
зуючі прилади, тобто феритові вентилі і циркулятори. Об’єктом дослідження є процес поширення електромагнітних хвиль 
через феритовий вентиль у прямокутному хвилеводі. Метою роботи є верифікація формули для втрат резонансного ферито-
вого вентиля в прямому і зворотному напрямку, а також вентильного відношення. 

Метод. Методом дослідження в роботі, по-перше, є критичний аналіз літературних джерел, який був проведений, але не 
приніс бажаних результатів, оскільки він не дозволив перевірити правильність виведення формули [17]. Тому було висунуто 
ряд гіпотез, що може означати формула. Це другий метод дослідження висування та спростовування гіпотез. Складність 
полягала в наявності у формулі добутку тригонометричних функцій, який можна віднести до частотних властивостей, що 
було прийнято за початкову гіпотезу, що згодом не підтвердилось. Перевірка включала перетворення формул з використан-
ням математичної фізики в терміни мікрохвильової електродинаміки, тригонометрії та алгебри. Початком стала класична 
формула  [16], подібна до формули [18], прийнята без доказів. Як відомо, для основного типу хвилі в прямокутному хвиле-
воді компоненти напруженості магнітного поля, отримані як розв’язок хвильового рівняння в граничних умовах, властивих 
прямокутному хвилеводу. Одна складова напруженості магнітного поля орієнтована вздовж напрямку поширення хвилі, а 
друга, в поперечному напрямку в перерізі хвилеводу, пропорційні тригонометричним функціям косинус і синус з однакови-
ми аргументами. Ця рівність двох компонентів напруженості між собою традиційно використовується для пошуку площини 
кругової поляризації, де розмістити ферритовий вентиль. Це третій метод дослідження – метод аналогій. Автори використо-
вують цю пропорційність тригонометричним функціям при запропонованому виведенні, а саме у формулах тригонометрич-
них функцій подвійний кут, основної тригонометричної тотожності синус у квадраті плюс косинус у квадраті дорівнює 
одиниці для заміни констант поширення тригонометричними функціями, це дозволяє позбутися радикалів у формулах, ці 
радикали знаходяться у формулі через явище дисперсії в прямокутний хвилевід. Решта маніпуляцій з формулою – це приве-
дення подібних термінів.   

Результати. Як результати отримані аналітичні вирази втрат резонансного феритового вентиля у прямому та зворотно-
му напрямках, а також вентильне співвідношення за допомогою послідовних математичних перетворень. Здійснено такі 
перетворення. Відношення поздовжньої константи розповсюдження до поперечної константи поширення замінюються 
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відношеннями тригонометричних функцій синус і косинус, оскільки вони є неперервними на відміну від тангенсів та 
котангенсів. Таке перетворення дозволяє уникнути квадратних коренів у формулі для втрат феритового ізолятора в прямому 
і зворотному напрямках, які пов’язані з наявністю дисперсії у хвилеводі, як у формулі для довжини хвилі в хвилеводі. Пере-
творення базується на мікрохвильовій електродинаміці, а саме використовуються формули для розподілу полів у прямокут-
ному хвилеводі для основного типу хвилі. Подальші перетворення полягають у виведенні спільного множника з дужок та 
інших арифметичних перетвореннях.  

Висновки. Отримані результати частково збігаються з відомими [17], виведення формули [17] отримано вперше, 
проведені дослідження дозволили відкинути гіпотезу про те, що добуток косинусів і синусів у втратах Формула феритового 
ізолятора є частотною характеристикою, вона з’являється в результаті арифметичних перетворень. Для врахування частот-
ного діапазону використовується, що існує кругова поляризація на середній частоті, також буде циркулярна поляризація на 
крайній частоті діапазону, але площина кругової поляризації зміститься в порівнянні з положенням площина кругової 
поляризації на середній частоті. Тобто виходить своєрідна система двох рівнянь відносно двох положень площини 
поляризації щодо широкої сторони прямокутного перетину хвилеводу. Наукова новизна полягає в систематизації та 
узагальненні формул втрат резонансного феритового вентиля, доведено зв’язок між формулами з різних літературних дже-
рел, як зарубіжних, так і вітчизняних, що призведе до економії часу для дослідників феритових вентилів для перевірки фор-
мули. Практичне значення. Це може бути корисно для навчальних цілей та для оптимізації конструкції феритового 
ізолятора.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: феритовий вентиль, вентильне співвідношення, втрати в прямому напрямку, втрати в зворотному 
напрямку, частотні властивості, електродинаміка, верифікація, кругова поляризація, розподіл поля в хвилеводі.  
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность работы состоит в усовершенствовании модели резонансного ферритового вентиля для прямоугольного 
волновода. Антенно-фидерные устройства, генераторная, приемная, измерительная СВЧ аппаратура содержат в своем со-
ставе ферритовые развязывающие приборы, то есть  ферритовые вентили и циркуляторы. Объектом исследования является 
процесс распространения электромагнитной волны через ферритовый вентиль в прямоугольном волноводе. Целью работы 
является верификация  формулы для потерь резонансного ферритового вентиля в прямом  и обратном направлении, а также 
вентильного отношения 

Метод. Метод исследования в работе, во-первых, критический анализ литературных источников, который был проведен, 
но не принес желаемых результатов, так как не позволил проверить правильность вывода формулы [17]. Поэтому был вы-
двинут ряд гипотез, что может означать формула. Это второй метод исследования – выдвижение и опровержение гипотез. 
Сложность заключалась в наличии в формуле произведения тригонометрических функций, которые можно отнести к час-
тотным свойствам, что было принято за исходную гипотезу, которая впоследствии не получила подтверждения. Проверка 
включала преобразование формул с использованием математической физики в терминах микроволновой электродинамики, 
тригонометрии и алгебры. Началом послужила классическая формула [16], аналогичная формуле из [18], принятая без дока-
зательства. Как известно, для основного типа волн в прямоугольном волноводе компоненты напряженности магнитного 
поля, полученные как решение волнового уравнения при граничных условиях, свойственных прямоугольному волноводу. 
Одна составляющая напряженности магнитного поля направлена вдоль направления распространения волны, а вторая – в 
поперечном направлении в сечении волновода, они пропорциональны тригонометрическим функциям косинус и синус с 
одинаковыми аргументами. Это равенство двух составляющих напряженности магнитного поля традиционно используется 
для нахождения плоскости круговой поляризации, в которой следует разместить ферритовый вентиль. Это третий метод 
иссследования – метод аналогий. Авторы используют эту пропорциональность тригонометрическим функциям при своем 
выводе, а именно использованы формулы тригонометрических функций двойной угол, основное тригонометрическое тож-
дество синус в квадрате плюс косинус в квадрате равно единице для замены постоянных распространения тригонометриче-
скими функциями, это позволяет избавиться от радикалов в формулах, эти радикалы находятся в формуле из-за явления 
дисперсии в прямоугольный волновод. Остальные манипуляции с формулой – это приведение подобных терминов.  

Результаты. Путем строгих математических преобразований получены аналитические выражения для потерь резонанс-
ного ферритового вентиля в прямом и обратном направлениях, а также вентильного отношения. Такие преобразования были 
произведены. Отношения постоянной продольного распространения к постоянной поперечного распространения заменяют 
отношениями тригонометрическими функциями синуса и косинуса, поскольку они непрерывны в отличие от тангенсов и 
котангенсов. Такое преобразование позволяет избежать квадратных корней в формуле для потерь ферритового изолятора в 
прямом и обратном направлениях, которые связаны с наличием дисперсии в волноводе, как в формуле для длины волны в 
волноводе. Преобразование основано на СВЧ электродинамике. Формулы используются для распределения полей в прямо-
угольном волноводе для основного типа волн. Дальнейшие преобразования заключаются в вынесении общего множителя из 
скобок и других арифметических преобразованиях.  

Выводы. Полученные результаты частично совпадают с известными [17], вывод формулы [17] получен впервые, прове-
денные исследования позволили отказаться от гипотезы о том, что произведение косинусов и синусов в формуле потерь 
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ферритового вентиля  частотная характеристика, оно появляется в результате тригонометрических и арифметических пре-
образований. Чтобы принять во внимание частотный диапазон, используется круговая поляризация на средней частоте, кру-
говая поляризация также будет на крайней частоте диапазона, но плоскость круговой поляризации будет смещаться по 
сравнению с положением плоскость круговой поляризации на средней частоте. То есть получается своеобразная система 
двух уравнений относительно двух положений плоскости поляризации относительно широкой стороны прямоугольного 
участка волновода. Научная новизна состоит в систематизации и обобщении формул потерь резонансного ферритового вен-
тиля, доказана связь формул из разных литературных источников, как зарубежных, так и отечественных, что  приведет к 
экономии времени исследователям ферритовых венилей на проверку формулы. Практическое значение. Это может быть 
полезно в учебных целях и при оптимизации конструкции ферритового изолятора.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: ферритовый вентиль, вентильное отношение, потери в прямом направлении, потери в обратном 
направлении, частотные свойства, электродинамика, верификация, круговая поляризация, распределение поля в волноводе. 
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ABSTRACT 
Contex. The paper formulates a general combinatorial problem for the desired neighbors. Possible areas of practical application 

of the results of its development are listed. Within the framework of this problem, an analysis of the scientific literature on the 
optimization of combinatorial problems of practical importance that are close in subject is carried out, on the basis of which the 
novelty of the formulated problem accepted for scientific and algorithmic development is established. 

Objective. For a particular case of the problem, the article formulates a one-dimensional unclosed integer combinatorial problem 
of practical importance about the desired neighbors on the example of the problem of distributing buyers on land plots, taking into 
account their recommendations on the desired neighborhood. 

Method. A method for solving the mentioned problem has been developed and an appropriate effective algorithm has been 
created, which for thousands of experimental sets of hundreds of distribution subjects allows to get the optimal result on an ordinary 
personal computer in less than a second of counting time. The idea of developing the optimization process is expressed, which 
doubles the practical effect of optimization by cutting off unwanted neighbors without worsening the maximum value of the 
desirability criterion. 

Results. The results of the work include the formulation of a one-dimensional unclosed combinatorial problem about the desired 
neighbors and an effective algorithm for its solution, which makes it possible to find one, several, and, if necessary, all the options 
for optimal distributions. The main results of the work can also include the concept and formulation of a general optimization 
combinatorial problem of desirable neighbors, which may have theoretical and practical prospects. 

Conclusions. The method underlying the algorithm for solving the problem allows, if necessary, to easily find all the best 
placement options, the number of which, as a rule, is very large. It is established that their number can be reduced with benefit up to 
one by reducing the number of undesirable neighborhoods, which contributes to improving the quality of filtered optimal 
distributions in accordance with this criterion. The considered problem can receive prospects for evolution and development in 
various subject areas of the economy, production, architecture, urban studies and other spheres. 

KEYWORDS: problem of desirable neighbors, unclosed problem, combinatorial problem, chain of vertices of the graph, optimal 
distribution.

ABBREVIATIONS 
BBM is a method of branches and boundaries; 
DNP is a desirable neighbors problem; 
MP is a marriages problem; 
RMP is a problem of roommates; 
TSP is a traveling salesman problem. 

 
NOMENCLATURE 

C(V) – desirability criterion; 
G – desirability graph; 
K – the number of optimal options for placing buyers 

by plot; 
M(W) – chain length W; 
n – number of buyers and plots; 
V  – desirability vector; 

v[i].s – i-buyer number; 
v[i].d – number of the desirable neighbor for the  

i-buyer; 
W – one-way or two-way chain of vertices of the 

desirability graph. 
 

INTRODUCTION 
A number of algorithms for solving classical 

optimization combinatorial problems are known, which 
find practical application in scientific, economic, 
industrial and other spheres. Examples are algorithms for 
solving the traveling salesman problem in determining 
optimal routes [1, 2], the classical and modified problem 
of roommates [3, 4], marriages problem, satchels, 
appointments and a number of other problems [5, 6, 7]. 
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Along with these problems, we can give examples of 
other equally important modern problems that were not 
only not solved, but not even put in mathematical and 
algorithmic plans. These problems can be combined with 
the theme of the desired neighborhood. These may 
include problems of 

– ensuring the desired neighborhood of wagons in the 
formation of a railway train that meets some criterion of 
optimality (for example, fire safety) [8]; 

– optimal planning of the sequence of technological 
operations when loading the production capacities of 
machine-building enterprises, ensuring minimal resource 
costs for their adjustment [9];  

– drawing up calendar schedules and schedules of the 
sequence of loading of these capacities for the same 
purpose [10];  

– ensuring the desirable order of placing goods in 
commercial premises for the shortest bypass from the 
point of view of a potential buyer when buying goods of a 
certain type or conflict-free of their neighbors [11];  

– optimal urbanism in the desired neighborhood of 
residential buildings and related infrastructure [12];  

– in agricultural engineering when determining the 
desired neighborhood of crops for joint fertilizing or 
processing of sown areas, providing optimal cost savings 
[13];  

– in decorative design of objects to ensure an optimal 
aesthetic combination of colors, styling of buildings in 
architectural terms, minimizing the conflict of 
neighboring architectural styles in large areas, etc. [14]. 

Such problems can have a one-dimensional character 
(for example, the neighbors of houses along one side of 
the street) or a two-dimensional character (neighborhood 
on the plane of a residential area, adjacent apartments of 
the house). Other variants of similar problems are 
possible.  

To solve optimization combinatorial problems, 
appropriate methods are required. To the listed classical 
problems are usually applied methods related to the areas 
of optimization theory in applied mathematics, operations 
research, algorithm theory and computational complexity 
theory [14]. All of them are united by the problem of 
finding the optimal combination of objects on a finite set, 
provided by the methods of integer programming [15].  
It is known that optimal combinatorial problems can be 
solved by a universal method of simply enumeration of all 
possible combinations of permutation of objects, on the 
basis of which the criterion of arrangement is consistently 
optimized. This method allows you to find one, several or 
all accurate solutions to the problem, if any. However, 
these problems belong to the class of so-called NP-
complete problems, which, even with a relatively small 
number of objects, cannot be solved by iterating over 
options by any computers in an acceptable time [16]. 
Therefore, to solve each such problem, special methods 
are developed that take into account their characteristics, 
which are able to work faster than algorithms based on the 
brute-machine method. 
 

1 PROBLEM STATEMENT 
As an example, consider the problem of the desired 

neighbors when placing objects, which can be of practical 
importance. Suppose, there is a rectangular land mass of 
suburban purposes, which is divided into n plots in one 
line, and there are n buyers for these plots. The 
administration allows each buyer to choose another buyer 
as a desirable neighbor. For simplicity, we assume that 
each buyer can choose only one desirable neighbor, and 
his as a desirable neighbor can choose no more than two 
other buyers. The problem is to find such an option for 
placing buyers on the sites, in which the number of 
implemented wishes will be maximum. 

At first glance, this problem corresponds to the RMP. 
The difference is that in the latter there are n rooms and 
2n students, but the above problem does not contain such 
conditions. A correct analogy would be a soldier's 
barracks, which takes into account the wishes of the 
soldiers about the desired neighborhood. The MP is also 
close in meaning, but it assumes the presence of a gender 
of participants in the optimization process, which is not 
important for the DNP. Thus, the problem has no 
analogues and this is its novelty. 

Obviously, the problem is one-dimensional. Fig. 1 
shows an example of the desirability vector V, which 
contains data on the wishes expressed by buyers. 

 

 
Figure 1 – Desirability vector V 

 
Each element v[i] of the vector V contains two 

attributes v[i].s – the buyer number and the v[i].d number 
of the desired neighbor. In this case, the array is divided 
into n = 5 plots and there are 5 buyers on them. By the 
vector it is possible to determine that the first buyer v[1].s 
= 1 would like to have a neighbor of the buyer v[1].d = 4, 
2 – 5, 3 – 4, 4 – 2, 5 – 3. Graphically indicated customer 
preferences can be visualized using the oriented 
desirability graph G, which is shown in Fig. 2. 

 
Figure 2 – Desirability graph G 

 
If arrange buyers on the plots in the specified order, 

then only the desire of the buyer 3, who will receive the 
desired neighbor 4, will be satisfied. The wishes of other 
buyers will not be taken into account. For such a vector, 
the desirability criterion C(V) = 1. For the arrangement of 
4–2–5–3–1 we have C(V) = 3, that is, the result will be 
better. However, if you arrange buyers in line S in order 
of 2–5–3–4–1, then the result C(V) = 4 will be even 
better.  
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Having performed all the permutations, we find that 
this result is optimal and, therefore, is the solution to the 
problem. In this case, it turns out that there are several 
other options that give the same value of the criterion of 
optimality C(V), (for example, such an option is  
1–4–2–5–3). This analysis shows that the problem is 
integer, combinatorial and optimization, allowing a 
solution in the form of many optimal options for 
arranging buyers by site. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

As noted above, the universal method of solving 
integer combinatorial problems is the method of 
enumerating the possible variants of the arrangement [17]. 
The disadvantage of the method is that it can be used for 
optimization only with a small number of objects. Even 
for the fastest computers, its capabilities are limited to  
n = 15, and for the bulk of personal computers used in 
calculations, this number is limited to n = 12 [18]. 
Therefore, the brute-put method is unsuitable for solving 
practical problems for n > 12.  

The idea of reducing the number of options to go is to 
consider only promising options [18]. The proposed 
approach to finding optimal solutions to many problems 
of optimal combinatorics is called the BBM. Finding a 
solution by the BBM is associated with the tree of finding 
the optimal solution. The method assumes the presence of 
a root from which the branches of the decision tree 
emanate. The use of boundaries stimulates or inhibits the 
growth of branches on such a tree. The method uses the 
procedure for breaking down the permissible solutions of 
the original problem into non-intersecting subsets of 
smaller size and evaluating them. Each step of the 
partitioning algorithm is accompanied by a check of the 
condition of whether or not contains each such subset of 
the optimal solution, thereby cutting off a large number of 
variants that do not need to be checked [1]. The fact of 
using the root indicates the futility of using BBM in 
solving the DNP since it is not known from which vertex 
of the graph G the optimal sequence of distribution of 
plots buyers can proceed.    

Two other combinatorial problems are known. This is 
the problem of RMP and the MP [3, 4, 5]. Both problems 
are specific. The first is characterized by the fact that in 
the dormitory students live by two people in a room and 
there is no restriction used by the second problem, 
involving the division into two sexes. Both problems are 
solved by brute-factor method, while unlike the MP, the 
RMP may not have a solution [3].  

There are other optimization combinatorial problems 
solved by go-over methods, the effectiveness of which is 
based on cutting off unpromising permutations [19]. 

The analysis of the methods used to determine the 
optimal solutions of optimization combinatorial problems 
allows us to conclude that there is no variant of the 
method of branches and boundaries for solving the DNP. 
Methods of solving problems about RMP and MP are also 
not suitable. Therefore, the approach that guarantees the 

solution of the above problem is to develop a method that 
takes into account the specifics of this class of problems. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

The DNP has obvious solutions for some special 
cases. 

1. A situation is possible when all buyers do not care 
who will be their neighbors. An example is shown in 
Fig. 3. In this case, any arrangement of buyers on the sites 
will be optimal. For them, C(V) = 0.  
 

 
Figure 3 – Neutral neighborhoods 

 
2. Obviously, the maximum value of the desirability 

criterion with the number of subjects M(V) = n is equal to 
C(V) = n, which is possible only with an even number of 
buyers and a mutual pairwise desirable neighborhood, as 
shown in Fig. 4. 

 

 
Figure 4 – Reciprocal paired desirable neighborhoods 

The initial distribution for n = 6 will be optimal, 
giving the optimality criterion the maximum possible 
value.  

3. For all other variants of the arrangement, the 
desirability criterion cannot exceed the value of  
C(V) = n–1. A typical example of such a distribution is 
represented by the cyclic arrangement, which is shown in 
Fig. 5. 

 

 
Figure 5 – Cyclical desirable neighborhoods 

 

Any cyclical shift of such an arrangement to the left or 
right will give a new optimal arrangement. Inverse cyclic 
arrangements, in which the arrows have opposite 
directions, will also be optimal. 

The data presented in Fig. 4 show that in some cases 
the set of vertices of a graph G can be represented by 
combining non-intersecting subsets of vertices. 

 

1 2 1... ,k kV V V V V−= ∪ ∪ ∪ ∪  (1)
 

where k is the number of subsets. 
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For example, for the matrix shown in Fig. 4, k = 3, 
V1(S) = (1,4), V2(S) = (6,2), V 3(S) = (3,5). Obviously, the 
value of the desirability criterion of a vertices set is equal 
to the sum of the values of its subsets criteria  

 

1
( ) ( ).

k

i
i

C V C V
=

= ∑  (1)

 
It is also obvious that for distributions where all 

buyers have chosen desirable neighbors, subsets of a 
graph in which there are at least two vertices always have 
a vertex cycle. Indeed, if there were no such cycle, there 
would always be at least one vertex without a desirable 
neighbor, when there would be a break in ties, which 
within one subset is impossible. This conclusion extends 
to a graph represented by one set of vertices connected to 
each other. An example of such a graph is shown in 
Fig. 6. 

In the above example, the cycle is formed by vertices 
1, 6, 4, 7. If there were no way out for any of these 
vertices in such a graph, it would mean that the relevant 
buyers are neutral in choosing the desired neighbor. For 
other vertices, the absence of an arrow would mean, in 
addition, that the set is divided into at least two non-
intersecting subsets, which contradicts the condition that 
the set of vertices of the graph for this example is unique.  

 

 
Figure 6 – Graph with cycle 

 
If the original arrangement does not correspond to any 

of the special cases considered, then the search for a 
solution begins with the division of the set V into non-
intersecting subsets. The first subset includes the first 
element V, and among the remaining elements is selected 
that is desirable for the first or the first is desirable for it. 
If there is such an element, it is added to the first subset. 
The process continues as long as such elements can be 
detected. Similarly, we are looking for other subsets until 
all the elements of the set V are exhausted. Fig. 7 shows 
an example of two formed subsets V1 and V2 of the 
original set V of 11 objects.  

It follows that each buyer and his desired neighbor 
always belong to one subset. The next step in 
optimization is to find the optimal distributions for each 
subset. To do this, divide all the vertices of the graph into 
three types – those that do not have inputs, have one input 
and  have  more  than   one   input.   Let’s   call   the   first 

 
Figure 7 – Graphical representation of a set V  

of two non-intersecting subsets V1 and V2 
 

 “terminal”, the second “transit” and the third 
“unification”. In Fig. 8, the terminal vertices are colored 
yellow, the transit vertices as azure and the unifying ones 
are green.  
 

 
Figure 8 – Three types of vertices of a graph 

   

The chains of vertices that are part of the distributions, 
including optimal, often begin and end with terminal 
vertices. Unifying vertices are the branching points of 
chains, or unifying points, in which the ends of two 
chains merge into one. An example is the chain of 
vertices W1 = (1,3,2), which is shown in Fig. 9. For this 
chain, the desirability criterion is C(W1) = 2. The 
sequence W1 is obtained by combining chains (1,3) and 
(2,3), where 1 and 2 are terminal, 3 are unification.   

 
Figure 9 – Combined vertex chain 

 

The key point of the method is the obvious fact that 
for the chain W1 it is impossible to find the best option for 
vertex alternation from the point of view of the 
desirability criterion, except for its involution, which has 
the same desirability criterion. Therefore, if we cut off a 
given chain from its subset, then the optimal value of the 
criterion of the desirability of the subset will be equal to 
the sum of the criterion of this chain and the optimal 
criterion of the subset minus the vertices of the cut chain. 
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Subtracting a subset of W1 from the set W will give a 
new subset of W2 = (5,4,6), in which, as can be seen from 
Fig. 10, a new terminal vertex 5 appears.  

 

 
Figure 10 – Graph of vertices W2 obtained by subtracting chain 

W1 from chain W 
 

If you select the combined chain W2 = (6,4,5) in the 
graph, then for it C(W2) = 3.  

The total desirability criterion for W is C(W2) = C(W1) 
+ C(W2) = 2 + 3 = 5. The distribution of W = (1,3,2) 
(6,4,5) = (1,3,2,6,4,5) is optimal. This distribution takes 
into account the wishes of subjects 1, 2, 6, 4, 5 and does 
not take into account the wishes of subject 3.  

The combined chains can be divided into two types – 
one-way and two-way. One-way chains have no unifying 
vertices. Such chains may not have vertices, or have an 
arbitrary number of them (Fig. 11a). Two-way chains 
always contain one unifying vertex, two terminal vertices, 
and an arbitrary number of transit vertices (Fig. 11b). 

 
Figure 11 – One- way a and two-way b vertex chains 

 

Sequential cutting of two-way chains should be 
carried out until there is not a single unifying vertex left 
outside the cycle (Fig. 12). 

 
Figure 12 – Unifying vertices remained only on the cycle 
 

At the same time, only one-way chains adjacent to the 
unifying vertices of the cycle will remain outside the 
cycle. 

If the cycle does not contain two mutually desirable 
subjects, then the further optimization process deals with 
the break of the cycle along its vertices.  

The break is made at each vertex of the cycle, 
followed by the cutting off of the two-way chains until a 
single one-way chain remains. Fig. 13 shows the situation 
with the gap at vertex 13.  

   
Figure 13 – Cycle with a gap at the vertex 13 

 
There are two options for completing optimization on 

the current vertex with a gap. In the first case, it is 
possible to construct a two-way chain W1 = (6,9,13,2,20), 
for which C(W1) = 4, and a one-way chain W2 = (3,19), 
for which C(W2) = 1. In this case, C(W) = C(W1) + C(W2) 
= 5. In the second case, W1 = (3,19,2,13,9,6), for which 
C(W1) = 5, and a one-way chain W2 = (20), for which 
C(W2) = 0. In this case, C(W) = C(W1) + C(W2) = 5. Both 
options give the same total desirability and either of these 
distributions can be chosen as the optimal. By adding the 
last chains to the previously cut off two-way chains, we 
get the final distribution for this variant of cycle break. 
Similarly, a gap is made on other vertices of the cycle and 
for each such variant from them a distribution is created. 
Choosing the best of them, we get the optimal 
distribution, which is a solution for a given subset of 
vertices. By performing similar optimization for all 
subsets, we get an optimal solution to the problem for the 
whole set by combining optimal solutions for all its 
subsets.   

Thus, the enlarged step-by-step algorithm for solving 
the DNP can be represented in the following form. 

Step 1. Divide the set of subjects into non-intersecting 
subsets.       

Step 2. For each subset, cut off the two-way chains as 
long as possible. If the result is a one-way chain, then 
after its optimization and inclusion in the union of 
previously cut off two-way chains, we get the optimal 
distribution for the current subset. If a loop exists, then 
you must consistently perform optimization with a gap at 
each vertex of the cycle, choosing the best of the 
distributions as the optimal. By adding it to the union of 
previously cut two-way chains, we get the optimal 
distribution for this subset.  

Step 3. Combine the optimal distributions for each 
subset. This association will give an optimal distribution 
for the whole set of subjects. 

 
4 EXPERIMENTS 

The developed algorithm was programmed on an 
ordinary personal computer in the Delphi visual 
programming environment [20]. Calculations were carried 
out for [3,1000].n∈  

Random sets with one and many subsets, with and 
without loops (the latter correspond to sets with subjects 
that have a neutral relation to the neighborhood) were 
considered. Verification of the algorithm was carried out 
by comparing the calculated data with the results of 

34



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2022. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2022. № 1 

 
 

© Kodnyanko V. A., 2022 
DOI 10.15588/1607-3274-2022-1-4 

calculations by brute-factor method at n < 12 for 
thousands of random sets. In all cases, the optimality of 
the solutions obtained is confirmed.  

Verification of the algorithm was carried out for 2500 
randomly generated initial distributions. Table 1 shows 
the main results of the experiments for different values of 
the parameter n. 

 
Table 1 – Results of computational experiments 

n Average number  
of subsets 

Average number 
of cut off chains 

Average number of 
vertices in a chain 

Average optimization  
time, s 

10 1.41 2.2 3.4 0.01 
50 1.63 8.6 6.1 0.21 
100 1.97 11.4 8.5 0.43 
500 2.65 18.7 16.4 0.65 
1000 3.82 44.3 22.6 0.87 

 
As can be seen from Table 1, the average number of 

subsets of the generated initial distributions selected by 
the algorithm is weakly dependent on the number n of 
their subjects. This dependence is much stronger on the 
random number of cut off chains and the average number 
of vertices in each such chain. It can also be seen that the 
optimization time is almost linearly dependent on the 
number of subjects, and in all cases it does not exceed one 
second to obtain the optimal distribution. It was found 
that there is no regularity for the dependence of the 
average number of vertices in cycles on the number of 
subjects. Their number may vary significantly from one 
distribution option to another. For example, in a 
distribution with n = 100, there may be 15 vertices in a 
cycle, and in the distribution for n = 1000 it can be 4.  

Thus, in practice, the effectiveness of the developed 
algorithm for solving the DNP in terms of its optimality 
and speed is confirmed. 

 
5 RESULTS 

The results of the work include the formulation of a 
one-dimensional unclosed combinatorial problem about 
the desired neighbors and an effective algorithm for its 
solution, which allows you to find one, several, and, if 
necessary, all the options for optimal distributions. In 
addition, the main results of the work can also include the 
concept and formulation of a general optimization 
combinatorial DNP, which, presumably, will have 
theoretical and practical prospects. This problem can be 
evoluted and developed in various subject areas of 
economics, production, architecture, urban studies and 
other areas. 

 
6 DISCUSSION 

The method underlying the algorithm for solving the 
problem allows, if necessary, to easily find all the best 
options for placing buyers on the sites. To do this, you 
need to define all subsets of the vertices of the desirability 
graph and all the cut off two-way and one-way chains in 
each of them. The subset arranged in any sequence and 
the vertex chains belonging to them will give optimal 
distributions. In addition, the involution of such chains 
will also give an optimal distribution.  

To reduce the number of optimal distributions, it is 
possible to set an additional problem of cutting off those 

options that indicate an undesirable neighbors of the 
terminal vertices of the chains connected to each other 
that has practical interest. To do this, after the end of the 
optimization process, it would be possible to conduct a 
second round of a survey among buyers about which 
neighbors from the proposed list, on the contrary, are 
undesirable for them. This procedure seems appropriate, 
because with the same optimal desirability criterion, the 
effect of the resulting solution is doubled by cutting off 
the best options with undesirable neighborhoods, which 
seems no less important within the framework of the 
problem under consideration.  

For example, the chains W1 = (1,3,2) and W2 = (6,4,5) 
shown in Fig. 9 may be optimally distributed adjacent to 
each other. In this case, each of the subjects 1 or 2 may be 
neighbors of subjects 5 or 6. If you conduct a survey on 
the undesirability of such a neighborhood, where a 
positive answer will be received, then one of the chains 
can be moved to another place of distribution without 
compromising the general criterion of optimality. At the 
same time, obviously, the quality of the method will 
increase, because recommendations will be taken into 
account not only about the desirable, but also about the 
undesirable neighborhood. 

Such surveys can be iterative. They can be carried out 
until there is the only optimal option for the final 
distribution of buyers on the sites. Since the algorithm 
works quickly, this option can be obtained in a short time 
within each iterative survey session.    

 
CONCLUSIONS 

The paper formulates a general combinatorial problem 
of the desired neighbors. Possible areas of practical 
application of the results of its development are listed. 
Within the framework of this problem, an analysis of the 
scientific literature on the optimization of combinatorial 
problems of practical importance that are close in subject 
is carried out. On this basis, the novelty of the formulated 
problem is established. A one-dimensional unclosed 
problem is considered on the example of the problem of 
distribution of buyers on land plots, taking into account 
their recommendations on the desired neighborhood. An 
effective method of solving the problem has been 
developed and an appropriate algorithm has been created, 
which for hundreds of distribution subjects allows to get 
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the optimal result on an ordinary personal computer in 
less than a second of counting time. The idea of 
continuing the optimization process is proposed, which 
doubles the practical effect by cutting off unwanted 
neighborhoods without worsening the optimal value of 
the general desirability criterion. 
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БЫСТРЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНОЙ НЕЗАМКНУТОЙ ЗАДАЧИ О ЖЕЛАТЕЛЬНЫХ СОСЕДЯХ 

 
Коднянко В. А. – д-р техн. наук, профессор кафедры стандартизации, метрологии и управления качеством, 

Политехнический институт Сибирского федерального университета, Красноярск, Россия. 
 

АННОТАЦИЯ 
Актуальность. В работе сформулирована общая комбинаторная проблема желательного соседства. Перечислены 

возможные сферы практического применения результатов ее разработки. В рамках данной проблемы проведен анализ 
научной литературы по оптимизации близких по тематике комбинаторных задач, имеющих практическое значение, на 
основе которого установлена новизна сформулированной проблемы, принятой к научной и алгоритмической разработке. 

Цель. Для частного случая проблемы в статье сформулирована имеющая практическое значение одномерная 
незамкнутая целочисленная комбинаторная задача о желательном соседстве на примере проблемы распределения 
покупателей по земельным участкам с учетом их рекомендаций о желательном соседстве. 
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Метод. Разработан метод решения упомянутой задачи и создан соответствующий эффективный алгоритм, который для 
тысяч экспериментальных множеств из сотен субъектов распределения позволяет на обычном персональном компьютере 
получить оптимальный результат менее чем за секунду времени счeта. Высказана идея развития процесса оптимизации, 
которая удваивает практический эффект от оптимизации за счет отсечения нежелательных соседств без ухудшения 
максимальной величины критерия желательности.  

Результаты. К результатам работы относятся постановка одномерной незамкнутой комбинаторной задачи о 
желательных соседях и эффективный алгоритм ее решения, который позволяет найти один, несколько, а при необходимости 
все варианты оптимальных распределений. К основным результатам работы можно также отнести концепцию и постановку 
общей оптимизационной комбинаторной проблемы желательных соседей, которая может иметь реальные теоретические и 
практические перспективы.  

Выводы. Метод, лежащий в основе алгоритма решения задачи, позволяет при необходимости без затруднений найти все 
оптимальные варианты размещения, число которых как правило, весьма велико. Установлено, что их количество может 
быть уменьшено с пользой вплоть до единицы за счет уменьшения количества нежелательных соседств, что способствует 
повышению качества отфильтрованных оптимальных распределений в соответствии с данным критерием. Рассмотренная 
проблема может получить перспективы развития и разработки в различных предметных областях экономики, производства, 
архитектуры, урбанистики и других сферах. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: задача о желательных соседях, незамкнутая задача, комбинаторная задача, цепочка вершин 
графа, оптимальное распределение. 
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ШВИДКИЙ АЛГОРИТМ ВИРІШЕННЯ ОДНОМІРНОЇ НЕЗАМКНЕНОЇ ЗАДАЧІ ПРО БАЖАНИХ СУСІДІВ 
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інститут Сибірського федерального університету, Красноярськ, Росія. 
 

АНОТАЦІЯ 
Актуальність. У роботі сформульовано спільну комбінаторну проблему бажаного сусідства. Наведено можливі сфери 

практичного застосування результатів її розробки. В рамках цієї проблеми проведено аналіз наукової літератури з 
оптимізації близьких за тематикою комбінаторних завдань, що мають практичне значення, на основі якого встановлено 
новизну сформульованої проблеми, прийнятої до наукової та алгоритмічної розробки. 

Ціль. Для окремого випадку проблеми у статті сформульовано одномірне незамкнене цілечисленне комбінаторне 
завдання, що має практичне значення, про бажане сусідство на прикладі проблеми розподілу покупців по земельних 
ділянках з урахуванням їх рекомендацій про бажане сусідство. 

Метод. Розроблено метод вирішення згаданої задачі та створено відповідний ефективний алгоритм, який для тисяч 
експериментальних множин із сотень суб’єктів розподілу дозволяє на звичайному персональному комп'ютері отримати 
оптимальний результат менш ніж за секунду часу рахунку. Висловлено ідею розвитку процесу оптимізації, яка подвоює 
практичний ефект від оптимізації за рахунок відсікання небажаних сусідств без погіршення максимальної величини 
критерію бажаності. 

Результати. До результатів роботи відносяться постановка одновимірної незамкнутої комбінаторної задачі про бажаних 
сусідів та ефективний алгоритм її вирішення, який дозволяє знайти один, кілька, а за необхідності всі варіанти оптимальних 
розподілів. До основних результатів роботи можна також віднести концепцію та постановку загальної оптимізаційної 
комбінаторної проблеми бажаних сусідів, яка може мати реальні теоретичні та практичні перспективи. 

Висновки. Метод, що лежить в основі алгоритму розв’язання задачі, дозволяє при необхідності легко знайти всі 
оптимальні варіанти розміщення, число яких як правило, дуже велике. Встановлено, що їх кількість може бути зменшена з 
користю до одиниці за рахунок зменшення кількості небажаних сусідств, що сприяє підвищенню якості відфільтрованих 
оптимальних розподілів відповідно до даного критерію. Розглянута проблема може отримати перспективи розвитку та 
розробки у різних предметних галузях економіки, виробництва, архітектури, урбаністики та інших сферах. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: задача про бажаних сусідів, незамкнена задача, комбінаторна задача, ланцюжок вершин графа, 
оптимальний розподіл. 
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