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ABSTRACT 
Context. UHF transmission systems make extensive use of transmission line segments, the characteristics of which have a sig-

nificant impact on the performance of various information technologies. One of the problems of production of transmission lines is to 
obtain a given wave impedance, which significantly affects the electrical and information characteristics of the entire set of equip-
ment. Currently, there is a burning issue of estimating the influence of disturbing factors on various electrical characteristics of long 
line segments. To date, the most fully developed methods for assessing the effect of disturbing factors on the wave impedance of a 
homogeneous line (the wave impedance is constant) under regular perturbations. In this case, the influence of perturbations on the 
reflection coefficient of matched lines was mainly considered. The effect of perturbations on the other characteristics of homogene-
ous and, especially, inhomogeneous lines has not been sufficiently studied. 

Objective. The purpose of this paper is to determine the effect of wave impedance perturbations on the transmission line imped-
ance matrix. Knowing the perturbed impedance matrix, it is possible to determine the distortion of the characteristics of any device 
built on transmission line segments. 

Method. The paper uses the method of perturbation theory of linear differential operators applied to equations describing proc-
esses in inhomogeneous long lines. 

Results. The obtained results make it possible to estimate the influence of regular and irregular perturbations of the wave resis-
tance (wave conductance) on the transmission line matrix considered as a quadrupole. Such matrix can be any quadrupole matrix: 
resistance matrix, conductance matrix, circuit matrix. This makes it possible, according to the desired function of the circuit (gain, 
input impedance, reflection coefficient), to determine the allowable deviation of the wave impedance from the nominal value in order 
to select a tolerance for reproducing the wave impedance. 

Conclusions. The proposed criterion for estimating line parameter deviations using the norm of the four-pole matrix is inherently 
an integral criterion and can be used to preliminarily estimate the frequency domain of the strongest distortions, regardless of the 
functional purpose of the transmission line segment. The developed approach is applicable to both homogeneous and heterogeneous 
transmission lines and covers both regular and irregular wave impedance perturbations. 

KEYWORDS: transmission line, wave impedance, disturbance, impedance matrix, quadrupole, inhomogeneous line, reflection 
coefficient. 

 
ABBREVIATIONS 

UHF – ultrahigh frequencies. 
 

NOMENCLATURE 
W – impedance, 

  – current delay time; 

зt – line delay time; 

Г – line reflection coefficient; 
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Г
~

 – the reflection coefficient of a line with perturbed 
impedance; 

u , i  – respectively, the Laplace image of voltage and 
current in the line; 

inz , iny  – respectively, the input resistance and con-

ductivity; 
p – complex frequency variable; 

)(0 Y  –  wave conductivity; 

A, B – constant integrations; 
)(Y0  , )(0 W  – respectively, a technological error 

in the implementation of wave conductivity and imped-
ance; 

 z ,  z~  – matrices of line resistances in accordance 
with the nominal and perturbed impedance; 

H0 – the relative change in the norm of the matrix of 
the system of parameters of the quadrupole. 

 
INTRODUCTION 

In line production, due to imperfections in measuring 
tools and all kinds of technological inaccuracies, there is 
always an error in the realization of the wave impedance. 

)(W  (   – current delay time, зt – line delay time). In 

addition, for a number of designs the wave impedance has 
been determined with some error. Thus, errors in repro-
ducing the required wave impedance, affecting the elec-
trical parameters of the transmission line: input imped-
ance, transfer functions, reflection coefficient, etc., inevi-
tably occur during line fabrication. Obviously, the pertur-
bation can be estimated from the change in parameters 
specific to the problem to be solved. For example, when 
considering negotiated transitions, the perturbation crite-

rion could be ГГ 
~

, where Г
~

, Г  – the modulus of 

the reflection coefficient of the line with perturbed and 
undisturbed impedance, respectively. When considering 
the range resonators, we can compare the overlap coeffi-
cient in frequency and load. When designing filters, it is 
of interest to change the characteristics of the filter in the 
bandwidth and barrier, as well as the magnitude and di-
rection of displacement of parasitic resonances. Thus, the 
choice of the criterion for assessing the impact of pertur-
bation depends on the type of problem to be solved. Such 
criteria are partial. 

A line is a linear system, the processes in it are de-
scribed by a linear operator. Therefore, the question of the 
effect of small changes in impedance can be solved with 
the help of modern perturbation theory of linear operators. 
However, it is inconvenient to directly use the methods of 
this theory in solving problems of perturbed lines. This is 
due to the fact that the same segment of the line is usually 
used to solve a number of problems: to match how the 
resonators, filter elements and so on. Each of the above 
problems can be matched by one or more linear operators 
and for them to consider the perturbation problem. For 
example, if you take a filter containing three cascaded 
lines of line, then each of these segments on both sides 
will be loaded with different loads. Therefore, even with 

the same perturbations of the wave resistance of all three 
line segments, each of the segments will clearly corre-
spond to its linear operator, since the boundary conditions 
for each of the three lines are different. Thus, in our ex-
ample, one filter corresponds to three perturbation prob-
lems. You can describe the filter as a whole as a linear 
operator, but then the operator is quite complex and solve 
the problem of perturbation becomes almost impossible. 
From the above considerations, it is clear that in the gen-
eral case, the direct use of methods of perturbation theory 
is unacceptable. From a practical point of view, it is nec-
essary to have a method of accounting for perturbations, 
which would immediately answer the question of how 
much the parameters of the line will change when pertur-
bation of the impedance, regardless of the type of problem 
(whether filtering, matching, etc.). 

For this criterion, the article proposes to choose any 
matrix of four-pole, for example, a matrix of resistances. 
It is obvious that at perturbation of impedance the matrix 
of a line will change and then it is possible to define 
change of any characteristic of a line. 

The aim of the article is to determine the effect of 
wave resistance perturbation on the resistance matrix of 
the transmission line. Knowing the perturbed resistance 
matrix, we can determine the distortion of an arbitrary 
line function as a quadrupole. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Let an inhomogeneous line with a nominal character-
istic impedance )(W  have a resistance matrix  z . Due 

to technological inaccuracies in the manufacture of the 

line, the characteristic impedance )()()(
~

 WWW , 

where )(W  is the error (disturbance) in the implemen-

tation of the wave impedance. It is required to determine 
the resistance matrix  z~  of the line with the disturbed 

characteristic impedance  )(
~
W  from the wave imped-

ance )(W , the matrix  z , and the perturbation 

)(W . 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The question of influence of design parameter varia-
tion on electrical characteristics of transmission lines has 
become especially urgent at development of high-speed 
information transmission systems, for which it is neces-
sary to develop new methods of calibration taking into 
account deviations of wave resistance from nominal value 
[1–7], statistical modelling W [8–11]. 

In particular, in the publication [9] the issues of the in-
fluence of regular and irregular deviations of the elements 
of line structures from the nominal values on the wave 
resistance are considered.  

In the publication [10] the questions of methodology 
of calculation of electric parameters of lines of printed 
circuit boards of high-performance computing devices are 
considered. In these works, various methods of influenc-
ing existing technological processes on the parameters of 
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the dielectric and the geometry of line conductors with a 
nominal constant wave resistance (homogeneous line) are 
considered. The influence of structural scatter on the re-
flection coefficient of transmission lines is analyzed. 

The publication [11] considers the influence of tech-
nological errors on the output of suitable high-frequency 
devices on printed circuit boards. The method of calcula-
tion of tolerances on parameters of interconnections of 
printed circuit boards of high-speed units of digital infor-
mation processing, forecasting of technological defect, 
algorithm of calculation of errors of impedance taking 
into account a scatter of geometrical sizes of conductors is 
offered. It is shown that with modern technologies for the 
manufacture of microstrip transmission lines, the devia-
tions of the impedance within one layer of the multilayer 
substrate do not exceed 8%, and the total tolerance of the 
impedance as a whole is ± 10%. 

The question of the influence of statistical perturba-
tion on the wave resistance of an inhomogeneous line is 
devoted to works [12, 13], in which the authors propose to 
use the theory of Markov processes to estimate the statis-
tical characteristics of wave resistance on the basis of 
which the probability density of wave resistance is deter-
mined W, the probability of not leaving the process W 
outside the given limits at a given standard deviation W 
(the percentage of suitable products).  

  
3 MATERIALS AND METHODS 

Consider the equation of inhomogeneous lines [14] 
 

.0;0 22 





 ipi
W

W
iupu

W

W
u  (1)

 

Then the input line resistance can be represented as 
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u
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Similarly, you can write an expression for input con-
ductivity 
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Let )(1 u – partial solution (1). Then the second par-

tial solution can be represented as [15] 
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Let’s convert the exponential coefficient 
 

    ).()(lnexp)(lndexp

d)(ln
d

d
exp

)(

)(
exp









 



















WWW

Wd
W

W

 (5)

 
We assume that the beginning of the line is at a point 
0 , and the edge is at a point зt . Then a partial 

solution )(2 u  taking into account (5) can be written as a 

definite integral 
 

.
)(

)(
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0

2
1

12 ds
su

sW
uu 


  (6)

 
Therefore, the general solution of equation (1) 
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Let us replace the wave resistance in the equation (1) 

with respect to the current with the wave conductivity 
)(/1)( 0  YW . Then 
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and the equation for the current will take the form 

.0
)(

)( 2

0
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 ipi
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Y
i  (9)

 
Equation (9) in appearance coincides with the equa-

tion for voltage (1). Therefore, its overall solution ( )(1 i – 

partial solution (9)) 
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  (10)

 
Express the input resistance of the open line through 

the partial solution )(1 i , which satisfies the boundary 

conditions 
 

.0)0(,1)0( 11  ii  (11)

 
From (10) it follows Ai )0( .  So, the first derivative 
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where do we find )0()0( 0BYi  .  

Input line conductivity at points 0 : 
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Because when зt  the line is open, then 0)t( зi . 

Therefore, according to (10) 
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Execution of equality 0)(1 зti  and conditions (11) 

are possible only at certain values 2p , which are eigen-

values of the boundary value problem under boundary 
conditions 
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Therefore 
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where 
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therefore, 
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The input resistance of the open line is an element 11z  

resistance matrix 
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The current equation (9) coincides in appearance with 

the voltage equation (1). Therefore, if we proceed from 
equation (1), we can immediately write the input resis-
tance of the line closed at the point зt : 
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where )(1 u – partial solution (1): 0)0(,1)0( 11  uu . 

The element of the conductivity matrix of a closed line is 
equal to  
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In deriving (20) it is taken into account that for a 
closed line the common solution satisfies the condition 

0)( зtu . 

Let )(),(Y 00  W – nominal (calculated) values of 

wave conductivity and impedance )(1)(Y 00  W . Sup-

pose that during the technological implementation of the 
line there was an error, as a result of which instead of the 
nominal wave conductivity )(Y0   realized wave conduc-

tivity )(Y)(Y)(Y
~

000  , where )(Y0  – techno-

logical error. Obviously, there is an error )(W0   in the 

implementation of impedance 
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From (22) we find 
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From here we find the impedance error 
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Let’s estimate influence of an error of wave conduc-

tivity )(Y0   on the elements of the resistance matrix. 

We believe that the disturbance )(Y0   quite a few and, 

according to perturbation theory, an outraged decision 

)(
~
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, )()(
~

11  uu . Then the elements of the per-

turbed matrix 
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where кзz – resistance of undisturbed closed line, )(1 f  – 

solving the equation 
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under extreme conditions .0)0(,1)0( 11  ff  

Enter the notation 
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Then 
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We find similarly 
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Marking 
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we will receive 
 

    .~~~~
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Opening the brackets, write 
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Thus, the matrix of line resistances with perturbed im-

pedance can be represented as 
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4 EXPERIMENTS 

When designing high-speed digital signal transmission 
systems with a frequency above 1 GHz due to technologi-
cal errors in the production process there is a problem of 
their distortion when passing along the conductors of a 
homogeneous transmission line on a printed circuit board. 
In this case, as follows from the requirements of interna-
tional standards IPC-2221A [16] instability in obtaining a 
constant wave resistance can be described with a suffi-

cient degree of accuracy by the perturbation of the wave 
conductivity   sin)(0Y , where  ,,  con-

stant numbers that characterize the technological process.  
 

5 RESULTS 
According to the above formulas for a particular case 

of perturbation of the impedance of a homogeneous line, 
the dependence of the relative change in the norm was 
constructed (H0) chain matrix    22211211 ,,, AAAAA   

from the electric length of Fig. 1 
  

 
Figure 1 – Graph of the relative change in the norm H0 of the 
chain matrix from the electric length of the line with perturbed 

wave conductivity 
6 DISCUSSION 

From Fig. 1 it follows that this perturbation most 
strongly affects the frequency characteristics of the line in 
certain frequency bands, where there is a surge of H0. 
This conclusion is valid regardless of the functional pur-
pose of the segment of the transmission line. The analysis 
of the dependences (Fig. 1) for various values of  ,,  

showed: 
1. The oscillation frequencies of the wave conduc-

tance error )(Y  depend on the parameter   and deter-

mine the frequency region of the strongest disturbance of 
the electrical parameters of the line. Outside this region, 
the perturbation of the parameters is small. The maximum 
distortion is observed at electrical lengths nπ / 2,  
n = 1,2,3,…. The higher the oscillation frequency of the 
wave impedance disturbance, the higher the frequency 
range in which the electrical parameters of the line are 
disturbed. 

2. For lines operating in the frequency range up to the 
second harmonic open at both ends of the line, the most 
dangerous disturbances are monotonic deviations of wave 
conductivity. 

3. The location of the disturbance )(Y  a well as the 

initial phase of the disturbance   does not affect the fre-
quency domain of distortions, but only affects the nature 
of distortions in this domain. 

4. An increase in the magnitude of the error of wave 
conductivity α leads to an increase in the deviation of 
electrical parameters from the nominal in the entire fre-
quency range. 

5. Existing methods for assessing the impact of tech-
nological inaccuracies in the manufacture of lines make it 
possible to determine the deterministic and statistical 
characteristics of the wave impedance of transmission 
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lines [5–9, 11–14]. At the same time, the degree of distor-
tion of the functional electrical characteristics (input im-
pedance, reflection coefficient, various transfer character-
istics) is difficult or impossible to determine using known 
methods. The approach developed in the work made it 
possible to estimate the influence of inaccuracies in the 
implementation of the wave impedance on the resistance 
matrix of the line, considered as a four-terminal network. 
The obtained relations (34, 35), in contrast to the known 
solutions, allow us to evaluate the influence of errors in 
the implementation of wave resistance on the deviation of 
an arbitrary functional parameter of the transmission line.  

 
CONCLUSIONS 

In this work, the problem of determining the influence 
of the deviation of the wave impedance of a transmission 
line from the nominal value on its elements of the resis-
tance matrix is solved. 

The scientific novelty of the results obtained lies in 
the fact that for the first time it was proposed to evaluate 
the results of the influence of production technological 
errors in the implementation of the line on the norm of the 
resistance matrix, which makes it possible to reasonably 
choose the accuracy of the reproduction of the wave resis-
tance based on the functional purpose of the line. 

The practical value of the results obtained is to sub-
stantiate the accuracy of the functioning of technological 
processes for the implementation of the wave impedance 
of the line, in which the functional parameters of the line 
are within acceptable limits. The results obtained make it 
possible to determine the minimum accuracy of produc-
tion processes, which ensures the minimum cost of the 
production process. 

The obtained results allow to estimate the influence of 
the perturbation of the wave resistance (wave conductiv-
ity) on the matrix of the transmission line, which is con-
sidered as a quadrupole. As such a matrix can be any ma-
trix of four-pole: a matrix of resistances, conductivities, a 
chain matrix. This makes it possible for the required func-
tion of the circuit (transmission factor, input resistance, 
reflection coefficient, etc.) and its permissible deviation 
from the nominal value, it is reasonable to choose the 
tolerance for the accuracy of the reproduction of the im-
pedance. The proposed criterion for estimating deviations 
of line parameters using the norm of the quadrupole ma-
trix is essentially an integral criterion and can be used to 
pre-estimate the frequency range of the strongest distor-
tions, regardless of the functional purpose of the segment 
of the transmission line. The developed approach is appli-
cable to both homogeneous and inhomogeneous transmis-
sion lines and covers both regular and irregular perturba-
tions of the impedance. 

Prospects for further research are related to the sub-
stantiation of the accuracy characteristics of various tech-
nologies for the production of microwave equipment in 
order to ensure the minimum cost. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. У НВЧ системах передачі інформації широко використовуються відрізки ліній передачі, характеристики 

яких значно впливають на продуктивність різних інформаційних технологій. Однією з проблем виробництва ліній передачі 
є отримання заданого хвильового опору, що значно впливає на електричні та інформаційні характеристики всього комплек-
су обладнання. В даний час постає гостре питання оцінки впливу збурюючих факторів на різні електричні характеристики 
відрізків довгих ліній. На сьогоднішній день найбільш повно розроблені методи оцінки впливу збурюючих факторів на хви-
льовий опір однорідної лінії (хвильовий опір постійно) при регулярних збуреннях. У цьому випадку в основному врахову-
вався вплив збурень на коефіцієнт відбиття узгоджених ліній. Питання впливу збурень на решту характеристик однорідних 
і, особливо, неоднорідних ліній вивчені недостатньо. 

Мета. Метою статті є визначення впливу збурень хвильового опору на матрицю опору лінії передачі. Знаючи матрицю 
збурених опорів, можна визначити спотворення будь-якого пристрою, побудованого на відрізках ліній передачі.  

Метод. У статті використано метод теорії збурень лінійних диференціальних операторів, застосований до рівнянь, що 
описують процеси в неоднорідних довгих лініях. 

Результати. Отримані результати дають можливість оцінити вплив регулярних та нерегулярних збурень хвильового 
опору (хвильової провідності) на матрицю лінії передачі, що розглядається як чотириполюсник. Така матриця може бути 
будь-якою квадрупольною матрицею: матрицею опорів, провідностей, ланцюговою. Це робить можливим, відповідно до 
необхідної функції схеми (коефіцієнт передачі, вхідний опір, коефіцієнт відбиття) визначити її допустиме відхилення від 
номінального значення, щоб вибрати допуск для відтворення хвильового опору. 

Висновки. Запропонований критерій оцінки відхилень параметрів лінії з використанням норми квадрупольної матриці 
за своєю суттю є інтегральним критерієм і може бути використаний для попередньої оцінки частотної області найсильніших 
спотворень, незалежно від функціонального призначення відрізка лінії передачі. Розроблений підхід застосовується як до 
однорідних, так і до неоднорідних ліній передачі та охоплює як регулярні, так і нерегулярні збурення хвильового опору. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: лінія передачі, хвильовий опір, збурення, матриця опорів, чотириполюсник, неоднорідна лінія, ко-
ефіцієнт відбиття. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. В СВЧ системах передачи информации широко используются отрезки линий передачи, характеристики 

которых значительно влияют на производительность различных информационных технологий. Одной из проблем производ-
ства линий передачи является получение заданного волнового сопротивления, что значительно влияет на электрические и 
информационные характеристики всего комплекса оборудования. В настоящее время возникает острый вопрос оценки влия-
ния возмущающих факторов на различные электрические характеристики отрезков длинных линий. На сегодняшний день 
наиболее полно разработаны методы оценки влияния возмущающих факторов на волновое сопротивление однородной ли-
нии (волновое сопротивление постоянно) при регулярных возмущениях. В этом случае в основном учитывалось влияние 
возмущений на коэффициент отражения согласованных линий. Вопрос влияния возмущений на остальные характеристики 
однородных и, особенно, неоднородных линий изучены недостаточно. 

Цель. Целью статьи является определение влияния возмущений волнового сопротивления на матрицу сопротивления 
линии передачи. Зная матрицу возмущенных сопротивлений, можно определить искажения характеристик какого-либо уст-
ройства, построенного на отрезках линий передачи. 

Метод. В статье использован метод теории возмущений линейных дифференциальных операторов, примененный к 
уравнениям, описывающих процессы в неоднородных длинных линиях. 

Результаты. Полученные результаты дают возможность оценить влияние регулярных и нерегулярных возмущений вол-
нового сопротивления (волновой проводимости) на матрицу линии передачи, рассматриваемой как четырехполюсник. Та-
кой матрицей может быть какая-либо матрица четырехполюсника: матрица сопротивлений, проводимостей, цепной. Это 
делает возможным, в соответствии с требуемой функцией цепи (коэффициент передачи, входное сопротивление, коэффици-
ент отражения) определить допустимое отклонение волнового сопротивления от номинального значения, чтобы выбрать 
допуск для воспроизведения волнового сопротивления. 

Выводы. Предложенный критерий оценки отклонений параметров линии с использованием нормы четырёхполюсной 
матрицы по своей сути является интегральным критерием и может быть использован для предварительной оценки частот-
ной области наиболее сильных искажений, независимо от функционального назначения отрезка линии передачи. Разрабо-
танный подход применим как к однородным, так и к неоднородным линиям передачи и охватывает как регулярные, так и 
нерегулярные возмущения волнового сопротивления. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: линия передачи, волновое сопротивление, возмущения, матрица сопротивлений, четырехпо-
люсник, неоднородная линия, коэффициент отражения. 
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ABSTRACT 
Context. The relevance is to study the cross-correlation properties of the developed complex signals ensembles of large volume 

with a low level of multiple access interference, thereby increasing the efficiency of using a limited radio frequency range. The Ob-
ject of Research is a method of bandpass filtering with permutations, which allows forming complex signals ensembles of large vol-
ume.  

Objective. The Objective is to determine the optimal cross-correlation properties for the formation of complex signals ensembles 
of large volume with a low level of multiple access interference. 

Method. The work has the study results of cross-correlation properties of complex signals ensembles obtained by applying the 
filtered elements permutation method. The formation of complex signals ensembles is based on pseudo-random sequences with im-
proved cross-correlation properties in the time domain. Bandpass filtering is applied to such sequences, and the number of filter 
bands is determined based on the calculation of the frequency spectrum utilization coefficient. The filter band optimal width determi-
nation is based on a comparison of the maximum emissions of the side lobes values of the of cross-correlation function of signals 
from the elements number in the involved sequences. The signals obtained by frequency bands allocating are characterized by a dif-
ference in form in the minimal similarity condition. In order to reduce the multiple access interference impact, the frequency compo-
nents transfer obtained by spectral filtering to the common frequency range is carried out. After that, the signals are transferred using 
the full search method. As a result, it was obtained all possible combinations of signal pairs permutations. The use of permutations in 
the complex signals ensemble formation can significantly increase the ensemble volume. The signals generated by frequency filter-
ing, to which the transfer to the common frequency band and their subsequent permutation was applied, are subjected to correlation 
analysis based on the calculation of the maximum emissions values of the side lobes of the cross-correlation function. 

Comparative characteristic of cross-correlation properties of developed signals with known signals prove that signals generated 
based on pseudo-random sequences with improved cross-correlation properties have a much larger ensembles volume, are formed on 
the basis of simple algorithms that don’t require significant computing resources and have satisfactory cross-correlation characteris-
tics. The use of bandpass filtering method with permutation allows the formation of large-volume ensembles whose signals differ in 
form, and the combination of different frequency bands reduces the vulnerability to multiple access interference. 

Results. Due to the software implementation of the bandpass filtering method with permutations, the comparison of cross-
correlation properties of nonlinear sequences, M-sequences, multiphase signals and developed signals based on sequences with im-
proved cross-correlation properties was performed.  

In estimating the levels of maximum emissions of side lobes of the cross-correlation function, it was found that the generated 
signals obtained by bandpass filtering with permutations deteriorate cross-correlation characteristics by increasing the pulse duration 
proportional to the decrease in signal frequency band, but their value satisfies the minimal similarity condition, used in cognitive 
telecommunications systems. 

Conclusions. The study of the signals cross-correlation properties proves the effectiveness of the developed bandpass filtering 
with permutations method. The generated signals have cross-correlated characteristics no worse than ensembles based on known 
signals. At this level of maximum emissions of the side lobes of the cross-correlation function of the developed signals is 7–12% less 
than the known signals. Thus, the method of bandpass filtering with permutations can be used to increase the efficiency of radio fre-
quency resource use of both existing and advanced cognitive telecommunication networks of wireless access based on systems with 
code division multiplexing. 

KEYWORDS: complex signal, cross-correlation function, multiple access interference, signal base, signal spectrum width, filter 
band, low energy interaction, ensemble volume. 

 
ABBREVIATIONS 

CCF is a cross-correlation function; 
MAI is a multiple access interference. 

 

NOMENCLATURE 
si is a і-th signal; 
sj is a j-th signal; 
Δf is a filter band; 
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Δ is a integration step; 
В is a signal base; 
Fн is a lower limit of the frequency range; 
Fв is a upper limit of the frequency range; 
ΔF is a width of the pseudo-random sequence spec-

trum main lobe with low interaction in time domain; 
Kij is a random pair of frequency elements; 
s(t) is a signal obtained by frequency filtering; 
Х is a frequency spectrum of the signal; 
ω0τ is a phase shift; 
Еі is a energy of the i-th signal; 
T is a sequence duration; 
τ is a sequence pulse duration; 
t is a time; 
N is a symbols number in the sequences; 
Rmax is a maximum emission of the side lobes of CCF. 

 
INTRODUCTION 

Increasing the number of users and the quality of their 
service in modern cognitive telecommunication systems 
and radio networks, provided multiple access to various 
information resources and technologies, is possible with 
using by ensembles of complex signals with large vol-
umes. 

Increased volume signals realization is possible with 
the use of pseudo-random sequences with improved 
cross-correlation properties. The advantages of such se-
quences are low energy interaction in the time domain, 
low level of cross-correlation, ensuring a low MAI level 
and compliance with the condition of minimal similarity. 
However, in the study of signal ensembles based on such 
sequences, it was found that the number of forming se-
quences limits their volume. Therefore, the urgent task is 
to form such signals ensembles that have mutually corre-
lated properties close to the signals with minimal interac-
tion in the time domain [1–3]. 

One of the main directions of research of complex 
signals ensembles is correlation characteristics definition. 
However, code division multiplexing is based on correla-
tion processing. In this case, the main criterion for evalu-
ating the characteristics of complex signals ensembles 
based on sequences with improved cross-correlation 
properties obtained by bandpass filtering with permuta-
tions and subsequent transfer to a common frequency 
range can be considered analysis of cross-correlation 
characteristics of the studied signals. 

Pseudorandom sequences with improved cross-
correlation properties are signals with a large base, have a 
low level of cross-correlation, provide a low level of mul-
tiple access interference and meet the condition of mini-
mal similarity [6]. 

The use of signals based on sequences with improved 
cross-correlation properties obtained by bandpass filtering 
with permutations in cognitive telecommunication sys-
tems allows reducing the level of MAI by decreasing the 
values of the maximum emissions of the side lobes of the 
CCF received signals. 

Estimation of the volume and analysis of cross-
correlation characteristics of complex signals ensembles, 

which are formed on the basis of this method, will deter-
mine the feasibility of further use of such signals in tele-
communication systems of cognitive radio communica-
tion with code division multiplexing. 

The object of study is the method of bandpass filter-
ing with permutations, which allows forming complex 
signals ensembles of large volume in order to increase the 
number of simultaneously served subscribers and the 
quality of their service in modern cognitive telecommuni-
cation systems with limited frequency resource. 

The subject of study is a process of studying the 
cross-correlation characteristics of the formed complex 
signals ensembles obtained by applying the method of 
bandpass filtering with permutations. 

The purpose of the work is to determine the optimal 
cross-correlation characteristics for the formation of com-
plex signals ensembles of large volume with a low level 
of multiple access interference.  

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Suppose an ensemble of complex signals consisting of 
50 output sequences with N = 23 – 512, Т ≈ 1,2 ms, 
τi = 10 ns. Δf was selected between 200 kHz and 450 kHz 
in 50 kHz increments. 

The task is to calculate the values of Rmax, based on 
the selection of optimal signal parameters, in order to 
determine the correlation properties of the signals. This 
takes into account the limitation on the number of filter 
bands ks and the criterion of minimum similarity Rij max, 
which will form ensembles of complex signals of large 
volume with a low level of multiple access interference 
and apply them in cognitive telecommunications systems. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE  

Known complex signals classes are usually formed 
based on video pulses sequences formed by a certain rule. 
Such sequences include M-sequences, Gold, Kasami se-
quences, nonlinear sequences, multiphase signals and 
others [6, 9]. 

The structure of the signals used as subscribers deter-
mines the value and MAI pattern and, accordingly, the 
noise immunity of the system, the effectiveness of the 
frequency spectrum and the maximum number of active 
subscribers [7, 8, 10, 11]. Implementation of transmission 
systems, the signals of which overlap in frequency, is 
possible due to the use as information carriers of individ-
ual subscriber signals. 

In transmission systems, the characteristics of the cus-
tomer service quality and the transmitted information reli-
ability are rigidly interrelated. Due to the presence of in-
formation in the system, the information transmission 
reliability depends on the number and activity of sub-
scribers, as well as on the power of the signals emitted by 
them. Thus, to increase the noise immunity of the system 
it is necessary to reduce the number of simultaneously 
working subscribers, which is impractical in modern con-
ditions of cognitive telecommunication systems develop-
ment.  
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Another way to improve the service quality is the use 
of signals with improved cross-correlation properties [9, 
12], which are estimated using the values of the maxi-
mum emissions of the side lobes of the CCF depending 
on the number of pulses in the sequences.  

The use of such signals allows developing ensembles 
of the large volume complex signals, which allows sig-
nificantly increasing the number of simultaneously served 
subscribers and improve the quality of transmission. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

To determine the optimal values of frequency charac-
teristics in this method of bandpass filtering with permu-
tations in order to form ensembles of complex signals of 
large volume, pseudo-random sequences with low energy 
interaction in the time domain are used, which are de-
scribed in [1, 2]. Bandpass filtering is applied to such 
sequences. Estimation of the number of bands is due to 
the coefficient of frequency spectrum ks use, defined as 
[3]: 
 

  
f

F
ks 


 .  (1) 

 
The determination of the optimal width of the filtra-

tion band is based on a comparison of the values of the 
maximum emissions of the side lobes of the CCF signals 
from the number of elements in the involved sequences. 

The comparison coefficient value of the maximum 
emissions of the side lobes of the ССF signals is deter-
mined by the expression [9]: 
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The obtained values must meet the condition of mini-

mal similarity [6]: 
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As a result of the application of such filtering, fre-

quency bands were isolated from the spectrum of pseudo-
random sequences with minimal energy interaction in the 
frequency domain. Signals obtained by allocating fre-
quency bands are characterized by a difference in form in 
the condition of minimal similarity of signals (3). 

In order to reduce the multiple access interference im-
pact, the frequency transfer of the components obtained by 
filtering the spectrum of sequences with minimal energy 
interaction to the common frequency range is performed. 

The analytical expression of the frequency transfer is 
[4]: 
 

    0)()}({ 0
1 jetsXF .  (4) 

 

In expression (4), the signal delay leads to a change in 
the phase-frequency characteristic, which shows the ratio 
of the harmonic components: sin(ω)/cos(ω), so the fre-
quency spectrum of the signal obtained by frequency fil-
tering is difficult to phase shift. As a result, it is possible 
to significantly improve the frequency selectivity com-
pared to known signals generated based on devices with 
direct amplification. 

Signals permutation occurs by means of a full search 
method that is defined by a formula: 
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To explain this method, we ask a set of four frequency 

elements K1, K2, K3 and K4, obtained by applying band-
pass filtering at different intervals of the spectrum to se-
quences with improved cross-correlation properties. As a 
result, we obtain all possible combinations of permuta-
tions: K12, K13, K14, K23, K24 and K34. 

The use of permutations in a complex signals ensem-
ble formation allows you to reduce the level of minimal 
similarity of signals at an acceptable level, while increas-
ing the signals ensemble volume. 

The cross-correlation properties of the signals gener-
ated by frequency filtering, to which the transfer to the 
common frequency band is applied and their subsequent 
permutation are analyzed by calculating the values of the 
maximum emissions of the side lobes of the CCF. 

The calculation of the values of the maximum emis-
sions of the side lobes of the CCF is in accordance with 
the docking function [5]: 
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The energy of the signals obtained by the method of 

bandpass filtering with permutations will be different, 
therefore, to estimate correctly the maximum emissions 
values of the side lobes of the ССF by expression (6) it is 
necessary to normalize the signal energy [5]: 
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According to the calculations results of all possible 
variants of pairs of the received signals leave only those 
which will satisfy a condition of the minimal similarity 
(3). 

Comparative characteristics of cross-correlation prop-
erties of developed signals with known signals prove that 
signals generated based on pseudo-random sequences 
with improved cross-correlation properties have a much 
larger volume of ensembles, are formed on the basis of 
simple algorithms that don’t require significant computa-
tional resources and have better cross-correlation charac-
teristics. 
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The application of the method of bandpass filtering 
with permutations allows forming ensembles of large vol-
ume, the signals of which differ in form, and the combina-
tion of different frequency bands reduces the vulnerability 
to MAI. 

 
4 EXPERIMENTS 

The method of bandpass filtering with permutations is 
implemented as a software product created in the Matlab 
modeling environment, due to which there is a practical 
confirmation of the obtained theoretical results. 

To form a complex signals ensemble, pseudo-random 
sequences with improved cross-correlation properties are 
used, to which band filtering is applied. The choice of the 
optimal bandwidth of the filter band is based on the 
analysis of the signal correlation properties produced by 
selecting the frequency elements obtained from different 
frequency bands, the number of which is determined by 
calculating the frequency spectrum utilization factor. Ac-
cording to the analysis results, the optimal value Δf = 350 
kHz, and the number of filter bands is 4. To reduce the 
influence of the MAI to such signals isolated from the 
common frequency band of pseudo-random sequences 
with improved correlation properties, frequency transfer 
to the common frequency range is used. The obtained 
signals differ in form and satisfy the condition of minimal 
similarity of signals. 

Then the permutation of signals is performed by the 
method of full search, the result is all possible combina-
tions of permutations: K12, K13, K14, K23, K24 and K34. The 
process of permutations in the formation of a complex 
signals ensemble allows reducing the level of minimal 
similarity of signals to an acceptable level, with a signifi-
cant increase in the ensemble volume, the calculation of 
which is discussed in detail in [3]. 

Analysis of the cross-correlation properties of the sig-
nals generated by frequency filtering, to which the transfer 
to the common frequency band was applied and their sub-
sequent permutation is based on the calculation of the val-
ues of the maximum emissions of the side lobes of the 
CCF. 

The energy of the signals obtained by the method of 
bandpass filtering with permutations from different fre-
quency ranges will be different, therefore, for correctly 
estimating the values of the maximum emissions of the side 
lobes of CCF by expression (6) it is necessary to normalize 
the signal energy. After alignment, the analysis of cross-
correlation properties of the received signals is carried out 
and their models are built, based on which the maximum 
emissions of the side lobes of the CCF for all possible vari-
ants of signals are determined. When forming a complex 
signals ensemble, only those pairs of signals are used that 
will satisfy the requirements for the established restrictions. 

Because of obtaining the data, a comparative charac-
terization of the cross-correlation properties of the devel-
oped signals with known signals is carried out. The charac-
terization proves that the signals formed based on pseudo-
random sequences with improved cross-correlation proper-
ties outweigh the known signals in the volume of the en-

semble, are formed on the basis of simple algorithms that 
don’t require significant computational resources and have 
better cross-correlation properties. 

5 RESULTS 
The calculation results of the correlation properties of 

the signals obtained by frequency filtering with transfer to a 
common frequency range and permutations depending on 
the bandwidth are shown in table 1. The following nota-
tions were used: Sftp200 (t) – Sftp450 (t) – bandwidth sig-
nal from 200 to 450 kHz, K12 – K34 – combinations of per-
mutations of signal pairs. Figure 1 graphically shows the 
dependences of the calculation of the maximum emissions 
of the side lobes of the CCF on the number of pulses in 
sequences with improved correlation properties at different 
values of the bandwidth of the bandpass filters [14]. 

The obtained results testify to the correspondence of 
the signals to the signals with minimal energy interaction 
and satisfy the condition of minimal similarity. The opti-
mal value of Δf = 350 kHz, as the formed complex signals 
ensemble has the optimal volume [3], and the levels of 
maximum emissions of the side lobes satisfy the selected 
constraint. 

Table 2 presents the results of calculating the values 
of the maximum emissions of the side lobes of CCF 
nonlinear sequences, M-sequences, multiphase signals 
and developed signals based on sequences with improved 
cross-correlation properties. 

Figure 2 shows a comparative characteristic of the 
values of the maximum emissions of the side lobes of the 
CCF signals based on different sequences. 

As a result of the study, when estimating the levels of 
maximum emissions of side lobes of the CCF found that 
the generated signals obtained by bandpass filtering with 
permutations have worse cross-correlation properties, 
relative to signals obtained by permutation of time inter-
vals of sequences based on a centered series due to in-
creasing pulse duration in accordance with the reduction 
of the signal frequency band. However, their value satis-
fies the condition of minimal similarity and such signals 
can be used in cognitive telecommunication systems. 

 

6 DISCUSSION 
The data is in the calculating the correlation properties 

of signals (table 1) show that the study can be used to 
solve the problem of forming complex signals ensembles 
based on sequences with improved cross-correlation 
properties by bandpass filtering with subsequent transfer 
to the common frequency range and permutations of fre-
quency elements. 

The results of calculating the cross-correlation proper-
ties of the signals obtained by frequency filtering with 
transfer to the common frequency range and permutations 
are presented in Figure 1 and limited to N = 150 in order 
to better perceive the displayed values of maximum emis-
sions of side lobes of CCF. 

It should be noted that even when the value of Δf de-
creases to the level of 200 kHz, increasing the pulse dura-
tion does not violate the minimal similarity condition of 
the developed signals. 
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The applied method of signal frequency elements 
permutation using full search allows receiving all possi-
bilities of permutations combinations that from the point 
of view of optimum use of system computing resources 
creates additional loading. 

Comparison of signals cross-correlation properties 
based on different sequences proves the effectiveness of 
the developed method of bandpass filtering with permuta-
tions. The formed complex signals ensembles have cross-

correlation properties not worse than ensembles based on 
known signals, and the level of maximum emissions of 
the side lobes of the CCF of the developed signals is 7–
12% lower than the indicators of known signals. Thus, the 
method of bandpass filtering with permutations can be 
used to increase the efficiency of radio frequency resource 
use in cognitive telecommunication networks based on 
systems with code division multiplexing. 

 

  
a b 

   
с d 

  
e f 

Figure 1 – The calculation results of the signals cross-correlation properties obtained by frequency filtering with permutation to 
the common frequency range and permutations: 

a – when using the filter band width is equal 200 kHz, b – when using the filter band width is equal 250 kHz, c – when using the 
filter band width is equal 300 kHz, d – when using the filter band width is equal 350 kHz, e – when using the filter band width is 

equal 400 kHz, f – when using the filter band width is equal 450 kHz 
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Table 1 – The calculation results of the signals correlation properties obtained by frequency filtering with permutation to the common 
frequency range and permutations within the filter bands width 

 

 R12 R13 R14 R23 R24 R34 

Sftp200(t) 0.3128 0.2795 0.3677 0.2464 0.2068 0.2958 
Sftp250(t) 0.2601 0.2523 0.3416 0.2358 0.2195 0.2462 
Sftp300(t) 0.2217 0.2193 0.3101 0.2284 0.2298 0.2329 
Sftp350(t) 0.2120 0.2049 0.2796 0.2176 0.2265 0.2276 
Sftp400(t) 0.2024 0.2027 0.2542 0.2104 0.2122 0.2178 
Sftp450(t) 0.1901 0.2052 0.2336 0.2021 0.1917 0.2076 

 
Table 2 – The calculation results of the values of the maximum emissions of the side lobes of the CCF signals based on different 

sequences 
 

 The values of the maximum emissions of the side lobes of the CCF 

N 
Nonlinear 
sequences 

М- sequences 
Multiphase 

signals 

Sequences 
with low inter-
action in the 
time domain 

The signals are 
obtained by 

permutation the 
time intervals of 

the sequences 
based on the 

centered series 

Signals based on se-
quences with improved 
cross-correlation prop-

erties obtained by 
bandpass filtering with 

permutations 

  N/)6...9.1(  N/)3...1(  
jinn/1  

B)3...1(  B)5...1(  

40 0.092 0.341 0.058 0.0321 0.0729 0.256 
100 0.0797 0.2354 0.041 0.0114 0.0507 0.182 
256 0.0626 0.1186 0.0207 0.004 0.0221 0.11 
512 0.0612 0.0863 0.0123 0.0031 0.019 0.079 

 

 

 

Figure 2 – Comparative characteristic of the values of the maximum emissions of the side lobes of the CCF signals based on dif-
ferent sequences 

 
CONCLUSION 

The main criterion for evaluating the properties of 
complex signals ensembles based on sequences with im-
proved cross-correlation properties obtained by bandpass 
filtering with transfer and subsequent permutation to a 
common frequency range can be considered the analysis 
of cross-correlation properties of the studied signals. 
Analysis of the cross-correlation properties of complex 
signal ensembles based on pseudo-random sequences with 
improved cross-correlation properties allows the forma-

tion of complex signal ensembles of much larger volume 
than ensembles based on known signals. 

The scientific novelty of the obtained results lies in 
the further development of the method of forming com-
plex signals ensembles based on sequences with improved 
cross-correlation properties obtained by bandpass filtering 
with permutations, realized based on selection from se-
quences spectrum of equal bands with using the subse-
quent permutation. It allows increasing the complex sig-
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nals ensembles volume at a given level of multiple access 
interference. 

The practical significance of the obtained results is 
in the possibility of using complex signals obtained by 
bandpass filtering with permutations in cognitive tele-
communication systems, which are available to multiple 
access ensembles. 

Prospects for further research are to improve the se-
lective capabilities of the frequency elements permutation 
process, the choice of the optimal conversion when trans-
fer selected frequency bands to a common frequency 
range and further study of the correlation and ensemble 
signals properties. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Полягає у дослідженні взаємокореляційних властивостей розроблених ансамблів складних сигналів ве-

ликого об’єму із забезпеченням низького рівня завад множинного доступу, за рахунок чого забезпечується підвищення ефе-
ктивності використання обмеженого радіочастотного діапазону. Об’єктом дослідження є метод смугової фільтрації з пере-
становками, який дозволяє сформувати ансамблі складних сигналів великого об’єму. 

Мета роботи. Полягає у визначенні оптимальних взаємокореляційних властивостей для формування ансамблів склад-
них сигналів великого об’єму із забезпеченням низького рівня завад множинного доступу. 
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Метод. У роботі наведено результати дослідження взаємокореляційних властивостей ансамблів складних сигналів, 
отриманих за рахунок застосування методу перестановок відфільтрованих елементів. Формування ансамблів складних сиг-
налів відбувається на основі псевдовипадкових послідовностей з покращеними взаємокореляційними властивостями в часо-
вій області. До таких послідовностей застосовується смугова фільтрація, причому кількість смуг фільтрації визначається на 
основі розрахунку коефіцієнта використання частотного спектра. Визначення оптимальної ширини смуги фільтрації відбу-
вається на основі порівняння значень максимальних викидів бічних пелюсток функції взаємної кореляції сигналів від кіль-
кості елементів у задіяних послідовностях. Сигнали, отримані за допомогою виділення смуг частот, характеризуються від-
мінністю за формою при виконанні умови мінімальної подоби. З метою зменшення впливу завад множинного доступу здій-
снюється частотний перенос складових, отриманих у результаті фільтрації спектру, до спільної області частот. Після цього 
виконується перестановка сигналів за допомогою методу повного перебору. У результаті отримуємо усі можливі комбінації 
перестановок пар сигналів. Застосування перестановок при формуванні ансамбля складних сигналів дозволяє значно збільши-
ти об’єм ансамбля. Сигнали, сформовані за рахунок частотної фільтрації, до яких застосовувався перенос в спільну смугу час-
тот та їх подальша перестановка, піддаються кореляційному аналізу на основі розрахунку значень максимальних викидів біч-
них пелюсток функції взаємної кореляції. Порівняльна характеристика взаємокореляційних властивостей розроблених сигна-
лів з відомими сигналами доводить, що сигнали, сформовані на основі псевдовипадкових послідовностей з покращеними 
взаємокореляційними властивостями мають значно більший об’єм ансамблів, формуються на основі простих алгоритмів, що 
не потребують значних обчислювальних ресурсів та мають задовільні взаємокореляційні характеристики. Застосування 
методу смугової фільтрації з перестановками дозволяє формувати ансамблі великого об’єму, сигнали яких відрізняються за 
формою, а комбінування різних частотних діапазонів зменшує вразливість до завад множинного доступу. 

Результати. Завдяки програмній реалізації методу смугової фільтрації з перестановками виконано порівняння взаємо-
кореляційних властивостей нелінійних послідовностей, М-послідовностей, багатофазних сигналів та розроблених сигналів 
на основі послідовностей з покращеними взаємокореляційними властивостями. 

При оцінці рівнів максимальних викидів бічних пелюсток функції взаємної кореляції виявлено, що у сформованих сиг-
налів, отриманих шляхом смугової фільтрації з перестановками, погіршуються взаємокореляційні характеристики, за раху-
нок збільшення тривалості імпульсів пропорційної зменшенню смуги частот сигналу, але їхнє значення задовольняє умову 
мінімальної подоби і такі сигнали можуть застосовуватися в когнітивних телекомунікаційних системах. 

Висновки. Виконане дослідження взаємокореляційних властивостей сигналів доводить ефективність розробленого ме-
тоду смугової фільтрації з перестановками. Сформовані сигнали мають взаємокореляційні характеристики не гірші ніж ан-
самблі на основі відомих сигналів. При цьому рівні максимальних викидів бічних пелюсток функції взаємної кореляції роз-
роблених сигналів на 7–12 % менше показників відомих сигналів. Таким чином метод смугової фільтрації з перестановками 
може бути застосований для підвищення ефективності використання радіочастотного ресурсу як існуючих, так і перспекти-
вних когнітивних телекомунікаційних мереж безпроводового доступу на основі систем з кодовим розділенням каналів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: складний сигнал, функція взаємної кореляції, завада множинного доступу, база сигналу, ширина 
спектру сигналу, смуга фільтрації, низька енергетична взаємодія, об’єм ансамблю. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Заключается в исследовании взаимокорреляционных свойств разработанных ансамблей сложных сигна-

лов большого объема с обеспечением низкого уровня помех множественного доступа, за счет чего возможно повышение 
эффективности использования ограниченного радиочастотного диапазона. Объектом исследования является метод полосо-
вой фильтрации с перестановками, позволяющий формировать ансамбли сложных сигналов большого объема. 

Цель работы. Состоит в определении оптимальных взаимокорреляционных свойств для формирования ансамблей 
сложных сигналов большого объема с обеспечением низкого уровня помех множественного доступа. 

Метод. В работе приведены результаты исследования взаимокорреляционных свойств ансамблей сложных сигналов, 
полученных за счет метода полосовой фильтрации с перестановками. Формирование ансамблей сложных сигналов проис-
ходит на основе псевдослучайных последовательностей с улучшенными взаимокорреляционными свойствами во временной 
области. К таким последовательностям применяется полосовая фильтрация, причем количество полос фильтрации опреде-
ляется на основе расчета коэффициента использования частотного спектра. Определение оптимальной ширины полосы 
фильтрации происходит на основе сравнения значений максимальных выбросов боковых лепестков функции взаимной кор-
реляции сигналов от количества элементов в задействованных последовательностях. Сигналы, полученные посредством 
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выделения полос частот, характеризуются отличием по форме при выполнении условия минимального подобия. С целью 
уменьшения влияния помех множественного доступа производится частотный перенос составляющих, полученных в ре-
зультате фильтрации спектра, в общую область частот. Далее производится перестановка сигналов с помощью метода пол-
ного перебора. В результате получаем все возможные комбинации перестановок пар сигналов. Использование перестановок 
при формировании ансамбля сложных сигналов позволяет значительно увеличить объем ансамбля. Сигналы, сформирован-
ные за счет частотной фильтрации, к которым применялся перенос в общую полосу частот и последующая их перестановка, 
подвергаются корреляционному анализу на основе расчета значений максимальных выбросов боковых лепестков функции 
взаимной корреляции. Сравнительная характеристика взаимокорреляционных свойств разработанных сигналов с известны-
ми сигналами доказывает, что сигналы, сформированные на основе псевдослучайных последовательностей с улучшенными 
взаимокорреляционными свойствами, имеют значительно больший объем ансамблей, формируются на основе простых ал-
горитмов, не требующих значительных вычислительных ресурсов и обладают лучшими взаимокорреляционными свойства-
ми. Применение метода полосовой фильтрации с перестановками позволяет формировать ансамбли большого объема, сиг-
налы которых отличаются по форме, а комбинирование различных частотных диапазонов уменьшает уязвимость к помехам 
множественного доступа. 

Результаты. Благодаря программной реализации метода полосовой фильтрации с перестановками выполнено сравнение 
взаимокорреляционных свойств нелинейных последовательностей, М последовательностей, многофазных сигналов и разра-
ботанных сигналов на основе последовательностей с улучшенными взаимокорреляционными свойствами. 

При оценке уровней максимальных выбросов боковых лепестков функции взаимной корреляции обнаружено, что у 
сформированных сигналов, полученных путем полосовой фильтрации с перестановками, ухудшаются взаимокорреляцион-
ные свойства за счет увеличения длительности импульсов пропорциональной уменьшению полосы частот сигнала, но их 
значение удовлетворяет условию минимального подобия и такие сигналы могут использоваться в когнитивных телекомму-
никационных системах. 

Выводы. Проведенное исследование взаимокорреляционных свойств сигналов доказывает эффективность разработан-
ного метода полосовой фильтрации с перестановками. Сформированные сигналы обладают взаимокорреляционными свой-
ствами, которые не хуже, чем ансамбли на основе известных сигналов. При этом уровень максимальных выбросов боковых 
лепестков функции взаимной корреляции разработанных сигналов на 7–12% меньше показателей известных сигналов. Та-
ким образом, метод полосовой фильтрации с перестановками может быть применен для повышения эффективности исполь-
зования радиочастотного ресурса как существующих, так и перспективных когнитивных телекоммуникационных сетей на 
основе систем с кодовым разделением каналов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сложный сигнал, функция взаимной корреляции, помеха множественного доступа, видеоим-
пульс, база сигнала, ширина спектра сигнала, полоса фильтрации, низкое энергетическое взаимодействие, объем ансамбля. 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. При защите РЛС от активных шумовых помех, действующих по боковым лепесткам диаграммы направ-
ленности антенны, применяют пространственную фильтрацию сигналов путем использования разнесенного приема полез-
ного сигнала и помех. При этом различие направлений воздействия помех и сигнала позволяет скомпенсировать помеху и 
обнаружить полезный сигнал. Однако, если источник помехи смещается в область главного луча, то пространственные от-
личия между полезным сигналом и помехой уменьшаются. Это приводит к существенному искажению диаграммы направ-
ленности основной антенны. В результате этого ухудшается точность измерения угловых координат целей, а также чувст-
вительность приемного устройства РЛС. В статье предложен новый метод пространственно-поляризационной обработки 
радиолокационных сигналов, обеспечивающий компенсацию активных шумовых помех как с направлений боковых лепест-
ков, так и с направления главного луча диаграммы направленности антенны. 

Цель работы состоит в разработке метода совместной пространственно-поляризационной обработки радиолокационных 
сигналов при воздействии активных шумовых помех как по боковым лепесткам диаграммы направленности антенны, так и 
по главному лучу. 

Метод реализуется путем использования структурной адаптации устройства помехозащиты в зависимости от направле-
ния воздействия помехи. При этом управляющий сигнал для структурной адаптации формируется по текущему значению 
модуля весового коэффициента пространственного фильтра. 

Результаты. Разработана совместная структурная схема пространственно-поляризационного фильтра, обеспечивающе-
го компенсацию активных шумовых помех, действующих как по боковым лепесткам, так и по главному лучу диаграммы 
направленности антенны РЛС. Разработана математическая модель блока компенсации, реализующего структурную адап-
тацию пространственно-поляризационного фильтра. В условиях первого особого поляризационного базиса оценена эффек-
тивность подавления помех, действующих по главному лучу диаграммы направленности антенны. 

Выводы. Научная новизна проведенного исследования состоит в разработке нового метода пространственно-
поляризационной обработки радиолокационных сигналов в сложных условиях функционирования РЛС при массированном 
воздействии активных шумовых помех. 

Практическая новизна состоит в разработке структурной схемы пространственно-поляризационного фильтра, обеспечи-
вающего компенсацию помех, действующих как с направлений боковых лепестков, так и с направления главного луча диа-
граммы направленности антенны. Разработана математическая модель блока компенсации фильтра. Оценена эффективность 
подавления помех в условиях первого особого поляризационного базиса. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: активная шумовая помеха, пространственно-поляризационный фильтр, коэффициент подавле-
ния. 

 
АББРЕВИАТУРЫ 

АК – автокомпенсатор; 
АШП – активная шумовая помеха; 
ДНА – диаграмма направленности антенны; 
БпЛА – беспилотный летающий аппарат; 
РЛС – радиолокационная станция. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

оптk  – оптимальное комплексное значение весово-

го коэффициента; 

k  – модульное значение весового коэффициента; 

КП – коэффициент подавления помехи; 

кU  – комплексное значение помехи на входе ком-

пенсационного канала автокомпенсатора; 

0U  – комплексное значение помехи в основном 

канале; 

0U  – комплексное значение помехи в ортого-

нальном канале блока компенсации 1; 

3к2к1к ,, UUU   – комплексные значения помех в 

компенсационных каналах; 

21к11к01 ,, UUU   – комплексные значения помех на 

выходе первого каскада; 

01U  – комплексное значение помехи в ортого-

нальном канале блока компенсации 4; 

1202 , UU   – комплексные значения помех на выхо-

де второго каскада; 

02U  – комплексное значение помехи в ортого-

нальном канале блока компенсации 6; 

03U – комплексное значение помехи на выходе 

третьего каскада; 

0  – среднеквадратическое значение помехи в ос-

новном канале; 
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к  – среднеквадратическое значение помехи в 

компенсационном канале; 
  – комплексное значение коэффициента межка-

нальной корреляции помехи. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Для защиты радиолокационных станций от воз-
действия активных шумовых помех могут быть ис-
пользованы пространственные отличия в направлени-
ях приема полезных сигналов и помех [1–3]. Про-
странственная фильтрация реализуется при воздейст-
вии АШП по боковым лепесткам диаграммы направ-
ленности антенны РЛС. Однако, в реальных условиях 
при смещении помех на направление главного луча 
ДНА известные пространственные фильтры с пара-
метрической адаптацией существенно ограничивают 
эффективность работы радиолокационной станции. 
Так, в монографии [4] показано, что при воздействии 
АШП по главному лучу ДНА в пространственном 
фильтре, предназначенном для компенсации помехи, 
действующей в направлении боковых лепестков, су-
щественно искажается главный луч диаграммы на-
правленности антенны РЛС. Это приводит к ухудше-
нию точности измерения угловых координат целей, а 
также к ухудшению чувствительности приемного 
устройства РЛС. Последнее объясняется возрастани-
ем весового коэффициента пространственного фильт-
ра и, как следствие, к увеличению вклада уровня соб-
ственных шумов компенсационного канала на выходе 
пространственного фильтра. 

Более того, в статье [5] показано, что при воздей-
ствии АШП в направлении максимума главного луча 
ДНА пространственные отличия в направлениях воз-
действия помехи и сигнала отсутствуют и простран-
ственный фильтр, компенсируя помеху, одновремен-
но подавляет и полезный сигнал. 

В статье [6] показано, что структурная адаптация 
пространственного фильтра при воздействии АШП по 
главному лучу ДНА путем исключения возможности 
компенсации активной помехи, позволяет избежать 
ухудшения точности измерения угловых координат 
целей, а также ухудшения чувствительности прием-
ного устройства РЛС. Однако, при этом отсутствие 
компенсации АШП, действующей по главному лучу, 
ограничивает возможности обнаружения полезных 
сигналов. 

Таким образом, для эффективной работы РЛС в 
условиях динамичной обстановки, когда АШП может 
воздействовать как по боковым лепесткам ДНА, так и 
по главному лучу необходимо обеспечить простран-
ственно-поляризационную адаптацию системы поме-
хозащиты.  

Цель работы состоит в повышении эффективности 
работы РЛС в условиях возможного воздействия 
АШП по главному лучу путем использования как 
пространственных, так и поляризационных отличий в 
структуре полезных сигналов и помех. 

 

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
При защите РЛС от АШП, действующей по боко-

вым лепесткам ДНА, используют пространственную 
фильтрацию, которая реализуется путем использова-
ния антенн, разнесенных в пространстве. В этом слу-
чае отличия в направлениях приема полезного сигна-
ла и АШП позволяют сформировать оптимальный 
весовой коэффициент адаптивного пространственного 
фильтра для подавления помехи. При этом вследствие 
различных направлений воздействия сигнала, отра-
женного от цели, и АШП полезный сигнал на выходе 
адаптивного пространственного фильтра не компен-
сируется. По мере сближения направлений приема 
помехи и сигнала пространственные различия между 
ними уменьшаются, что приводит к искажению глав-
ного луча ДНА [4]. В случае совпадения направлений 
воздействия помехи и сигнала сформированный весо-
вой коэффициент является оптимальным как для по-
давления АШП, так и для подавления полезного сиг-
нала. При этом возникает эффект «ослепления» РЛС 
[5]. Следствием этого является невозможность обна-
ружения полезного сигнала на выходе пространствен-
ного фильтра даже в случае превышения его над 
уровнем АШП на входе системы помехозащиты. 

Поэтому задачей настоящей работы является разра-
ботка и исследование нового метода пространственно-
поляризационной обработки радиолокационных сигна-
лов, обеспечивающего эффективную работу РЛС при 
воздействии АШП как с направления главного луча 
ДНА, так и с направлений боковых лепестков. 

 
2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 

Известным методом повышения помехозащищен-
ности РЛС в условиях воздействия активных шумо-
вых помех по главному лучу диаграммы направлен-
ности антенны является использование поляризаци-
онных отличий в структуре полезных сигналов и по-
мех [7–10]. Реализация метода осуществляется путем 
использования дуальнополяризованного приема АШП 
основным и компенсационным каналами. В качестве 
элемента адаптации поляризационных фильтров ис-
пользуют автокомпенсаторы помех. 

В монографии [7] показано, что наибольшая эф-
фективность поляризационной фильтрации радиоло-
кационных сигналов достигается в первом особом 
поляризационном базисе, когда коэффициент корре-
ляции принимаемых ортогонально-поляризованных 
компонент шумовой помехи становится максималь-
ным. 

В статье [10] в результате аналитического расчета 
коэффициента корреляции при произвольных поляри-
зационных параметрах АШП установлено, что при 
рассогласовании поляризационного базиса относи-
тельно первого особого, коэффициент корреляции 
компонент помехи а, соответственно, и ее компенса-
ция, существенно ухудшается, что в принципе можно 
уменьшить подстройкой поляризации РЛС [7]. 

В монографии [11] установлено, что дуальнополя-
ризованные компоненты активных шумовых помех, 
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принятые по боковым лепесткам диаграммы направ-
ленности антенны, слабокоррелированы по сравне-
нию с помехами, принятыми по главному лучу. Это 
позволяет при структурной адаптации системы поме-
хозащиты обеспечить эффективную компенсацию 
АШП, действующих как по боковым лепесткам ДНА, 
так и по главному лучу. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В современных условиях вероятность подавления 
радиолокационных средств по боковым лепесткам 
диаграммы направленности антенны значительно 
возросла [11]. Это определяется возросшей вероятно-
стью воздействия на РЛС БпЛА, оснащенных источ-
никами АШП, действующими в ближней зоне обзора. 
Наличие большого количества источников АШП в 
зоне обзора РЛС вынуждает при проектировании ра-
диолокационных средств использовать многоканаль-
ные устройства защиты с ортогонализацией помехо-
вых сигналов в компенсационных каналах [2, 4]. 

Известная структурная схема многоканального 
адаптивного пространственного фильтра приведена 
на рис. 1 [12–14]. Преимуществом схемы является 
использование одноканальных автокомпенсаторов с 
прямым вычислением весовых коэффициентов, а так-
же ортогонализация АШП, действующих в компенса-
ционных каналах приема [2]. Это существенно повы-
шает также быстродействие пространственного 
фильтра, что важно в реальных условиях функциони-
рования РЛС [4]. 

В структурной схеме реализован случай, когда на 
РЛС по боковым лепесткам ДНА действуют три ис-
точника АШП, разнесенные в пространстве. Соответ-
ственно, при этом на структурную схему на вход ос-

новного канала поступают помеховые сигналы 0U , а 

на входы компенсационных каналов поступают АШП 

от разнесенных в пространстве источников к1U , к2U  

и к3U . Устройство содержит первый, второй и третий 

каскады обработки сигналов. Из рис. 1 следует, что в 
блоках 2, 3, 5 происходит ортогонализация дейст-

вующих помех к1U , к2U  и к3U . В блоках 1, 4 и 6 вы-

полняется последовательная компенсация помех к3U , 

к21U , к12U . 
В качестве блоков декорреляции в структурной 

схеме используются одноканальные автокомпенсато-
ры с прямым вычислением весовых коэффициентов. 
Структурная схема такого автокомпенсатора приве-
дена на рис. 2 [13, 14]. Структурная схема содержит 
умножители 1, 7, 9, блок комплексного сопряжения 2, 
интеграторы 3 и 6, линии задержки 4 и 8, делитель 5 и 
сумматор 10. Непосредственно из рис. 2 и 3 следует, 
что оптимальное значение весового коэффициента 

оптk  для ортогонализации помех в компенсационных 

каналах приема и для полного подавления АШП в 

блоках компенсации 1, 4 и 6 формируется на выходе 
делителя 5 по выражению: 

 

.

кк

к0
опт 




UU

UU
k



  (1)

 

 
Рисунок 1 – Структурная схема многоканального 

пространственного фильтра 

 
Рисунок 2 – Структурная схема блока ортогонализации 

 
При этом усредненное значение корреляционного 

момента 
к0UU   формируется на выходе интегратора 

3, а дисперсия помехи  кк
2
к UU  , которая действу-

ет в компенсационном канале, формируется на выхо-
де интегратора 6. Мгновенные значения напряжений, 
действующих на выходах каждого блока компенсации 
и на его входе (см. рис.1), связаны выражениями: 
 

,к3опт1001 UkUU     ,к21опт40102 UkUU    

,к12опт60203 UkUU    
(2)

 

где опт1k , опт4k , опт6k  – весовые коэффициенты бло-

ков компенсации 1, 4, 6. 
Выражение (1) можно представить в следующем 

виде: 
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 k  (3)

 
где   – комплексное значение коэффициента межка-

нальной корреляции АШП, а 0  и к  – среднеквад-

ратические значения помехи в основном и компенса-
ционном каналах приема. 

Из выражения (3) непосредственно следует, что 

модуль весового коэффициента оптk  может быть 

признаком смещения источника АШП с направления 
боковых лепестков на направление главного луча 

ДНА. Это объясняется тем, что отношение 
к

0




 суще-

ственно возрастает при воздействии АШП по главно-
му лучу. Для формирования такого признака в про-
цессе синтеза структурной схемы в каждый автоком-
пенсатор, в котором компенсируются помехи, дейст-
вующие в основном канале, дополнительно введена 
цепь, содержащая последовательно соединенные вы-
числитель модуля 12, формирователь порога 13 и 
коммутатор 11 (см. рис. 3). Такая цепь путем текуще-
го анализа модуля весового коэффициента блока ком-
пенсации при воздействии АШП по главному лучу 
может подключить ко входу компенсационного кана-
ла дуальнополяризованный выход антенны и обеспе-
чить компенсацию помехи, используя поляризацион-
ные отличия в структуре АШП и полезного сигнала. 

 

 
Рисунок 3 – Структурная схема блока компенсации 

 
Рассмотрим алгоритм работы предложенного про-

странственно-поляризационного фильтра, представ-
ленного на рис. 4, при воздействии активных шумо-
вых помех, действующих по боковых лепестках ДНА. 
На входы первого каскада обработки сигналов, кото-
рый содержит блок компенсации 1 и блоки декорре-
ляции с номерами 2 и 3, к основному входу О блока 
компенсации 1 поступает помеха с основного канала 

приема 0U . К основным входам О блоков декорреля-

ции с номерами 2 и 3 поступают помехи 1кU  и 2кU . 

Помеха 3кU  поступает на компенсационные входы К 

блока компенсации 1 и блоков декорреляции с номе-
рами 2 и 3. В соответствии с формулой (1) и струк-
турной схемой рис. 2 или рис. 3 на выходах интегра-
торов 3 в блоке компенсации 1 и в блоках декорреля-
ции с номерами 2 и 3 вычисляются корреляционные 

моменты ,3к0
UU   ,3к1к

UU   ,3к2к
UU   которые 

поступают на делители 5 в качестве числителя. В ка-
честве знаменателя на нормирующие входы делите-
лей 5 с выходов интеграторов 6 поступает дисперсия 
помехи, которая действует на входах К блока компен-
сации и блоков декорреляции. При этом в блоках де-

корреляции 2 и 3 ортогонализируется помеха 3кU , а в 

блоке компенсации с номером 1, что соответствует 
структурной схеме, представленной на рис. 4, ком-

пенсируется помеха 3кU , которая действует в основ-

ном канале приема. 
 

 
 

Рисунок 4 – Структурная схема пространственно-
поляризационного фильтра 

 

Если активная помеха действует по боковым лепе-
сткам ДНА, то значение модуля весового коэффици-
ента на выходе вычислителя модуля 12 (см. рис. 3) не 
превышает порог c в формирователе порога 13 и ре-
зультат компенсации с выхода сумматора 10 поступа-
ет на выход блока компенсации с номером 1. 

В случае, когда активная помеха смещается в про-
странстве и начинает действовать по главному лучу 

ДНА, модуль весового коэффициента k  превышает 

уровень порога с в формирователе порога 13 и комму-
татор 11 подключает на компенсационный вход кU  

(см. рис. 3) блока компенсации с номером 1 помеху 

0U , действующую в ортогональном канале дуаль-

нополяризованной антенны. При этом для компенса-

27



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2022. № 2 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2022. № 2 

 
 

© Пиза Д. М., Мороз Г. В., 2022 
DOI 10.15588/1607-3274-2022-2-3 

ции АШП используются поляризационные отличия 
между полезным сигналом и помехой. 

Если в процессе дальнейшего функционирования 
РЛС АШП смещается на направление боковых лепе-
стков ДНА, то в следствие ограниченной корреляции 
ортогональных компонент помехи, поступающих с 
этих направлений [11] модуль весового коэффициента 

k  существенно уменьшается. При этом порог с в 

формирователе порога 12 (см. рис. 3) не превышается 
и коммутатор 11 подключает к компенсационному 
входу кU  помеху соответствующего компенсацион-

ного канала приема. 
За счет использования априорной информации о 

текущем состоянии модулей весовых коэффициентов 
блоков компенсации предложенный метод обеспечи-
вает пространственно-поляризационную обработку 
сигналов и реализует компенсацию помех, действую-
щих как по боковым лепесткам, так и по главному 
лучу ДНА. 

 
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Математическая модель блока компенсации с про-
странственно-поляризационной адаптацией разрабо-
тана в соответствии со структурной схемой, пред-
ставленной на рис. 3. При этом в качестве основной 
использовалась дуальнополяризованная антенна с 
амплитудным распределением поля в раскрыве sin x/x 
с уровнем первого бокового лепестка, равного 13,2 
дБ. В качестве компенсационной использовалась сла-
бонаправленная антенна, которая «накрывает» боко-
вые лепестки основной антенны так, как это показано 
на рис. 5. 

 
Рисунок 5 – Диаграммы направленности антенн: основной 

(сплошная линия), ортогональной (точка-пунктир),  
слабонаправленной (пунктирная) 

 
Реализация предложенного алгоритма работы про-

странственно-поляризационного фильтра обеспечива-
лась с использованием пакета графического расшире-
ния SimuLink системы математического моделирова-
ния MatLab. Математическая модель представлена на 
рис. 6. 

 
Рисунок 6 – Математическая модель блока компенсации 

пространственно-поляризационного фильтра 
 

В модели гауссовские генераторы шума Noise 2, 
Noise 3 и Noise 4 через усилители Gain 3, Gain 4 и 
Gain 5 задают уровни собственных шумов в каналах 

0U , кU  и 0U . Блок Stair модулирует уровень АШП 

в основных каналах 0U  и 0U  по закону sin x/x, ими-

тируя при этом эффект сканирования ДНА. Блок АК 
представляет собой модель автокомпенсатора с пря-
мым вычислением весового коэффициента 
(см. рис. 2). Последовательно соединенные вычисли-
тель модуля ВМ, формирователь порога ФП и комму-
татор КОМ реализуют функцию структурной адапта-
ции пространственно-поляризационного фильтра. 
Адаптация модели осуществляется при смещении 
АШП на направление главного луча коммутатором 
КОМ путем подключения ортогонального канала ду-

альнополяризованной антенны ко входу кU  компен-

сационного канала АК вместо слабонаправленной 
антенны (см. рис. 3). При сканировании антенной сис-
темы, в зависимости от азимута α, дисперсия АШП в 
основном и ортогональном каналах дуальнополяризо-
ванной антенны изменялась по закону sin x/x. Это 
моделировалось последовательностью импульсов 
АШП длительностью 1,5 мкс. При этом максимальная 
дисперсия АШП составляла 40 дБ в максимуме глав-
ного луча и 26 дБ в максимумах первых боковых ле-
пестков.  

В оговоренных условиях функционирования блока 
компенсации осциллограмма помехи, действующей 
на входе основного канала, имела вид, представлен-
ный на рис. 7. 

 

 
Рисунок 7 – Сигнал, действующий, на входе  

основного канала ПФ 
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При моделировании исследованы коэффициент 
подавления АШП КП и модуль весового коэффициен-

та k  блока компенсации в секторе азимутальных 

углов [–2,4 … +2,4]. Эксперименты проведены в 
условиях первого особого поляризационного базиса, 
при котором модуль коэффициента корреляции   

ортогональных компонент помехи достигает макси-
мального значения [7]. Такие зависимости приведены 
на рис. 8 и 9, соответственно. 

 

5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
Из рис. 8 следует, что коэффициент подавления 

помехи, действующей в максимумах первых боковых 
лепестков, достигает уровня 23 дБ. Это соответствует 
теоретическому пределу при действующей дисперсии 
АШП, равной 26 дБ. Из рис. 8 также следует, что мак-
симальное значение коэффициента подавления помех 
в главном луче ДНА при пространственно-
поляризационной обработке сигналов составляет 37 
дБ, что также соответствует теоретическому пределу 
при дисперсии помехи, равной 40 дБ. 

 

 
Рисунок 8 – Коэффициент подавления АШП при простран-

ственно-поляризационной фильтрации 
 
Из рис. 9 следует, что коммутация обработки по-

меховых сигналов с пространственной на поляриза-
ционную происходит в моменты смещения АШП с 
направления боковых лепестков на направление глав-
ного луча и наоборот на азимутах –1 и +1. При этом 
значение модуля весового коэффициента пространст-
венно-поляризационного фильтра как в области боко-
вых лепестков, так и в направлении главного луча 
ДНА не превышает единичного уровня.  

 

 
Рисунок 9 – Модуль весового коэффициента блока компен-

сации пространственно-поляризационного фильтра 
 

На рис. 10, для подтверждения выше изложенного, 
приведен результат компенсации АШП пространст-
венным фильтром при воздействии помехи в азиму-
тальном секторе [–2,4 … +2,4], полученный в статье 
[6]. На рис. 10 представлен нескомпенсированный 

остаток помехи на выходе пространственного фильт-
ра. Из рис. 10 следует, что нескомпенсированный ос-
таток АШП в области боковых лепестков ДНА равен 
3 дБ, что определяется наличием собственных шумов 
каналов приема. Нескомпенсированный остаток по-
мехи в максимуме главного луча ДНА возрастает до 
15 дБ. Это обусловлено увеличением модуля весового 
коэффициента пространственного фильтра в макси-
муме главного луча до 5-ти единиц [6]. Вследствие 
этого, пропорционально возрастает вклад собствен-
ных шумов компенсационного канала, что приводит к 
возрастанию нескомпенсированного остатка на выхо-
де пространственного фильтра и к ухудшению чувст-
вительности приемного устройства РЛС. Кроме того, 
компенсация пространственным фильтром АШП, 
действующей в главном луче ДНА, искажает диа-
грамму направленности антенны [4], что ухудшает 
точность измерения угловых координат целей.  

 

 
Рисунок 10 – Нескомпенсированный остаток  

АШП на выходе ПФ 
 

Таким образом, совместное использование про-
странственных и поляризационных отличий в струк-
туре полезных сигналов и помех в предлагаемом ме-
тоде пространственно-поляризационной компенсации 
помех обеспечивает существенное повышение такти-
ко-технических характеристик РЛС. 

 

6 ОБСУЖДЕНИЕ 
Можно считать, что предложенный авторами ме-

тод пространственно-поляризационной компенсации 
помех обеспечивает более высокое качество обработ-
ки радиолокационной информации. Полученные ре-
зультаты, изложенные в статье, подтвердили возмож-
ность за счет использования априорной информации о 
текущем состоянии весовых коэффициентов блоков 
компенсации пространственного фильтра обеспечить 
реализацию поляризационных отличий в структуре 
полезных сигналов и помех [7, 10]. Совместное ис-
пользование пространственных и поляризационных 
отличий позволило обеспечить компенсацию актив-
ных шумовых помех, действующих как по боковым 
лепесткам диаграммы направленности антенны, так и 
по главному лучу. 

 

ВЫВОДЫ 
Научная новизна проведенного исследования со-

стоит в разработке нового метода пространственно-
поляризационной обработки радиолокационных сиг-
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налов в сложных условиях функционирования РЛС 
при массированном воздействии активных шумовых 
помех. 

Практическая новизна состоит в разработке струк-
турной схемы пространственно-поляризационного 
фильтра, обеспечивающего компенсацию помех, дей-
ствующих как с направлений боковых лепестков, так 
и с направления главного луча диаграммы направлен-
ности антенны. Разработана математическая модель 
блока компенсации фильтра. Оценена эффективность 
подавления помех в условиях первого особого поля-
ризационного базиса. 
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АНОТАЦІЯ 

Актуальність. При захисті РЛС від активних шумових завад, діючих по бокових пелюстках діаграми спрямованості ан-
тени, використовують просторову фільтрацію сигналів шляхом застосування рознесеного прийому корисного сигналу і за-
вад. При цьому різниця в напрямах прийому сигналу і завади дозволяє скомпенсувати заваду і забезпечити виявлення кори-
сного сигналу. Однак, якщо джерело завади зміщується в область головного променя діаграми спрямованості основної ан-
тени, то просторові відмінності між корисним сигналом і завадою зменшуються. Це призводить до суттєвого спотворення 
діаграми спрямованості. В результаті цього погіршується точність вимірювання координат цілей, а також чутливість при-
ймального пристрою РЛС. В статті запропоновано новий метод просторово-поляризаційної обробки радіолокаційних сигна-
лів, який забезпечує компенсацію активних шумових завади як з напряму бокових пелюстків, так і з напряму головного 
променя. 

Ціль роботи полягає у розробці методу сумісної просторово-поляризаційної обробки радіолокаційних сигналів в умовах 
дії активних шумових завад як по бокових пелюстках діаграми спрямованості антени, так і по головному променю. 

Метод реалізується шляхом використання структурної адаптації пристрою завадозахисту в залежності від напряму дії 
завади. При цьому управляючий сигнал для структурної адаптації формується по величині поточного значення модуля ваго-
вого коефіцієнта просторового фільтра. 

Результати. Розроблена сумісна структурна схема просторово-поляризаційного фільтра, який забезпечує компенсацію 
активних шумових завад, діючих як по бокових пелюстках, так і по головному промені діаграми спрямованості антени РЛС. 
Розроблена математична модель блока компенсації, який забезпечує структурну адаптацію просторово-поляризаційного 
фільтра. В умовах першого особливого поляризаційного базису оцінена ефективність подавлення завад, діючих по головно-
му промені діаграми спрямованості антени. 

Висновки. Наукова новизна проведеного дослідження полягає у розробці нового методу просторово-поляризаційної об-
робки радіолокаційних сигналів в складних умовах функціонування РЛС при масовій дії активних шумових завад. 
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Практична новизна полягає в розробці структурної схеми просторово-поляризаційного фільтра, який забезпечує компе-
нсацію завад, діючих як з напрямів бокових пелюстків, так і з напряму головного променя діаграми спрямованості антени. 
Розроблена математична модель блока компенсації фільтра. Оцінена ефективність подавлення завад в умовах першого осо-
бливого поляризаційного базиса. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: активна шумова завада, просторово-поляризаційний фільтр, коефіцієнт подавлення. 
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ABSTRACT 
Context. To protect radars from active noise interference (jamming) acting along the side lobes of the antenna pattern, spatial 

signal filtering is used, which is realized by using diversity reception of the useful signal and interference. In this case, the difference 
in the directions of interference and signal makes it possible to compensate for interference and detect a useful signal. However, in 
the case where the source of interference is in the main lobe, the differences between the desired signal and the interference are re-
duced. This leads to significant distortion of the antenna main lobe pattern. As a result, the accuracy of angular coordinates meas-
urement deteriorates, as well as the sensitivity of the receiving radar device. The article proposes a new method for spatial polariza-
tion processing of radar signals, which provides compensation for active noise interference both as from the directions of the side 
lobes and from the direction of the main beam of the antenna pattern. 

Objective. The goal is to develop a method for spatial polarization processing of radar signals under the influence of active noise 
interference both along the side lobes of the antenna pattern and along the main lobe. 

Method. The method is implemented by using structural adaptation of the noise protection device, depending on the direction of 
the interference. In this case, the control signal for structural adaptation is formed according to the magnitude of the current spatial 
filter weighting coefficient value.  

Results. A block diagram of a spatial polarizing filter which provides compensation for active noise interference acting both on 
the side lobes and on the main lobe of the radar antenna pattern. The mathematical model of the compensation unit that implements 
the structural adaptation of the spatial polarization filter has been developed. Under the conditions of the first special polarization 
basis, the efficiency of noise suppression acting along the main lobe of the antenna pattern is estimated. 

Conclusions. The scientific novelty of the research is the development of a new method of spatial polarization processing of ra-
dar signals under difficult conditions of radar operation under massive active noise interference.  

The practical significance of the research is in the development of a block diagram of a spatial polarizing filter that provides 
compensation for interference both from the direction of the side lobes and from the direction of the main lobe of the antenna pattern. 
The mathematical model of the filter has been developed. The efficiency of noise suppression under the conditions of the first special 
polarization basis is estimated. 

KEYWORDS: active noise interference, spatial polarization filter, cancellation ratio. 
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ABSTRACT 

Context. There is a problem of forecasting the efficiency of real queuing systems with refusals in the case of incomplete 
accessibility of service devices for the input flow of requirements. The solution of problem is necessary to create the possibility of 
more accurate design and control of such systems operation in real time. 

Objective. The aim of the research is to obtain an analytical description of the state’s final probabilities in a Markov queuing 
system with refusals and with incomplete accessibility of service devices for the input flow of requirements that is necessary to 
forecast the values of the queuing system performance indicators. 

Method. The probabilities of queuing systems’ states with refusals in the case of incomplete accessibility of service devices for 
the input flow of requirements are described by Kolmogorov differential equations. In a stationary state, these equations are 
transformed into a linearly dependent homogeneous system of algebraic equations. The number of equations is determined by the set-
degree and for modern queuing and communication systems can be in the thousands, millions and more. Therefore, an attempt to 
predict the efficiency of a system is faced with the need to write down and numerically solve a countable set of algebraic equations 
systems that is quite difficult.  

The key idea of the proposed method for finding an analytical description of final probabilities for a given queuing system was 
the desire to move from the description of individual states (of 2n amount) to the description of groups of system states (of n+1 
number) and to localize the influence of incomplete accessibility of service devices for the input flow of requirements in 
multiplicative functions of incomplete accessibility. Such functions allow obtaining the required analytical description and assessing 
the degree of the final probabilities transformation, in comparison with known systems, as well as assessing the forecasted values of 
the noted queuing system’s efficiency indicators when building a system and choosing the parameters for its controlling. 

Results. For the first time analytical expressions are obtained for the final probabilities of the queuing system states with refusals 
and with incomplete accessibility of service devices for the input flow of requirements, which makes it possible to evaluate as well as 
forecast values of all known system efficiency indicators. 

Conclusions. The resulting description turned out to be a general case for well-known type of Markov queuing systems with 
refusals. The results of the numerical experiment testify in favor of correctness the obtained analytical expressions for the final 
probabilities and in favor of possibility for their practical application in real queuing systems when solving problems of forecasting 
efficiency, as well as analyzing and synthesizing the parameters of real queuing systems. 

KEYWORDS: Markov models, queuing systems, incomplete accessibility of queuing devices. 
 

ABBREVIATIONS 
QS is a queuing system; 
SAMS is the surface-to-air missile system; 
No. i, j is a cell address in Table 2: i- row number,  

j-column number. 
 
 

NOMENCLATURE 
A is the absolute QS capacity; 
Cn

m is number of combinations from n to m; 
e=2.71… is a second remarkable limit; 
f1() is a density distribution of the requirements flow at 

the input of the QS; 
f2() is a density distribution of service duration; 
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fk is a function, which deforms the probability pk of  
k-th state in incompletely accessible QS with respect to 
the Erlang model; 

I is a flow intensity of requirements at the input of QS; 
i1, …, in are the individual numbers of service devices; 
M is a designation of the exponential distribution of 

random time intervals between the requirements of the 
input flow and the time of servicing the requirements; 

m is the number of devices in one group accessible for 
service to the input requirements; 

M/M/n is a designation of QS with refusals in the 
Kendall-Basharin classification; 

Mbusy.div is the mathematical expectation of busy 
devices number; 

n is a number of identical channels/devices in the QS; 
N is the total number of patients per month; 
Ndif.eq is the number of differential equations and states 

in incompletely accessible QS with refusals; 
ni is the number of requirements served by i-th device; 
Nm is the number of patients accessible for “service” 

to exactly m medical specialists per month; 
Nmissed is the mathematical expectation of the enemy 

aircraft number that broke through to the target; 
Nmissed.Erl is the Nmissed calculated by the Erlang model; 
NSAMS is the number of SAM systems in grouping; 
Ntotal is the number of requirements that entered the 

system per month; 
Ntotal.En is the total number of enemy aircraft in the air 

blow; 
p i j k is a probability of a QS state at which devices 

with numbers i, j, k are occupied with servicing; 
ṗk is a probability derivative; 
Pk is a probability of a QS state in which exactly k 

requirements are in the system; 
Pk.Erl is Pk but for Erlang QS M/M/n model with 

refusals; 
Prefuse is a service refusal probability; 
Prefuse.Erl is a service refusal probability for Erlang QS 

M/M/n model with refusals; 
Pservice is a service probability of QS; 
Pservice.Erl is a service probability for Erlang QS M/M/n 

model with refusals; 
Q i j k is the area of accessibility for input flow 

requirements by devices with numbers i, j, k 
qm is a probability of requirements’ accessibility for 

service to a group of m service channels/devices;  
R[S0, S1] is the edge R that connects the vertex S0 with 

the vertex S1; 

RSAM S is the SAM fire zone radius; 
Sar.k is the size of area with “k” multiple overlapping 

of fire zones; 
Sar.max is the maximum possible coverage area by 

means of all SAM systems in grouping; 
Sar.tot is the size of the cover area by all SAM systems 

in grouping on the terrain; 
Si j k is a system state, at which devices with numbers i, 

j, k are occupied with servicing; 
Sk is vertex of graph and a system state, at which 

exactly k requirements are under service; 

t is a current time; 
Tavr is a mathematical expectation of requirement’s 

service duration by the service device; 
Ti is the total time spent by the i-th device for 

servicing; 
Twork is the time of system operation per month; 
vi is the probability of transferring the requirement for 

service to one of channels provided that i accessible 
channels are already busy; 

vi
1 is the intensity of transferring the requirement for 

service to one of channels provided that i accessible 
channels are already busy; 

m is the probability that a patient will be accessible 
for “service” to the specialists of one group of m doctors; 

Pserv is the relative error in the service probability 
forecast for the Erlang model; 

 is a performance of one service device as the inverse 
value to the mathematical expectation of service time; 

m is the maximum number of groups of m devices 
from the total number of n devices; 

 is the ratio of a circle length to its diameter; 
 is a load factor of a QS with a simplest flow of 

requirements. 
 

INTRODUCTION 
In the field of transport, trade, medicine, industry, 

information networks, control systems and in other areas, 
there is often appears repeated massive demand (flow of 
requirements) for various services. To work out such 
requirements, the corresponding “service” systems are 
created. 

The wide distribution and diversity of such systems 
has caused the need to develop appropriate models of 
queuing systems for solving problems of analysis, 
synthesis and control of real systems. The moments of 
each requirement occurrence and the duration of its 
working out (service) are not known in advance (are 
random). If all service devices are busy, requirements can 
wait for their turn. “Impatient” requirements may leave 
the queue at an unknown point in time. Therefore, most 
models are stochastic  

In real systems, as a rule, the conditions of the central 
limit theorem of A. Ya. Khinchin  [1] are satisfied, and an 
input flow of requirements, that is close to the simplest 
one, is automatically generated. For such conditions, there 
are well-known models  

However, in some real systems, not every free device 
can start servicing the next requirement that enters the 
system. 

So, at a gas station, refueling a car with fuel can be 
done only with a device that has the required type of fuel, 
which can lead to a refusal to refuel the driver’s car even 
if there are free devices, but with the wrong type of fuel. 

In communication systems, there may be load 
schemes in which some of the options for connecting the 
sender to the recipient cannot be implemented, and the 
subscriber may receive a denial of service even if there 
are free channels, but in a different load group. 
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In a polyclinic, not every specialist doctor can consult 
the next patient who needs medical care. 

In a grouping of anti-aircraft missile forces, the next 
enemy aircraft may be in the zone of fire of a SAM 
system, which is still busy firing at the previous aircraft, 
while for other SAM systems this aircraft was outside 
their zones of fire. Such an aircraft will receive a refusal 
of service and will be able to attack with impunity and hit 
a protected object despite the presence of free SAM 
systems in the grouping. 

To control such systems, the problem arises of 
forecasting the effectiveness of their work, taking into 
account the incomplete accessibility of service devices.  

The models of incompletely accessible queuing 
systems were studied most deeply in the theory of 
teletraffic [2], where an analytical description of the 
probabilities of states for the case of a single-link ideal 
incomplete switching circuit [2] was obtained (the third 
Erlang formula). 

However, in the general case, an incompletely 
accessible circuit has 2n states, which leads to the need to 
compose and solve a system of 2n differential and, 
accordingly, algebraic equations. 

For the values n = 50÷100 and more encountered in 
practice, it is not possible to solve such a problem which 
complicates the control of such systems and makes the 
topic of this article relevant. 

The object of research is a steady-state process of 
servicing in M/M/n queuing system with refusals and with 
incomplete accessibility of service devices for the input 
flow of requirements. 

The subject of research is the distribution law of the 
final probabilities of groups of states in queuing system 
M/M/n with refusals and with incomplete accessibility of 
service devices for the input flow of requirements. 

The research goal is to obtain an analytical 
description for final probabilities of states groups for the 
queuing system M/M/n with refusals and with incomplete 
accessibility of service devices for the input flow of 
requirements and also checking the correctness of the 
results by transforming the obtained description into a 
description of known Erlang system M/M/n. 

The noted final probabilities are a complete 
description of the systems operation and allow estimating 
the expected values of all known indicators for the 
queuing systems efficiency. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The queuing system consists of several groups of 
similar devices. Each device can be included in one or 
several groups of service devices. 

The requirements flow with intensity I and density 
tIeItf )(1  enters the queuing system. The requirement 

of the input flow gets into service in one of the devices 
groups. If there are no free devices in this group, then the 
request is denied service and leaves the system. If there 
are free devices in this group, then any free device is 
selected to service the request with the same probability 

for all free devices. Service duration is random and has 

exponential distribution tetf )(2 . By virtue of the 

noted distribution densities, a Markov process with 
continuous time and discrete states arises in the system. 

The problem statement of constructing a model of an 
incompletely accessible queuing system with refusals in 
theory of teletraffic is known [2]. In the actual area of air 
defence, the task of formalizing real processes with the 
transition to a model of an incompletely accessible 
queuing system with refusals will be considered in section 
experiments.  

In order to visually demonstrate the logic of 
formalizing physical processes when building a model of 
an incompletely accessible queuing system, let’s consider 
a simplified example of a city polyclinic work, where n 
medical specialists see patients. Let’s assign an individual 
number to each doctor (service device): i1, i2, …, in and 
conditionally represent the areas of diagnosis inherent in 
each specialist doctor by circles (Fig. 1). 

When making a diagnosis and prescribing treatment, 
there are mutually overlapping areas of physicians’ 
capabilities (Fig. 1, areas Q12, Q23, Q13, Q123). So, for 
example, a patient with pain symptoms of the spine can 
be seen by a surgeon, by a vertebrologist and by a 
neuropathologist (Fig. 1, area Q123), about which the 
patient can receive information from a nurse at the 
polyclinic registry. In this case, the group of doctors 
available to the patient includes three (m1 = 3) specialist 
doctors. Let us introduce the necessary concept. 

 

 
Figure 1 – Visualization of the principles for choosing an 

affordable device to serve the next requirement 
 
The coverage ratio of the requirements flow by a 

specific group of m service devices (specialist doctors) is 
the share of requirements (patients) in the input flow that 
is available for servicing at once by all m devices 
(specialist doctors) of a particular group (m  0). In the 
given example, the value of the patients flow share 
depends on the qualifications of doctors and on the 
structure of the patients’ flow. There are also such 
symptoms of patients that are available for analysis only 
by a specific specialist doctor (Fig. 1, areas Q1, Q2, Q3,). 
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Let us formulate the noted property: the capabilities of 
an incompletely accessible system for servicing the input 
flow of requirements are characterized by the presence of 
the devices groups’ operation areas with m-multiple 
“coverage coefficient”, that is, such areas where the input 
requirement can be accessible for servicing by all m 
devices of a particular group.  

The probability that the next requirement of the input 
flow will be accessible for service immediately to m 
devices of a particular group is denoted by a symbol 

miiQ ...1
 indicating the numbers of ij devices. 

Such “areas” of coverage (areas of possible service), 
for example, a neuropathologist, can be not only with a 
surgeon or vertebrologist, but also with a general 
practitioner and other specialist doctors. That is, the same 
doctor-specialist can “participate” in the formation of 
specialists (devices) groups different in composition and 
number m of doctors that care patients (service input flow 
requirements). 

A list of such groups of doctors (service devices) in 
the area of symptoms-complaints of patients can be pre-
established, for example, by the head doctor of a 
polyclinic.  

The maximum number of groups m of m specialists 
from the total number of n doctors (service devices) 
exactly coincides with the number of combinations Cn

m 
from n by m [3]: 

 

nm
mnm

n
C m

nm 


 0,
!)(!

!
. (1)

 
In the noted situation, a vector of probabilities qm of 

requirements’ accessibility to service channels arises. 
In practice, the larger the doctors’ group accessible in 

terms of symptom-complaints, the higher probability that 
the next patient will be accessible for “service” to any of 
the doctors in this group. For different groups of doctors 
within the same size m, this probability turns out to be 
approximately the same:  

 

mii m
Q ...1

. (2)
 

The direct calculation of necessary probability qm can 
be difficult. However, an indirect estimate can be made 
on the basis of the polyclinic registry data, say for a 
month. For each patient, indicate the number of medical 
specialists who could successfully see this patient, 
diagnose and prescribe treatment.  

Then you can calculate the total number N of patients 
per month and the number Nm of patients accessible for 
“service” to exactly m medical specialists at the same 
time (0  m  n), which is equivalent to the number Nm of 
“favorable” events in the case scheme [3]. 

The estimate of the probability that the next 
requirement (patient) will be accessible for “service” to 
any group of service devices (specialists) consisting of 
exactly m devices can be found as the ratio of the 
favorable cases number to the total number of cases: 

 

nm
N

N
q m

m  0; . (3)

 

On the other hand, if the probability that a patient will 
be accessible for “service” to one of the specialists of one 
group of m doctors is equal to m (2), and the number of 
such groups is estimated by m (1), then the probability of 
being accessible for “service ” or by the first or second ... 
or by m-th group of specialists can be found as the sum 
of these probabilities: 
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Equating expressions (3) and (4), we obtain the 

probability estimate m: 
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An estimate of the average service duration Tavr of one 

requirement and the performance  of the service device, 
as well as the intensity I of requirements flow into the 
system can be found taking into account the total number 
of requirements Ntotal that entered the system, the number 
of requirements N served during the time of system 
operation Twork and the number ni of requirements served 
by i-th device, as well as the total time Ti spent by the i-th 
device for servicing: 
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The considered variant of parameter estimation allows 

us to proceed to the formal problem statement. In a 
partially accessible queuing system M/M/n with refusals 
and with the probability vector of the requirements 
accessibility to groups of service channels (m), a flow of 
requirements of intensity I enters. 

A requirement that met several accessible free 
channels is transferred for servicing to any of these 
channels with the same probability. A request that met 
busy all accessible channels leaves the system unserved 
(receives a refusal of service). The service time is 
exponentially distributed with the parameter  = 1/Tavr . 

The problem is to find expressions for the final 
probabilities Pk, (k = 1, 2, …, n) of group states of the 
service process, in which there are exactly k requirements 
in the system with refusals and with incomplete 
accessibility of service devices, which corresponds to the 
occupancy of exactly k channels, and to find the service 
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probability Pservice of requirements. In such a way there is 
a problem of forecasting the efficiency of real queuing 
systems with refusals in the case of incomplete 
accessibility of service devices for the input flow of 
requirements. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The first model for calculating the part of calls that 
receive service at a telephone station was described by 
A. K. Erlang [4] in 1909. The process of the telephone 
station included the receipt and service of applications 
from subscribers to switch communication channels with 
other subscribers. The service of each requirement 
consisted in connecting the subscriber – the source of the 
application to the free channel of communication with the 
required subscriber. After the end of this call, the channel 
was released and could be used to service the next 
requirement. The requirement that arrived at the telephone 
station at the time when all channels were busy, received 
a denial of service. The moments of requirements receipt 
and the end of their service were random. 

The Erlang-developed model of the requirements mass 
service system at the telephone station turned out to be a 
universal tool for describing the processes of service in 
different systems and in different spheres of human 
activity. Each of these areas and systems has its own 
peculiarities, which led to the development of more 
complex models and the appearance of an independent 
scientific direction – the queuing theory. 

 Currently, queuing system models are being actively 
used for analysis, for predicting efficiency and for 
optimizing decisions made in various areas. 

These include the following areas: telecommunication 
networks [2], socio-economic systems [5], production 
systems [6] and logistic systems [7], computing systems 
[8], traffic management systems [9], management systems 
in medicine [10], as well as systems for the defence of 
objects from air blows [11].  

Therefore, the aim of this research is to obtain an 
analytical description for final probabilities of states 
groups for the queuing system M/M/n with refusals and 
with incomplete accessibility of service devices for the 
input flow of requirements and also checking the results 
correctness by transforming the obtained description into 
a description of known Erlang system M/M/n. 
 

3 MATERIALS AND METHODS 
In order to demonstrate the logic of obtaining an 

analytical description of sought final probabilities, let us 
consider a relatively easily visible example for the M/M/3 
system (Fig. 2) with incomplete accessibility of service 
devices for the input flow of requirements. On Fig. 2, the 
symbol Sijk denotes the states in which are occupied 
channels (devices) with numbers i, j, k. The possibility of 
a steady state in the system follows from the formulation 
of the problem. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2 – Graph of M/M/3 QS model with refusals and with 
incomplete accessibility of service devices 

 
Let us find the intensities of transitions along the 

edges R of graph (Fig. 2). The transition along the edge 
R[S0, S1], connecting the vertex S0 with the vertex S1, can 
occur only if the next requirement enters the system and is 
accessible to the first channel, and this channel is selected 
for service. 

The mathematical expectation v0
1 of this event 

occurrence intensity is equal to the product of the 
intensity of requirements input flow I and the probability 
v0 of transferring the requirement for servicing to the first 
channel: 

 

0
1
0 vIv  . (7)

 

To visualize the process of determining the probability 
(v0), we assume that each requirement has only two 
features (x1, x2), the values of which determine the choice 
of the service channel. 

For each channel, the area of acceptable feature values 
has the shape of a circle, in the center of which we 
indicate the channel number (Fig. 1). The attribute values 
(x1, x2) of the next requirement determine the point 
A(x1, x2) on the plane (X1, X2). The channel, accessible for 
servicing, is selected in accordance with the area in which 
the requirement points on the plane (X1, X2) fell. In any 
case, in order to transfer a requirement for service to the 
first channel, the point A (x1, x2) of the requirement, that 
has entered the system, must fall into the range of features 
accessible for the first channel (Fig. 1). If there are n 
features, then the area will be n-dimensional. 

We’l find the probability v0 of transferring the 
requirement to the first channel by listing the possible 
outcomes of the analysis as the sum of the marked events’ 
probabilities and at the same time taking into account 
equality (2), we obtain: 
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The final value of the transferring requirement 

probability for service to the second v1 or third v3 channel 
will coincide with found value of the probability v1. 
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P3 = p123 P0 = p0 

P1 = p1 + p2 + p3 P2 = p12 + p13 + p23 
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If the service process is in the state S1, then the 
transition along the edge R[S1, S12] (Fig. 2) from the 
vertex S1 to the vertex S12 can occur only if the next 
requirement enters the system, becomes accessible to the 
second channel and this channel will be selected for 
service. 

 The intensity v1
1 of such events flow will be found 

taking into account the probability v2 of transferring the 
requirement to the second channel: 

 

1
1
1 vIv  . (9)

 
To transfer the requirement for servicing to the second 

channel, the point A(x1, x2) of the requirement, that has 
entered the system, must fall into the range of features 
accessible for the second channel (Fig. 1, see circle 
around the second channel). 

The probability v1 of transferring the requirement for 
service to the second channel, provided that the first one 
is busy, we find by listing the possible outcomes of the 
analysis, we get: 
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The final value of the transition’s probability for the 

remaining edges from states Si to states Sij will coincide 
with the found value v1. 

If the service process is in the state S12, (Fig. 2) then 
the transition along the edge R[S12, S123] from the vertex 
S12 to the vertex S123 can occur only if the next 
requirement enters the system, becomes accessible to the 
third channel and this channel will be selected for service. 

 The intensity v2
1 of such events flow will be found 

taking into account the probability v2 of transferring the 
requirement to the third channel: 

 

2
1
2 vIv  . (11)

 

In this case, the point A (x1, x2) of the received 
requirement (Fig. 1) should fall into the range of features 
values accessible to the third channel 

The probability v2 of transferring the requirement for 
service to the third channel, provided that the first and 
second channels are busy, can be found as the sum of the 
probabilities of hitting the requirement to all areas of the 
third channel: 

 

.2 3212321

231231332



 QQQQv
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The final value of the transition’s probability for the 
remaining edges from states Sij to the states S123 will 
coincide with the found value v2. 

States with the same number (k) of busy service 
channels determine the levels of the graph. 

The number of states at each level is equal to the 
number of combinations Cn

k. The total number of model 
graph states can be found as a “degree-set” [3]: 
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Next, we denote the probability of each state of the 

model graph by a small letter pi j with indices that 
correspond to the numbers of busy channels in this state: 
pi j – for the state Si j. 

The set of probabilities of the graph k-th level 
(k = 0, 1, 2, 3) determines the required probability Pk of 
occupancy of exactly k service channels:  
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Let’s compose the system of Kolmogorov equations 

for states S0, S1, S2, S3, S123 (Fig. 2): 
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1
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1
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1
2123123 3 pvpvpvpp  . (17)

Further, for the conditions of QS operation in 
stationary mode, we find the sum of the first four 
equations – (15), (16): 
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As a result, for the conditions of the QS operation 

stationary mode and the model’s graph (Fig. 2), we write 
down the system of algebraic equations: 
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The resulting equations are transformed taking into 

account equalities (7), (9), (11) and the dimensionless 
load factor of service devices  : 
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The resulting regularity can be represented in general 
form: 

 

nkvCPPk kknkk ...,,2,1,1
1

11   . (21)
 

The expressions for the final probabilities are defined 
in a form close to the Erlang formulas [4]: 
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We find the functions of incomplete accessibility fk by 

substituting formulas (22) into (21) and performing 
equivalent transformations, we obtain: 
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Note that the probability vk corresponds to the event of 

transferring of the requirement to the k-th channel. We 
find the function f0 from formula (22) under the condition 
k = 0: 

 

0f 00 PP  then  10 f . (25)

 
The expressions for the incomplete accessibility 

functions fk turn out to be: 
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where expressions for (8), (10), (12) generally take the 
form: 
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The probabilities vk of choosing specific service 
channels for a three-channel incompletely accessible QS 
were obtained above and are equal to: 
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For a non-fully accessible QS with four (n = 4) and 
five (n = 5) channels, the calculation formulas for the 
probabilities vk of choosing specific service channels are 
presented in Table 1. 

 

Table 1 – Probability formulas vk for  choosing the k-th service 
channel in incompletely accessible QS of M/M/n type 
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For incompletely accessible queuing systems with a 
large number of channels (n > 5), the calculation formulas 
can be obtained using the expression (27). 

When estimating the service probability, one has to 
take into account the possibility of refuse not only in the 
case of occupied all channels, but also in any other state 
of an incompletely accessible QS. Therefore, the service 
probability should be sought using the expression for the 
mathematical expectation of the busy channels number 
Mbusy.div and the absolute capacity (A) of QS: 
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In order to check the correctness of obtained 
description for incompletely accessible QS, we perform 
an asymptotic transition from expressions (22), (26), (27) 
to a description of a fully accessible Erlang queuing 
system with refusals. In this case, in formulas (3) and (5) 
all values Nm = 0, qm=0 and m = 0 are equal to zero for all 
(m < n ) groups of devices. For m = n the value Nn = N and 
Cn

n
 = 1, which, according to (3) and (5), leads to the 

equalities qn=1 and n = 1. Then the combinations in 
expression (27) will be different from zero only for the 
values i = n – k. In this case, from (26) and (27) it follows: 
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As a result, formulas (22) are automatically converted 
into well-known Erlang formulas [4]: 
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which testifies in favor of correctness of obtained final 
probabilities analytical description in an incompletely 
accessible multichannel queuing system M/M/n with 
refusals.  
 

4 EXPERIMENTS 
In order to test the operability of analytical description 

of the incompletely accessible M/M/n model, we use an 
example from the topical sphere – of important objects air 
defense (Fig. 3) by a grouping of five single-channel 
SAM systems (Table 7, No. 1, 3) – “service devices”, 
which should prevent a planned air blow of ten enemy 
aircraft (Table 7, No. 16, 5) with a duration of 2,5 minutes 
(Table 7, No. 17, 5). 

 
Figure 3 – An example of setting the task of assessing objects’ 

air defense effectiveness using the M/M/5 model of an 
incompletely accessible queuing system with refusals 

 

For each SAM system, the average shooting time on 
to one aircraft is one minute (Table 7, No. 3, 3), the radius 
of the affected area is twenty kilometers (Table 7, No. 2, 
3). The aircraft that came under fire is destroyed. To 
destroy an object covered, at least four aircraft is required. 
Therefore, the task of SAM systems grouping is 
considered fulfilled in the case when no more than three 
aircraft can break through to the object. 

To apply the incompletely accessible M/M/n model in 
the field of air defence tasks, we clarify the relationship 
between the real parameters of the SAM grouping and the 
parameters of incompletely accessible M/M/n model, 
expressions (32).  
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Thus, the maximum possible coverage area Sar.max by 

means of five SAM systems is calculated as the sum of 
areas of all SAM systems fire zones in the group and is 
6283 km2 (Table 7, No. 5, 3). 

On the terrain (Fig. 3), the cover area Sar.tot is 
5202 km2 (Table 7, No. 6, 3), which makes it possible to 
estimate the size of the Sar.2 area with a double (Table 7, 
No. 8, 3) and Sar.1 with a single (Table 7, No. 7, 3) 
overlapping of fire zones, and also find the values of 
parameters q1 (Table 7, No. 9, 3), q2 (Table 7, No. 10, 3) 
and 1 (Table 7, No. 19, 5) and 2 (Table 7, No. 20, 5). We 
also note that the mathematical expectation of the enemy 
aircraft number that broke through to the target (Nmissed) 
and the relative error (Pserv) in the service probability 
forecast for the Erlang model are not difficult to find 
using formulas (33): 
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Next, we use the data in Table 1 and the sequence of 
formulas (5), (6), (27), (20), (26), (22), (29), (31)-(33) and  
step by step (Table 2 Nos 21–26), we find a significant 
discrepancy between the final probabilities of the Erlang 
model and the model of a non-fully accessible queuing 
system (Fig. 3). 

At the same time, the use of the fully accessible 
Erlang model shows the possibility of destroying more 
than 80% of enemy aircraft (Table 2, No. 28, 13). In this 
case, it is considered that the SAM grouping reliably 
fulfills its task, letting no more than two aircraft passes to 
the object (Table 2, No. 30, 13).  At the same  time, taking  
 

 
 

Figure 4 – Final probabilities pk of the states in the same 
queuing systems with refusals and with the same intensity: 

a) QS with refusals and with full accessibility of service devices 
(Erlang model M/M/5); 

b) QS with refusals and with incomplete accessibility of service 
devices (incomplete accessible model M/M/5) 
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Table 2 – Comparative assessment of the service probability and the efficiency of tasks performing by a SAMS  
group using the Erlang model and a more accurate incompletely accessible QS model with refusals (see Fig. 4) 

# Name Value # Name Value   #  k  
k/k! fk  

k/k! fk Pk k Pk Pk.Erl 
1 2 3  4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
1 NSAM S 5 11 v0 0.2 21 0 1 1 1 0.048 0 0.023 
2 RSAM S 20 12 v1 0.21 22 1 4 1 4 0.191 0.191 0.093 
3 Tavr 1 13 v2 0.22 23 2 8 0.842 6.732 0.321 0.642 0.187 
4  1 14 v3 0.23 24 3 10.667 0.557 5.945 0.284 0.851 0.249 
5 Sar.mx 6283.185 15 v4 0.24 25 4 10.667 0.258 2.749 0.131 0.525 0.249 
6 Sar.tot 5202.477 16 Ntotal 10 26 5 8.533 0.062 0.531 0.025 0.127 0.199 
7 Sar.1 4121.77 17 Тwork 2.5 27  42.867 3.719 20.957 1 2.336 1 
8 Sar.2 1080.708 18  4 28 Mbusy.div 2.336 Pservice 0.584 Pservice.Erl 0.801 
9 q1 0.792271 19 1 0.16 29 I 4 Prefuse 0.416 Prefuse.Erl 0.199 
10 q2 0.207729 20 2 0.02 30 Pserv.% 37.16% Nmissed 4.161 Nmissed.Erl 1.991 

 
into account the incomplete accessibility of the SAM 
grouping (devices for service) leads to a noticeable 
decrease (Table 2, No.30, 8) in the probability of service 
(Table 2, No. 28, 10) and to the appearance of the 
possibility of passing to the object more than four enemy 
aircraft, which jeopardizes the performance of the task by 
the SAM grouping and requires the adoption of additional 
measures to protect the object. 

 
5 RESULTS 

For the first time analytical expressions are obtained 
for the final probabilities of the queuing system states 
with refusals and with incomplete accessibility of service 
devices for the input flow of requirements, which makes it 
possible to evaluate as well as forecast values of all 
known system efficiency indicators. The resulting 
description, when an incompletely accessible queuing 
system degenerates into a fully accessible one, 
asymptotically transforms into the well-known Erlang 
formulas, which testifies in favor of its correctness. At the 
same time, ways of formalizing processes and transition 
to a model of incompletely accessible QS with refusals in 
real systems that perform similar service functions in the 
field of medicine and in the field of topical air defense 
tasks are given. 

 
CONCLUSIONS 

In the course of the research, the analytical 
expressions for the final probabilities of states in the 
M/M/n queuing system with refusals and with incomplete 
accessibility of service devices for the input flow of 
requirements were received. The results of the numerical 
experiment testify in favor of correctness the obtained 
analytical expressions for the final probabilities and in 
favor of possibility for their practical application in real 
queuing systems when solving problems of forecasting 
efficiency, as well as analyzing and synthesizing the 
parameters of real queuing systems. 

The scientific novelty of the results obtained lies in 
the creation of possibilities for forecasting the 
effectiveness of known type of Markov queuing systems 
with refusals and with incomplete accessibility of service 
devices for the input flow of requirements. The obtained 
description (22), (25)-(27), (31) of a queuing system is a 
general for known Erlang model M/M/n. 

The practical significance of the results obtained lies 
in creating conditions for the directed solution the 
problems of analysis, synthesis and control of Markov 
queuing systems in the general case of incomplete 
accessibility of service devices for the input flow of 
requirements. The formulas obtained for calculating the 
values of the incomplete accessibility functions are 
recurrent and convenient for practical calculations.  

Prospects for further research may include the 
development of methods and formula schemes of 
algorithms for the transition from the parameters of real 
processes in the areas of management of microeconomic, 
financial and other systems with restrictions on servicing 
input requirements, to the parameters of an incompletely 
accessible QS model. 
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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Існує проблема прогнозування працездатності реальних систем масового обслуговування із відмовами у 

разі неповної доступності пристроїв обслуговування для вхідного потоку вимог. Вирішення проблеми необхідно для 
створення можливості більш точного проектування та контролю роботи таких систем у режимі реального часу. 

Метод. Можливості станів СМО з відмовами при неповній доступності приладів обслуговування для вхідного потоку 
вимог описуються диференціальними рівняннями Колмогорова. У стаціонарному стані ці рівняння перетворюються на 
лінійно залежну однорідну систему алгебраїчних рівнянь. Кількість рівнянь визначається безліччю-степенем і для сучасних 
систем масового обслуговування і зв’язку може обчислюватися тисячами, мільйонами і більше. Тому спроба прогнозувати 
ефективність системи стикається з необхідністю запису та чисельного вирішення лічильної множини систем алгебраїчних 
рівнянь, що досить складно. 

Ключовою ідеєю запропонованого методу знаходження аналітичного опису фінальних ймовірностей для зазначеної 
системи масового обслуговування було прагнення перейти від опису окремих станів (у кількості 2n) до опису груп станів 
системи (у кількості n+1) та локалізувати вплив неповної доступності приладів обслуговування для вхідного потоку вимог у 
мультиплікативні функції неповної доступності. Такі функції дозволяють отримати необхідний аналітичний опис та оцінити 
ступінь перетворення фінальних ймовірностей порівняно з відомими системами, а також оцінити прогнозні значення 
показників ефективності зазначеної системи масового обслуговування при побудові системи та виборі параметрів її 
управління. 

Результати. Вперше отримано аналітичні вирази для фінальних ймовірностей станів СМО з відмовами та з неповною 
доступністю приладів обслуговування для вхідного потоку вимог, що дозволяє оцінювати, а також прогнозувати значення 
всіх відомих показників ефективності системи. 

Висновки. Отриманий опис виявився загальним випадком для відомого типу Марківських систем масового 
обслуговування із відмовами. Результати чисельного експерименту свідчать на користь коректності отриманих аналітичних 
виразів для фінальних ймовірностей та на користь можливості їх практичного застосування в реальних системах масового 
обслуговування під час вирішення завдань прогнозування ефективності, а також аналізу та синтезу параметрів реальних 
систем масового обслуговування. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА:  Марківські моделі, системи масового обслуговування, неповна доступність приладів 
обслуговування. 
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АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Существует проблема прогнозирования работоспособности реальных систем массового обслуживания с 
отказами в случае неполной доступности устройств обслуживания для входного потока требований. Решение проблемы 
необходимо для создания возможности более точного проектирования и контроля работы таких систем в режиме реального 
времени. 

Метод. Вероятности состояний СМО с отказами при неполной доступности приборов обслуживания для входного 
потока требований описываются дифференциальными уравнениями Колмогорова. В стационарном состоянии эти уравнения 
преобразуются в линейно зависимую однородную систему алгебраических уравнений. Количество уравнений определяется 
множеством-степенью и для современных систем массового обслуживания и связи может исчисляться тысячами, 
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миллионами и более. Поэтому попытка прогнозировать эффективность системы сталкивается с необходимостью записи и 
численного решения счетного множества систем алгебраических уравнений, что достаточно сложно. 

Ключевой идеей предлагаемого метода нахождения аналитического описания финальных вероятностей для отмеченной 
системы массового обслуживания было стремление перейти от описания отдельных состояний (в количестве 2n) к описанию 
групп состояний системы (в количестве n+1) и локализовать влияние неполной доступности приборов обслуживания для 
входного потока требований в мультипликативных функциях неполной доступности. Такие функции позволяют получить 
требуемое аналитическое описание и оценить степень преобразования финальных вероятностей, по сравнению с 
известными системами, а также оценить прогнозные значения показателей эффективности отмеченной системы массового 
обслуживания при построении системы и выборе параметров ее управления. 

Результаты. Впервые получены аналитические выражения для финальных вероятностей состояний СМО с отказами и с 
неполной доступностью приборов обслуживания для входного потока требований, что позволяет оценивать, а также 
прогнозировать значения всех известных показателей эффективности системы. 

Выводы. Полученное описание оказалось общим случаем для известного типа марковских систем массового 
обслуживания с отказами. Результаты численного эксперимента свидетельствуют в пользу корректности полученных 
аналитических выражений для финальных вероятностей и в пользу возможности их практического применения в реальных 
системах массового обслуживания при решении задач прогнозирования эффективности, а также анализа и синтеза 
параметров реальных систем массового обслуживания. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: Марковские модели, системы массового обслуживания, неполная доступность приборов 
обслуживания. 
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ABSTRACT 
Context. Various risks are inherent to practically all types of human activities. Usually the risks are characterized by availability 

of multiple risk factors, uncertainties, incompleteness and low quality of data available. The problem of mathematical modeling of 
risks is very popular with taking into consideration possible uncertainties and interaction of risk factors. Such models are required for 
solving the problems of loss forecasting and making appropriate managerial decisions. 

Objective. The purpose of the study is in development of multivariate risk modeling method using specialized copula functions. 
The models are developed in the form of multivariate distributions. 

Method. The modeling methodology is based upon exploring the special features of various copula functions that are helpful to 
construct appropriate multivariate distributions for the risk factors selected. The study contains formal description of selected copu-
las, analysis of their specific features and possibilities for practical applications in the risk management area. Examples of practical 
applications of the copula based approach to constructing multivariate distributions using generated and actual statistical data are 
provided. 

Results. The results achieved will be useful for further theoretical studies as well as for practical applications in the area of risk 
management. The distributions constructed with copula create a ground for solving the problems of forecasting possible loss and 
making appropriate decision regarding risk management. 

Conclusions. Thus the problem of constructing multivariate distributions for multiple risk factors can be solved successfully us-
ing special copula functions. 

KEYWORDS: multivariate stochastic processes, risk estimation, special copula functions, modeling multivariate distributions, 
combined marginal distributions. 

 
ABBREVIATIONS 

EVT is an extreme value theory; 
MEVT is an multivariate extreme value theory. 

 
NOMENCLATURE 

C  is -increasing function; 

if  is a function of density for marginal distributions; 

ξ  is the parameter that characterizes form of the dis-

tribution; 
H  is n -dimensional joint distribution function with 

marginal distributions; 
β  is additional scaling parameter; 

uN  is a number of observations that exceed the 

threshold; 

)()1(
ii uF   is inverse function to the function of mar-

ginal distribution; 
ρ  is symmetric positively defined matrix with the 

unity main diagonal; 
φ  is the function of standard scalar normal distribution; 

pφ  is the function of multivariate standard normal dis-

tribution with correlation matrix ρ ; 

C  is a number of coordinated couples;  
D  is a number of non-coordinated couples;  
N  is a number of observations. 
 

INTRODUCTION 
The studies related to risk analysis and management 

are very popular in the world today practically in every 
area of human endeavors due to widely spread necessity 
of various risk estimation, management, and minimization 
of possible loss. The risk management theory supposes 
mathematical modeling of risks themselves (including 
risk factors), and application of the models created to es-
timation and forecasting possible loss for a time horizon 
selected. One of the key elements of mathematical model-
ing is taking into consideration the interactions between 
risks and risk factors. Such interaction may serve as an 
amplifier for risk effects and it often results in increasing 
possible loss. Thus, it is important to take into considera-
tion in the risk management procedures not only isolated 
risks but also their interaction and integrated estimates in 
the form of some portfolio risk. That is why the use of the 
results of former studies in the area, concentrated on the 
extreme value theory (EVT), in a scalar case imposes 
substantial restrictions on practical applicability of the 
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results because of focusing attention on separate risk fac-
tors and their influence [1–6]. In practice of risk manage-
ment more often the problem arises in correct application 
of risk estimation procedures that would take into consid-
eration complicated, very often asymmetric, non-
stationary and nonlinear interaction between risk itself 
and risk factors. Correct mathematical and statistical de-
scription of the processes involved in the risk analysis 
procedures is the key point for solving the problems of 
making effective managerial decisions regarding risk 
management, for example regarding avoiding risk, its 
diversification, and minimization.  

The natural approach to generalization and improve-
ment of existing risk analysis methodology is the use of 
multivariate extreme value theory (MEVT) that considers 
modeling of tails for the multivariate distributions [7–9]. 
However, the use of extreme values only for correspond-
ing vectors as it is done by scalar EVT, i.e. the vectors 
containing extreme values in each coordinate, provides 
the possibility for correct processing relatively small 
number of measurements. Taking into consideration that 
of basic interest are only about 3%–5% of observations 
the simultaneous threshold overcoming for each variable 
will be taking place very rarely. The more variables will 
be considered simultaneously the less number of coincid-
ing extreme values will be met. Here the known problem 
of high dimensionality will not provide the possibility for 
reaching reliable data processing results when the number 
of observations is low.  

For a long time as widely accepted measure of de-
pendency between two random variables served well-
known statistical correlation coefficient. According to the 
known hypothesis of normality for financial random vari-
ables the correlation coefficient was considered as neces-
sary and sufficient measure in the case of multivariate 
normal distribution. However, in risk management prob-
lems very often the data does not correspond to the nor-
mality hypothesis, and the criticism arises regarding the 
correlation coefficient as inadequate measure for analysis 
of risks dependency [10–13]. The correlation coefficient 
does not provide appropriate formal description for the 
dependency structure between the risks, especially in the 
tails of distributions (Fig. 1). Thus, completely dependent 
random variables may exhibit the correlation coefficient 
distinctive from 1 or –1, and zero correlation coefficient 
does not support the hypothesis of risks independence. 
For example, this is true in the case of normally distrib-
uted risk, X , and completely dependent on its sequence 

of values 2X . The linear correlation is also not invariant 
to transformations of random variables.  

The purpose of the study is in following:  
– to perform analysis of a construction procedure for 

the class of special copula functions that are suitable for 
the formal description of multivariate distributions;  

– to consider the special features of copula parameter 
estimation procedures using existing estimation tech-
niques namely maximum likelihood method;  

– to estimate the possibilities for practical applications 
of the copula families for performing statistical analysis 
of economic, financial, and other risk types represented 
by the extreme values of respective distributions.  

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Let we have n  independent random variables, 

nXX ,...,1 , for which the following relation is true: 

)(...)();...,( 1111 nnnn xXPxXPxXxXP  . t means 

that the knowledge regarding one of the random variables 
does not provide the knowledge related to others. Study-
ing the dependency between variables it is of interest to 
get information related to one random variable using the 
information about other variable and to compare the mu-
tual dependences between the pairs of random variables. 
The dependency is inverse characteristic to independence 
of random variables but the ways of its identification can 
be different in different cases and is determined by spe-
cific problem statement.  

This work is focusing on constructing of a class of 
special functions, copulas that are suitable for the formal 
description of multivariate distributions, and estimation of 
the possibilities for practical application of the copula 
family to statistical analysis of financial and other types 
of risk data represented by extreme values of correspond-
ing distributions.  

 

 
Figure 1 – Two multivariate observations with similar normal 

marginal distributions and coefficients of about, 14.0 , but 

with different dependency structures 
 

In the risk management procedures, especially regard-
ing financial risks, withdrawing of marginal risk distribu-
tions for separate financial instruments from the depend-
ency structure is a natural requirement. On one side each 
random variable has its scalar distribution but on the other 
side it is necessary to take into consideration existing de-
pendences between random variables.  

Such approach helps to improve the model adequacy 
and consequently enhance quality of final result – risk 
estimation. Here the copula notion is useful that allows 
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for clearly separation the information related to structure 
of the dependency and to produce its appropriate formal 
description. Now consider some theoretical formulations 
necessary for understanding basic material of the study 
[14, 15]. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Before considering possible ways of describing de-
pendency first return to the general definition of depend-
ent random variables.  

Definition 1: Distribution function is such a function 
F  with the domain of definition, ],[  , that F  is non-

decreasing and having marginal the values of: 0)( F  

and 1)( F . 

Definition 2: Distribution function of random variable 
X  is such function, F , that for all, ],[ x , the fol-

lowing relation is true: ][)( xXPxF  .  

Definition 3: The function H  of n  arguments is 
called n -increasing if for any n -dimensional interval, 

],[ baB  , such that ],[ ba  belong to the domain of defini-

tion of the function H  with ba  , the following is true: 

0)(...)()( 1

1
 xHxHBV b

a
b
a

b

a
H

n

n
.  

Definition 4: Joint distribution function is such a func-

tion H  with the domain of definition, n],[  , that H  

is n -increasing, and ixxxxH nii   0),,,...,( 1,11 , 

1),( H . 

Definition 5: Joint distribution function for the ran-
dom variables nXX ,...1   is such a joint distribution func-

tion H  with the domain of definition, n],[  , that 

],...,[),...,( 111 nnn xXxXPxxH  .  

From the given definitions we have that distribution 
function for random variable iX  is marginal distribution 

function for joint distribution function of random vari-
ables, 

  

),,...,(lim)()(

:,...,

11

1

ii
jt

iii

n

xttHxXPxF

XX

j



 .  (1)

 
The complete description of dependence or independ-

ence for random variables, nXX ,...1 , is 

),...,( 11 nn xXxXP  , i.e. their joint distribution func-

tion, ),...,( 1 nxxH . But it also contains excessive informa-

tion regarding marginal distribution for each random vari-
able. In solving practical problems it is necessary to ob-
tain information regarding the dependency structure sepa-
rately.  

Definition 6: The function, ]1;0[]1,0[: nC  is called 

n -copula if the following conditions are true. 
0),...,( 11 FFC , if there exists such j  that 0jF ;  

ii FFC )1,...1,,1,...1( ; 

 
Theorem 1: Sklar theorem [15]: Let H  is  

n -dimensional joint distribution function with marginal 
distributions, nFF ,...,1 . Then there exists such n -copula 

that for all, nRx , the following relation is true:  
 

))(),...,((),...,( 111 nnn xFxFCxxH  . (2)

 
If nFF ,...,1  are continuous, then C  is unique, other-

wise the functions C  are uniquely determined over the 
space, ][...][ 1 nFRngFRng  . And vice versa: if the 

functions nFF ,...,1  represent continuous distributions, 

and C  is n -copula, then ),...,( 1 nxxH  is joint  

n -dimensional distribution function with marginal distri-
butions, nFF ,...,1 .  

Definition 7: The density distribution for copula C  is 
the following function: 

 

n

n
n FFF

FFFc
FFFc





,...,

),...,,(
),...,,(

21

21
21 . (3)

 
The joint density distribution function can be repre-

sented in the form:  
 

))(),...,(),((),...,,( 221121 nnn xFxFxFcxxxh  . (4)

 
An important role for risk analysis is the copula fea-

ture of invariance to increasing transforms.  
Theorem 2 [15]: Consider the transforms nZZ ,...,1  

that are increasing in corresponding domains of defini-
tions of random variables nXX ,...,1  with continuous 

marginal distribution functions and n -copula, C . Then 
random variables )(),...,( 11 nn XZXZ  have the same  

n -copula, C .  
 

3 MATERIALS AND METHODS 
Constructing marginal distribution function. When 

copulas are used for modeling dependences between ran-
dom variables it is necessary to construct separate model 
for marginal distributions for the variables. For the prob-
lems of risk management of particular importance are es-
timates of values that belong to the tails of distributions. 
For the formal description of right tail of loss distributions 
is recommended the use of the method of overriding 
based upon the generalized Pareto distribution. And the 
distribution for the other observations (that are closer to 
mathematical expectation of a sample) it is recommended 
to describe with normal distribution using the results of 
application of the central limit theorem and the experience 
of using the distribution in the problems of risk manage-
ment. To separate the two parts of data sample it is neces-
sary to estimate the empirical distribution quintile for a 
threshold selected. In the computational experiments car-
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ried out by multiple researchers the threshold was selected 
at the level of 95 % according to the existing practice of 
risk management.  

The sample mathematical expectation of normal dis-
tribution is estimated on all observations available. And 
the standard deviation should be estimated in a way so 
that the values of normal distribution function at the 
threshold point were equal to the value of empirical dis-
tribution function. Such approach to the computations 
allows for orienting the model to adequate formal descrip-
tion of the tail observations. Besides, this method of per-
forming the computations provides for the continuous 
form of the combined distribution function the right part 
of which is constructed using the method of overriding. 
The distribution function constructed by the use of this 
method is equal to the empirical distribution function at 
the threshold point according to the constructing proce-
dure selected. The continuity of the marginal distribution 
functions points out to the existence of unique copula in 
expression (1).  

Definition 8: Let random variable, iX , has distribu-

tion function, iF , and right final point iFx . For a 

fixed value, iFxu  , the distribution function of exceed-

ing values for u  is called the following one:  
 

iFiiiiu xuxuxxuxPxF  ),|()( ; (5)

 
and the function:  
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is called the function of mean exceeding.  

Denote, )0,max(zz  , and let }{Acard  is a number 

of elements in the set A . An empirical estimate for the 
function of mean exceeding is the following one:  
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For the distribution function of the values exceeding 
selected threshold there exist an analogue of the Fisher-
Tippet-Gnedenko theorem, i.e. Pikands-Balkema-de Haan 
theorem.  

Theorem 3: Pikands-Balkema-de Haan theorem [3]:  
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where, 0ξ1  x , for some positively defined function 

)(u . 

From (2) and definition of the distribution function for 
exceeding values we have a model for distributions of 
threshold exceeding values: the function of generalized 
Pareto distribution:  

 













,0ξ),exp(1

,0ξ,)ξ1(1)( ξ

1

βξ,

x

xxGPD  (9)

 

where, 0β  , and 0x  with 0ξ  , and 
ξ

β
0


 x  with 

0ξ  .  

The model for tail data distribution is constructed by 
the method of threshold exceeding that is based upon the 
marginal distribution law for the exceeding values (3) and 
includes the following steps.  

1. For sample ix}{  of power, N , the threshold u  is 

selected. Then the observations 
Nii xx ,...,

1
are determined 

exceeding the threshold, and respective exceeding values 
are computed: 0 uxy

jij , where uN  is a number of 

observations that exceed the threshold.  
2. Then the function )(yFu  (distribution of exceeding 

values, 
uNyy ,...,1  in the form of (3), )(βξ, xGPD , is esti-

mated, i.e. the parameters of form and scale are com-
puted.  

3. The distribution function for the tail region, X  is 
estimated as follows:  
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i.e. we have:  
 

N

N
yF

N

N
xF u

iu
u

i  )()1()( . (11)

 
Copula family constructing. The Sklar theorem guar-

anties copula existence and its uniqueness for definite 
conditions but it does not provide the method for its con-
structing. Consider some methods for copula constructing.  

1. The method of inverse function  
The idea of the method is in the following: from the 

Sklar theorem for joint distribution function, H , and con-
tinuous marginal distributions, nFF ,...,1 , copula, C , is 

defined as follows: 
  

))(),...,((),...,( )1(
1

)1(
11 nnn uFuFHuuC  . (12)

 
The most widely spread in modeling random variables 

are elliptical distributions and more exactly multivariate 
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normal distribution. If we apply to the distribution inverse 
method then we will get multivariate normal copula or 
Gaussian copula.  

Definition 9: Let   is symmetric positively defined 

matrix with the unity main diagonal. Then the following 
function is called Gaussian multivariate copula:  

 
))(φ),...,((φφ)ρ,...,,( 111ρ21 nn FFFFFC  . (13)

 
Fig. 2 (below) shows tree-dimensional distribution on 

the basis of normal copula.  
The density of multivariate Gaussian copula is defined 

as follows [14]:  
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Thus, the Gaussian normal copula is completely de-

fined by the correlation matrix, ρ , and its parameters can 

be easily computed.  
According to its constructing procedure the Gaussian 

copula can be naturally used for modeling multivariate 
normal distributions, and it can be hired in the risk man-
agement procedures for constructing meta-normal distri-
butions. This multivariate distribution is created in the 
way of modeling the dependences between random vari-
ables using normal copulas, and marginal distributions are 
built with some other distributions appropriate for each 
variable under consideration.  

Another type of copula that is constructed with the 
method of inverse function from elliptical distribution is 
Student’s copula that corresponds to the multivariate Stu-
dent’s t -distribution. The form of this copula looks to 
some extent like the normal one in its central part, and 
approaches even more to this form in the tail part where 
the number of degrees of freedom for Student’s t -
distribution is growing. Fig. 3 shows three-dimensional 
distribution of this type for 5 degrees of freedom. How-
ever, in the risk management problems the Student’s cop-
ula can find its extended application due to substantial 
difference in modeling of dependences in the tail of dis-
tributions far from the central part.  

The t -copula that is derived from t -distribution with 

  degrees of freedom and positively defined matrix  , 

has the following density function:  
 

)1|)|)(2/(/)2/)(()( 2  vvdvxc . (15)

 
As it can be seen, the elliptical copulas also have the 

advantage that they can be easily computed for large, n .  
2. The Archimedean copulas  

Definition 10: Let φ  is continuous strictly increasing 

function defined on region 1 of ]0;[  such that, 

0)1(φ  . The pseudo-inverse for φ  is such function 
]1[φ   with ],0[φ Dom : 
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Note, that ]1[φ   is continuous and non-decreasing 

function over the domain of, ];0[  , and strictly decreas-

ing over )]0(φ;0[ . Moreover, uu  ))((φφ 1][  over, 1, and  
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If )0(φ , then 1φ .  

Lemma 1: Let φ  is continuous strictly decreasing 

function in the domain 1 over the interval, ];0[  , and 

such that, 0)1(φ  , and let ]1[φ   is pseudo-inverse for,  

φ , and function, C , with, 2I , defined over I  for the 

function, φ , is defined as follows:   

 

))(φ)((φφ),( 1][ vuvuC   . (18)

 
Then, C , satisfies the existing restriction conditions 

for a copula.  
Proof: Here the function, 

0))0(φ)(φ(φ)0,( ]1[   uuC , and, 

uuuuC   ))((φφ))1(φ)(φ(φ)1,( 1][]1[ .  

If )0(φ , then φ , is considered as a strict generat-

ing function. In this case, 11][ φφ   , and  

 

))(φ)((φφ),( 1][ vuvuC   , (19)

 
is considered as a strict Archimedean copula.  

All the copulas that can be represented in the form 
(18) are called Archimedean. In this case  

The function φ  is called copula generator. This cop-

ula class is one of the most often used in practice due to 
the fact that it includes a substantial number of parametric 
copulas reflecting a variety of structural mutual depend-
ences. Besides, the constructing procedure for the copulas 
is relatively simple.  

For example, consider, θ)ln()(φ tt  , where 1θ  . It 

is clear that )(φ t  is continuous with 0)1(φ  ; and 

1θ)ln(

1
θ)(φ




tt
t ; that is, φ  is strictly decreasing 
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function from I  defined over domain ];0[  . Further on, 

0
)ln(

1
θ

)ln(

1)1θ(θ
)(φ

1θ22θ2








  tttt

t t  from, I , and 

thus φ  is convex. Moreover, )0(φ , and thus φ  can 

be considered as a strict generating function. Now, from 
(6) we have: 
 

))ln()ln((exp vu  . (20)
 

This copula family is called Gumbel copula in the 
case of describing two variables. The Archimedean copu-
las also include Frank copula family in the case of de-
scribing two variables:  
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and Clayton copulas also in the case of two variables:  
  

}).0]{,1[β),0)β/1(
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The Fig. 4–6 show three-dimensional joint distribu-
tions on the bases of Frank, Gumbel, and Clayton copulas 
respectively.  

One of natural approaches to constructing multidi-
mensional copulas supposes constructing first the families 
of two-dimensional copulas exhibiting necessary features. 
After this step the next procedure touches upon construct-
ing multidimensional generalization. The family of multi-
dimensional copulas belongs to generalization of two-
dimensional family if the following conditions are true:  

– all two-dimensional components of the multidimen-
sional copula belong to the family of the two-dimensional 
ones;  

– all the two-dimensional components of order 3 and 
up to 1n  have the same multidimensional form.  

The problem of constructing the multidimensional 
generalizations of two-dimensional copulas is not trivial. 
Very often two-dimensional link functions do not have 
multidimensional generalizations or they result in such 
specific dependency structure that has very restricted ap-
plication.  

The function nC  is a result of sequential application 
of Archimedean two-dimensional copulas based on the   

generator. Thus, 

))(φ)((φφ),(),( 21
1][

2121
2 uuuuCuuC   , and for 

3n , )),,((),...,,( 21
1

21 n
n

n
n uuuCCuuuC  . Let’s 

stress that such approach to constructing copulas usually 
does result in a success. But Archimedean copulas are 
symmetric and associative what often results in copula 

nC  with, 3n .  
Parameter estimation procedures for copulas. The 

simplest copula parameter estimation method is in appli-
cation of known data sample characteristics. Using the 

correlation matrix estimates it is possible to find an esti-
mate for the form parameters of elliptical copula,  . An-

other useful in this case is such concordance measure as 
Kendall statistic,  , that is computed as follows:  
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The Kendal   can be used, for example, for estimat-

ing Clayton copula parameters, 
τ1

τ2
θ


 , and elliptical 

copula parameters, τ
2

π
sinρ  . This method is rather 

simple but it restricts substantially possibilities for selec-
tion of copula families.  

Estimation of copula parameters for any family can be 
performed with maximum likelihood method. Consider 

joint distribution function, ),( xH , where parameter vec-

tor includes marginal distribution and copula parameters  

)α,β,...,(βθ n1 . The joint distribution function can be 

represented in the following form:  
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For a sample }{xSx   of power N  the likelihood 

function is computed as follows:  
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This expression allows for application of two-stage 
algorithm for parameters estimation:  
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At the first step we can compute the parameter esti-

mates for the marginal distributions as follows:  
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and, at the second step it will be possible to compute the 
estimates of the copula parameters:  
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It is shown in [16] that the vector parameter estimate 

)α,β,...,(βθ n1  is consistent and asymptotically normal. 

An advantage of the two-step estimation procedure is in 
dimension reduction what makes the numerical optimiza-
tion procedure easier, and allows for hiring extra informa-
tion necessary for parameter estimation of separate risk 
distributions. It is also helpful for more complete usage of 
measuring information when data samples available have 
different power when new financial instruments or risk 
factors come to being.  

 
4 EXPERIMENTS 

Here we consider the problem of constructing joint 
distribution of risk factors for generated three-
dimensional distributions for Cauchy, t -Student, normal 
data as well as three-dimensional distribution for the three 
currency exchange rates of EUR, CHF, GBP against 
USD. For each dataset the Archimedean copulas were 
estimated from the Gumbel, Clayton and Frank families 
as well as the elliptical copulas of the Student family and 
Normal copula [18]. 

 
5 RESULTS 

Together with estimates of marginal distributions the 
computational experiment provided the possibility for 
modeling the joint distribution function for the processes 
under consideration. The Fig. 2–6 show graphical illustra-
tions of the joint distributions for the selected currencies 
exchange rates using different dependency structures.  

 
 

 
Figure 2 – Graphical representation of joint distribution function 

on the basis of normal copula 
 

 
Figure 3 – Graphical representation of joint distribution function 

on the basis of Student t -copula 
 

 
Figure 4 – Graphical representation of joint distribution function 

on the basis of Frank copula 
 

 
Figure 5 – Graphical representation of joint distribution function 

on the basis of Gumbel copula 
 

 
Figure 6 – Graphical representation of joint distribution function 

on the basis of Clayton copula 
 

 
Figure 7 – Empirical joint distribution for the selected currency 

exchange rates 
 

The results of the computations performed illustrate 
practical usefulness of the study performed.  

 
6 DISCUSSION 

The main goal of the analysis was in constructing the 
joint distributions for risk factors and further use of the 
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models for solving the risk management problems, for 
example to forecast possible loss in investment problems.  

The results of the study show that together with es-
timates of marginal distributions the computational 
experiment provided the possibility for modeling the 
joint distribution function for the processes under con-
sideration. The Fig. 2–6 show graphical illustrations of 
the joint distributions. The results will also be helpful 
for constructing decision support systems for financial 
risk forecasting and management using appropriate 
statistical data. 

The copula constructed according to the method of in-
verse function from elliptical distribution is the Student 
copula that corresponds to the multidimensional Student-
distribution. The form of the copula in its central part re-
sembles very much a normal one and becomes even more 
alike in the tail part with growing the number of degrees 
of freedom for the Student-distribution.  

The proposed approaches will be used by the authors 
of the article in further studies, as well as by other scien-
tists, which will allow obtaining more accurate results 
using minimal costs for experiments. 

 
CONCLUSIONS 

The analysis has been performed regarding the possi-
bility of the special class of copula functions application 
to formal description of multidimensional distributions in 
the problems of financial risk modeling.  

The scientific novelty of obtained results is that the 
method of constructing combined marginal distributions 
was proposed that allows for taking into consideration 
heavy tails of one-dimensional risk distributions. The 
marginal distributions are combined into joint distribu-
tions of risks via the dependency structure that is charac-
terized by copulas. On the basis of analysis the methods 
of constructing the copula families it was proposed to use 
for modeling risk several families of copulas with useful 
for risk management features. 

The practical significance of obtained results is that 
the computational experiment has been carried out with 
two generated, theoretically known tree-dimensional dis-
tributions, and one empirical three-dimensional distribu-
tion created for a formal description of selected currencies 
exchange rate. The experiment demonstrated the possibil-
ity of the method proposed for modeling multidimen-
sional distribution using appropriately combined marginal 
distributions and the dependency structure between them. 

Prospects for further research is that In the future 
studies it is planned to expand application of the copula 
families and develop the methods for estimating basic risk 
measures for a portfolio of financial instruments on the 
basis of the multidimensional distribution model pro-
posed. It is also planned to apply the method proposed for 
developing the systemic methodology for risks manage-
ment including market and credit risks. The problems 
mentioned will be solved in the frames of a specialized 
intellectual decision support system designed on the pur-
pose of automatizing risk modeling and management pro-
cedures and generating appropriate decision alternatives.  
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Різні типи ризиків притаманні практично всім видам людської діяльності. Зазвичай ризики характеризу-

ються наявністю множини факторів ризику, невизначеностями, неповнотою і низькою якістю наявних даних. Задача мате-
матичного моделювання ризиків є досить популярною, беручи до уваги можливі невизначеності і взаємодію факторів ризи-
ку. Такі моделі необхідні для розв’язання задач прогнозування втрат і прийняття належних управлінських рішень.  

Мета роботи. Метою цього дослідження є розробка методу моделювання багатовимірного ризику з використанням 
спеціальних функцій копул. Моделі пропонуються у формі багатовимірних розподілів.  

Метод. Технологія моделювання ґрунтується на використанні спеціальних властивостей копул, які дають можливість 
побудувати коректні багатовимірні розподіли для вибраних факторів ризику. У статті подано формальний опис вибраних 
копул, аналіз їх властивостей і можливостей практичного застосування у системах менеджменту ризиків. Подані приклади 
практичного застосування копул до побудови багатовимірних розподілів з використанням згенерованих і фактичних стати-
стичних даних.  

Результати. Отримані результати будуть корисними для подальших теоретичних досліджень, а також для практичного 
використання у системах менеджменту ризиків. Розподіли, побудовані за допомогою копул, створюють основу для 
розв’язання задач прогнозування можливих втрат і прийняття належних рішень стосовно менеджменту ризиків.  

Висновки. Таким чином, задача побудови багатовимірних розподілів для множини факторів ризику може бути успішно 
розв’язана завдяки використанню спеціальних функцій копул. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: багатовимірні стохастичні процеси, оцінювання ризику, спеціальні функції копули, моделювання 
багатовимірних розподілів, комбіновані маргінальні розподіли. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Различные типы рисков присущи практически всем видам человеческой деятельности. Обычно риски 
характеризуются наличием множества факторов риска, неопределенностями, неполнотой и низким качеством имеющихся 
данных. Задача математического моделирования рисков достаточно популярна, учитывая возможные неопределенности и 
взаимодействие факторов риска. Такие модели необходимы для решения задач прогнозирования потерь и принятия надле-
жащих управленческих решений. 

Цель работы. Целью данного исследования является разработка метода моделирования многомерного риска с исполь-
зованием специальных функций копул. Модели предлагаются в форме многомерных распределений. 

Метод. Технология моделирования основывается на использовании специальных свойств копул, позволяющих постро-
ить корректные многомерные распределения для выбранных факторов риска. В статье представлено формальное описание 
избранных копул, анализ их свойств и возможностей практического применения в системах менеджмента рисков. Пред-
ставлены примеры практического применения копул к построению многомерных распределений с использованием сгенери-
рованных и фактических статистических данных. 
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Результаты. Полученные результаты будут полезны для дальнейших теоретических исследований, а также для практи-
ческого использования в системах менеджмента рисков. Распределения, построенные с помощью копул, создают основу для 
решения задач прогнозирования возможных потерь и принятия надлежащих решений по менеджменту рисков. 

Выводы. Таким образом, задача построения многомерных распределений для множества факторов риска может быть 
успешно решена благодаря использованию специальных функций копул. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: многомерные стохастические процессы; оценка риска; специальные функции капусты; модели-
рование многомерных распределений; комбинированные маргинальные распределения. 
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