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АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ АЛГОРИТМОВ ПЛАНИРОВАНИЯ
ПЕРЕДАЧИ КАДРА В СЕТЯХ LTE

В статье исследованы алгоритмы планирования, которые входят в состав подсистемы обеспечения качества обслуживания в сетях
LTE. Проведены исследования эффективности алгоритмов планирования кадра по методам FIFO, SJF и RR. Сравнение проводилось по
таким параметрам, как среднее время ожидания в очереди, среднее время обработки пакета, заполнение буфера данными и количество
отброшенных пакетов.

Анализ показал, что при небольших длинах пакетов среднее временя ожидания в очереди для алгоритмов RR и FIFO приблизительно
одинаково, а алгоритм SJF по эффективности на треть превосходит алгоритмы RR и FIFO. С увеличением длин пакетов среднее время
ожидания в очереди растет быстрее для алгоритма RR, для алгоритма FIFO рост времени ожидания в очереди несколько ниже. Самый
минимальный рост времени ожидания в очереди имеет алгоритм SJF.

Получены зависимости среднего времени обработки пакетов от максимальной длины пакетов. Анализ показал, что и по этому
показателю заметный выигрыш дает алгоритм SJF.

Проведен эксперимент с ограниченным объемом буфера очереди. Анализ показал, что заполнение буфера данными для алгоритма
FIFO происходит интенсивнее, чем для алгоритма SJF. По процентному отношению отброшенных пакетов лучшие показатели имеет
алгоритм SJF. Таким образом, для дальнейшего улучшения качества и эффективности передачи данных в сетях LTE рекомендуется
алгоритм SJF, который дает выигрыш от 18% до 50%.

Ключевые слова: алгоритмы планирования кадра, сеть LTE.

НОМЕНКЛАТУРА
BE – Best Effort;
DL – нисходящее направление;
FIFO – первым пришел, первым вышел;
FDD – дуплексный разнос в частотной области;
MAC – Media Access Control;
nrtPS – Non-real-time Polling Service;
ОFDМ – мультиплексирование с ортогональным ча-

стотным разделением;
QoS – качество обслуживания;
RR – Round Robin;
rtPS – Real-time Polling Service;
SJF – Shortest-Job-First;
ТDD – дуплексный разнос во временной области;
UGS – Unsolicited Grant Service;
UL – восходящее направление;
АС – абонентская станция;
БС – базовая станция;

ПК – планировщик кадров;
СКО – среднеквадратическое отклонение;
СМО – система массового обслуживания;
τ – промежуток времени, в котором генерируется k

заявок;
 k  – число заявок;

),( τkp  – вероятность генерирования k  заявок в про-
межутке времени τ;

λ  – интенсивность потока в единицу времени;
 μ – интенсивность обслуживания;

)(tF  – функция распределения;
)(tp  – плотность распределения;

m – математическое ожидание времени между заяв-
ками;

 2σ  – дисперсия;
Pk – вероятность того, что в СМО обслуживается k

заявок;



8

РАДІОЕЛЕКТРОНІКА ТА ТЕЛЕКОМУНІКАЦІЇ

очm  – средний размер очереди;
откР  – вероятность отказа в обслуживании заявок;
km  – среднее число занятых каналов обслуживания;

Pзк – вероятность занятия всех k  каналов;
Pn+s – вероятность занятия всех k каналов и s заявок в

очереди;
oжt  – среднее время ожидания в очереди;

ito  – время ожидания i-го пакета в очереди;
0P  – вероятность того, что планировщик свободен;
nP  – вероятность того, что пакет-заявка покинет сис-

тему не обслуженной;
N – число пакетов в очереди;
obt  – среднее время обработки пакета;
obit  – время обработки i-го пакета;
sm  – средняя длина очереди;

M  – размер буфера;
n – количество каналов обслуживания.

ВВЕДЕНИЕ

При интенсивном развитии беспроводных сетей воз-
никают проблемы увеличения их производительности,
необходимость разработки алгоритмов, обеспечиваю-
щих своевременную и надежную передачу информации,
которые повысят коэффициент использования полосы
пропускания, сократят время реагирования базовой стан-
ции на запросы абонентских станций, обеспечат QoS для
различных видов трафика [1, 2].

Теоретическим исследованиям и разработке фунда-
ментальных основ передачи информации в телекомму-
никационных сетях, созданию моделей и методов управ-
ления качеством обслуживания посвящены труды вид-
ных ученых J. Chen, W. Jiao, H. Wang, Dusit Niyato, Ekram
Hossain и многих других.

Важными проблемами в области обеспечения каче-
ства обслуживания являются проблемы планирования.
В процессе обеспечения QoS необходимо планирова-
ние кадра для того, чтобы определить какой пакет будет
обслуживаться первым в конкретной очереди. На дан-
ный момент в системах связи используется алгоритм
планирования FIFO. Для дальнейшего улучшения каче-
ства и эффективности передачи данных в сетях LTE [3]
требуется исследование и выбор алгоритма планирова-
ния, который позволит сократить среднее время ожида-
ния в очереди, среднее время обработки пакета, а также
количество отброшенных пакетов, что в свою очередь
повысит пропускную способность. Таким образом, ак-
туальной является задача анализа и выбора более эф-
фективного алгоритма планирования кадра.

Объектом исследования является процесс планиро-
вания кадра в сетях LTE.

 
Вход  

             ………….. Планировщик 
кадров 

Очередь пакетов 

Выход  

Рисунок 1 – Представление планирования кадров в виде системы массового обслуживания

Предмет исследования составляют модели и методы пла-
нирования кадра в сетях LTE при распределении частотно-
временного ресурса между абонентскими станциями.

Целью данной работы является проведение анализа
и выбор более эффективного алгоритма планирования
кадра в сетях LTE.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В общем случае планирование кадров может быть

представлено, как СМО [4] (рис. 1).
Применительно к планированию частотно-времен-

ного ресурса, компоненты этой системы могут быть
интерпретированы следующим образом: заявкой явля-
ется пакет, обслуживающим ПК. Пакеты-заявки посту-
пают в очередь, при освобождении ПК один пакет выби-
рается из очереди и обслуживается в ПК [3, 4]. Под об-
служиванием в данном случае понимается помещение
пакета в очередной кадр.

Обслуживание может быть прервано по следующим
причинам:

– обработка пакета завершена;
– пакет запросил выполнение операции, требующей

ожидания какого-либо другого ресурса;
– выполнение прервано ПК.
Первые два случая с точки зрения СМО одинаковы: в

любом случае пакет обработан, помещен в кадр и пере-
дан. Если пакет не обработан, то после получения запро-
шенного ресурса пакет вновь поступит во входную оче-
редь. В случае прерывания пакета по инициативе ПК
прерванный (вытесненный) пакет поступает во входную
очередь сразу же. Порядок обслуживания входной оче-
реди, очередность выбора из нее пакетов на обслужива-
ние и составляет дисциплину или стратегию планирова-
ния. Методы теории массового обслуживания приме-
няются для аналитического моделирования процесса
планирования.

СМО делятся на системы с отказами, системы с оче-
редями (ожиданиями) и смешанного типа. Входной по-
ток (поток пакетов-заявок) – основной элемент СМО, оп-
ределяющий процессы в СМО. Наиболее общим являет-
ся простейший поток (Пуассона), обладающий
стационарностью, ординарностью и отсутствием пос-
ледействия.

Простейший поток в промежутке времени τ генери-
рует ровно k  заявок с вероятностью [4]:

λτ−λτ
=τ e

k
kp

k

!
)(),( , ...,3,2,1=k  (1)

Основные вероятностные характеристики для
СМО с пуассоновским потоком [4]:

– функция распределения: tetF λ−−= 1)( ;
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– плотность распределения: tetp λ−λ=)( ;
– математическое ожидание времени между заявка-

ми λ= /1m ;
– дисперсия 22 /1 λ=σ ;

– среднеквадратическое отклонение λ=σ= /12СКО ;
– вероятность того, что в СМО обслуживается k заявок:

k
k k

P
P ρ=

!
0 , где 

1

0
0 !

−

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ρ
= ∑

n

k

k

k
P ,  μλ=ρ / . (2)

Основные вероятностные характеристики для СМО с
экспоненциальным потоком [4]:

– плотность распределения длительностей обслужи-
вания:

tetp μ−μ=)( ; (3)

– математическое ожидание времени обслуживания:

μ= /1обm ; (4)

– средний размер очереди:

ожоч tm λ= . (5)

При n≥ρ  число заявок в очереди с течениями вре-
мени неограниченно возрастает. Обычно n<ρ .

Вероятность отказа в обслуживании заявок [4]:

1

0
0отк !!!

−

=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ρρ
=

ρ
== ∑

n

k

knn

n kn
P

n
PР . (6)

Среднее число занятых каналов обслуживания:

∑
= −

ρ
==

n

k

k

k P
k

kMm
1

0)!1(
][ . (7)

Вероятность занятия всех k  каналов [4]:

0!
P

k
P

k

зk
ρ

= , nk ≤<0 . (8)

Вероятность занятия всех k каналов и s заявок в оче-
реди:

1

1
0 )(

!

−

=

+

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
β+

ρ
= ∏

s

m

sn

sn mnP
n

P , 1≥s , 
oж

об
t
m

=β , (9)

при ∞→β  система переходит в СМО с отказами, при
0→β  – в СМО с ожиданиями.

Вероятность того, что планировщик свободен [4]:

1

0 1

1

0
)(

!!

−

=

∞

=

=
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β+

ρρ
+

ρ
= ∑ ∑

∏

n

k s
s

m

snk

mn
nk

P  . (10)

Средняя длина очереди:

)(
! 1

1

1

∞

=

=

∞

=
+ ×

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β+

ρρ
== ∑

∏
∑

s
s

m

sn

s
sns

mn

s
n

sPm

.
)(

!!

1

0 1

1

−

=

∞

=

=
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β+

ρρ
+

ρ
×

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

∑ ∑
∏

n

k s
s

m

snk

mn
nk (11)

Вероятность того, что пакет-заявка покинет систему
не обслуженной [4]:

1

0 1

1

1

1
)(

!!
)(

!

−

=

∞

=

=

∞

=

=
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β+

ρρ
+

ρ
×

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β+

ρρ
ρ
β

= ∑ ∑
∏

∑
∏

n

k s
s

m

snk

s
s

m

sn

n
mn

nk
mn

s
n

P . (12)

Для определения основных вероятностных характе-
ристик для сети LTE как СМО необходимо проведение
имитационного моделирования при известных интенсив-
ностях поступления пакетов и их обработки и определе-
ние среднего времени ожидания в очереди и среднего
времени обработки для алгоритмов планирования, ко-
торые применяются в технологии LTE. Также целью ста-
тьи является предоставление рекомендаций по выбору
алгоритма планирования. Критерием выбора является
минимальное время ожидания в очереди и минималь-
ное время обработки.

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР
Механизмы планирования MAC определяют поря-

док передачи пакетов. Каждое соединение ассоциирова-
но с одним механизмом планирования, который опре-
деляется набором параметров QoS. Определены следу-
ющие механизмы опроса для планирования передачи
пакетов:

– предоставленный грант (UGS, Unsolicited Grant
Service) предназначен для поддержки потоков реального
времени, генерирующих пакеты данных фиксированно-
го размера, таких как передача по каналу потока Е1 и
голоса поверх IP (VoIP) без подавления пауз;

– опрос в реальном времени (rtPS, Real-time Polling
Service) предназначен для поддержки потоков реального
времени, формирующих пакеты данных переменной
длины, для которых критична задержка времени достав-
ки, таких как MPEG-видео;

– опрос не в реальном времени (nrtPS, Non-real-time
Polling Service) предназначен для поддержки потоков,
требующих пакетов переменной длины, для которых не
критична задержка времени доставки, таких как широко-
полосная служба FTP;
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– опрос наилучший из возможных уровней сервиса,
или потоки негарантированной доставки (BE) предназ-
начен для эффективного обслуживания трафика best
effort, например, трафик HTTP.

В многопользовательской беспроводной системе не-
обходимо, чтобы планирование кадров распределяло
имеющиеся ресурсы передачи между пользователями
эффективно и справедливо. Были предложены разные
методы планирования кадров. Наиболее распространен-
ный способ планирования – это справедливое планиро-
вание, при котором пользователи получают сервисы в
соответствии с весами, назначенными им заранее. В [5]
представлена модель СМО алгоритма планирования для
беспроводной среды передачи. С другой стороны, спе-
циально для беспроводных систем передачи было раз-
работано гибкое планирование. В этом способе плани-
рования для улучшения пропускной способности всей
системы используются особенности многопользователь-
ского режима. В частности, в текущем временном слоте
право для передачи будет предоставлено пользователю,
имеющему наилучшее качество канала. В [6, 7] предло-
жена модель СМО для такого типа планирования. В [8]
проведен анализ СМО для различных схем разделения
ресурсов (минимаксная справедливость, пропорцио-
нальная справедливость, балансная справедливость). Для
каждой из этих схем исследованы условия стабильности.

В то время как в большинстве работ рассмотрено
только влияние беспроводного канала на производитель-
ность системы, в нескольких работах изучено влияние
распределения ресурсов на производительность очере-
дей. Например, в работе [9] влияние распределения ре-
сурсов рассмотрено в модели СМО системы когнитив-
ного радио с использованием адаптивной модуляции и
кодирования; в работе [10] проанализирована система
CDMA с адаптивной скоростью передачи. Данные ис-
следования показали, что резервирование ресурсов тран-
зитных соединений, также как и адаптация скорости пе-
редачи могут существенно влиять на производительность
очередей для мобильных пользователей.

Анализ СМО используется также для улучшения кон-
троля доступом соединений [11, 12]. В частности, для
данных параметров трафика и качества беспроводного
канала при данном способе доступа к среде передачи,
может быть получена информация о задержках в очере-
дях и потерях пакетов. Эта информация затем может быть
использована при принятии решения о приеме нового
соединения. Прием или отклонение нового соединения
зависят от того, смогут ли поддерживаться требования
QoS как для существующих соединений, так и для ново-
го соединения. В [13] предложена модель СМО для конт-
роля доступом соединений для беспроводных сетей
Bluetooth, в [14] – для сетей IEEE 802.11. В [2] рассмотре-
на модель СМО для многоантенных систем.

Следует отметить, что в известных работах отсутству-
ет анализ эффективности алгоритмов планирования и
разработка модели СМО с учетом алгоритма планиро-
вания для сети LTE.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Существует достаточно большой набор разнообраз-

ных алгоритмов планирования, которые предназначены

для достижения различных целей и эффективны для раз-
ных классов задач. Рассмотрим некоторые наиболее
употребительные алгоритмы применительно к процес-
су кратковременного планирования.

Простейшим алгоритмом планирования является ал-
горитм, который принято обозначать аббревиатурой
FIFO по первым буквам его английского названия – First
In, First Out. В таком режиме пакеты, находящиеся в со-
стоянии готовность, выстроены в очередь. Когда пакет
переходит в состояние готовность, он помещается в ко-
нец этой очереди. Выбор нового пакета для исполнения
осуществляется из начала очереди.

Такой алгоритм выбора пакетов осуществляет невы-
тесняющее планирование. Пакет, получивший в свое
распоряжение процессор, занимает его до завершения
процесса обработки. После этого для обработки выби-
рается новый пакет из начала очереди. Преимуществом
алгоритма FIFO является легкость его реализации, но в
то же время он имеет и много недостатков.

Для алгоритма FIFO среднее время ожидания в оче-
реди определяется из выражения

∑=
N

oio t
N

t
1

1 . (13)

Среднее время обработки пакета

∑=
N

obiob t
N

t
1

1
. (14)

Модификацией алгоритма FIFO является алгоритм,
получивший название Round Robin (RR). По сути дела,
это тот же самый алгоритм, только реализованный в ре-
жиме вытесняющего планирования. Можно представить
себе все множество готовых пакетов организованным
циклически – пакеты сидят на карусели. Карусель вра-
щается так, что каждый пакет находится около процессо-
ра небольшой фиксированный квант времени. Пока па-
кет находится рядом с процессором, он получает про-
цессор в свое распоряжение и может исполняться.

Реализуется такой алгоритм так же, как и предыду-
щий, с помощью организации пакетов, находящихся в
состоянии готовность, в очередь FIFO. Планировщик
выбирает для очередного исполнения пакет, расположен-
ный в начале очереди, и устанавливает таймер для гене-
рации прерывания по истечении определенного кванта
времени. При выполнении процесса обработки пакета
возможны два варианта:

1) время непрерывного использования процессора,
необходимое процессу обработки пакета (остаток теку-
щего CPU burst), меньше или равно продолжительности
кванта времени. Тогда пакет по своей воле освобождает
процессор до истечения кванта времени, на исполнение
поступает новый пакет из начала очереди и таймер на-
чинает отсчет кванта заново;

2) продолжительность остатка текущего CPU burst
пакета больше, чем квант времени. Тогда по истечении
этого кванта процесс обработки пакета прерывается тай-
мером и помещается в конец очереди пакетов, готовых к
исполнению, а процессор выделяется для использова-
ния пакету, находящемуся в ее начале.
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Алгоритм «кратчайшая работа первой» или SJF. Алгоритм
краткосрочного планирования может быть как вытесняющим,
так и невытесняющим. При невытесняющем SJF – планирова-
нии процессор предоставляется избранному пакету на все не-
обходимое ему время. При вытесняющем SJF – планировании
учитывается появление новых пакетов в очереди готовых к
исполнению во время работы выбранного пакета. Если CPU
burst нового пакета меньше, чем остаток CPU burst у исполня-
ющегося, то обрабатываемый пакет вытесняется новым.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
С помощью имитационного моделирования проведен ма-

шинный эксперимент, который состоял в следующем. На вход
буфера очереди подавались пакеты. Число пакетов в очереди
N =15000. Длины пакетов генерировались случайным обра-
зом от 1 до 40 бит. Используемый вид модуляции 64QAM. В
связи с тем, что слот длительностью 0,5 мс состоит из 7 симво-
лов, а каждый символ состоит из 6 бит, время обработки 1 бита
составляет 21019,1 −⋅=t  с. Размер буфера M  очереди в дан-
ном случае был неограничен.

Также был проведен эксперимент с ограниченным объе-
мом буфера очереди 700000=M  байт. Эксперимент состо-
ял в следующем. На вход буфера очереди подавались пакеты.
Длины пакетов генерировались случайным образом от 16 до
64 бит. Количество пакетов в очереди изменялась от =N 1 до

=N 15000.
5 РЕЗУЛЬТАТЫ
В результате эксперимента получены зависимости средне-

го времени ожидания в очереди (13) от максимальной длины
пакетов (рис. 2) для алгоритма планирования RR – верхняя
кривая, для алгоритма FIFO – средняя кривая, и для алгорит-
ма SJF – нижняя кривая.

Также получены зависимости среднего времени обработки
пакетов (14) от максимальной длины пакетов (рис. 3) для алго-
ритма планирования RR – верхняя кривая, для алгоритма FIFO
– средняя кривая, и для алгоритма SJF – нижняя кривая.

Получена зависимость заполнения буфера данными от раз-
мера очереди (рис. 4) для алгоритма FIFO и для алгоритма SJF.

Так же получена зависимость процента отброшенных па-
кетов от количества поступивших пакетов в очередь N  для
алгоритма FIFO – верхняя кривая и алгоритма SJF – нижняя
кривая (рис. 5).

Рисунок 2 – Зависимость среднего времени ожидания в
очереди от максимальной длины пакетов
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Рисунок 3 – Зависимость среднего времени обработки пакетов
от  максимальной длины пакетов
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Рисунок 4 – Зависимость заполнения буфера данными от
размера очереди
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Рисунок 5 – Зависимость отброшенных пакетов от количества
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6 ОБСУЖДЕНИЕ
Из графиков (рис. 2) видно, что при небольших дли-

нах пакетов от 1 до 10 бит среднее временя ожидания в
очереди для алгоритмов RR и FIFO приблизительно оди-
наково. В этом диапазоне изменения длин пакетов алго-
ритм SJF по эффективности на треть превосходит алго-
ритмы RR и FIFO. С увеличением длин пакетов среднее
время ожидания в очереди растет быстрее для алгорит-
ма RR, для алгоритма FIFO рост времени ожидания в
очереди несколько ниже. Самый минимальный рост вре-
мени ожидания в очереди имеет алгоритм SJF. Так при
длине пакетов 30 бит выигрыш алгоритма FIFO относи-
тельно RR составляет 18%, а алгоритма SJF относитель-
но RR составляет 45%. При длине пакетов 60 бит выиг-
рыш алгоритма FIFO относительно RR составляет 27%, а
алгоритма SJF относительно RR составляет 50%.

Судя по полученным зависимостям (рис. 3), можно
сделать вывод о том, что и по этому показателю замет-
ный выигрыш дает алгоритм SJF. Относительно RR этот
выигрыш составляет 48%. Относительно FIFO – 32%.

Из графиков (рис. 4) видно, что заполнение буфера дан-
ными для алгоритма FIFO происходит интенсивнее, чем
для алгоритма SJF. Так, для алгоритма FIFO буфер полнос-
тью заполнен при размере очереди, равной 5109,6 ⋅ , а для
алгоритма SJF при размере очереди равной, 5105,8 ⋅  бит..
Остальные пакеты в данном случае были отброшены. Та-
ким образом, при использовании алгоритма SJF появляет-
ся возможность обработать на 5106,1 ⋅  бит больше. Из по-
лученных зависимостей можно сделать вывод о том, что
при интенсивном поступлении пакетов в очередь, и, следо-
вательно, при увеличении размера очереди оба алгоритма
отбрасывают пакеты, но количество отброшенных бит ал-
горитмом SJF на 18,8% меньше, чем алгоритмом FIFO.

Из полученных зависимостей (рис. 5) можно сделать
вывод о том, что по процентному отношению отбро-
шенных пакетов лучшие показатели имеет алгоритм SJF.

Таким образом, для дальнейшего улучшения каче-
ства и эффективности передачи данных в сетях LTE реко-
мендуется алгоритм SJF.

ВЫВОДЫ
1. Исследованы алгоритмы планирования, которые вхо-

дят в состав подсистемы обеспечения качества обслужива-
ния в сетях LTE. Проведены исследования эффективности
алгоритмов планирования кадра по методу FIFO, SJF и RR.

2. Анализ показал, что при небольших длинах пакетов
от 1 до 10 бит среднее временя ожидания в очереди для
алгоритмов RR и FIFO приблизительно одинаково. В этом
диапазоне изменения длин пакетов алгоритм SJF по эф-
фективности на треть превосходит алгоритмы RR и FIFO.
С увеличением длин пакетов среднее время ожидания в
очереди растет быстрее для алгоритма RR, для алгорит-
ма FIFO рост времени ожидания в очереди несколько
ниже. Самый минимальный рост времени ожидания в
очереди имеет алгоритм SJF. Так, при длине пакетов
30 бит выигрыш алгоритма FIFO относительно RR со-
ставляет 18%, а алгоритма SJF относительно RR состав-
ляет 45%. При длине пакетов 60 бит выигрыш алгоритма
FIFO относительно RR составляет 27%, а алгоритма SJF
относительно RR составляет 50%.

3. Получены зависимости среднего времени обра-
ботки пакетов от максимальной длины пакетов. Анализ
показал, что и по этому показателю заметный выигрыш
дает алгоритм SJF. Относительно RR этот выигрыш со-
ставляет 48%. Относительно FIFO – 32%.

4. Проведен эксперимент с ограниченным объемом
буфера очереди 700000=M  байт. Получена зависи-
мость заполнения буфера данными от размера очереди
для алгоритма FIFO и для алгоритма SJF. Анализ пока-
зал, что заполнение буфера данными для алгоритма FIFO
происходит интенсивнее, чем для алгоритма SJF. Так для
алгоритма FIFO буфер полностью заполнен при разме-
ре очереди равной 5109,6 ⋅ , а для алгоритма SJF при раз-
мере очереди равной 5105,8 ⋅  бит. Остальные пакеты в
данном случае были отброшены. Таким образом, при
использовании алгоритма SJF появляется возможность

обработать на 5106,1 ⋅  бит больше. Из проведенного ана-
лиза следует, что при интенсивном поступлении пакетов
в очередь, и, следовательно, при увеличении размера
очереди оба алгоритма отбрасывают пакеты, но количе-
ство отброшенных бит алгоритмом SJF на 18,8% мень-
ше, чем алгоритмом FIFO.

5. Получена зависимость процента отброшенных па-
кетов от количества поступивших пакетов в очередь N для
алгоритма FIFO и алгоритма SJF. Анализ показал, что по
процентному отношению отброшенных пакетов лучшие
показатели имеет алгоритм SJF. Таким образом, для даль-
нейшего улучшения качества и эффективности передачи
данных в сетях LTE рекомендуется алгоритм SJF.
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АНАЛІЗ ЕФЕКТИВНОСТІ АЛГОРИТМІВ ПЛАНУВАННЯ ПЕРЕДАЧІ КАДРА У МЕРЕЖАХ LTE
У статті досліджено алгоритми планування, які входять до складу підсистеми забезпечення якості обслуговування в мережах LTE.

Проведено дослідження ефективності алгоритмів планування кадра за методами FIFO, SJF і RR. Порівняння проводилося за такими
параметрами, як середній час очікування в черзі, середній час обробки пакета, заповнення буфера даними і кількість відкинутих пакетів.

Аналіз показав, що при невеликих довжинах пакетів середній час очікування в черзі для алгоритмів RR і FIFO приблизно однаковий,
а алгоритм SJF по ефективності на третину перевершує алгоритми RR і FIFO. Зі збільшенням довжин пакетів середній час очікування
в черзі зростає швидше для алгоритму RR, для алгоритму FIFO зростання часу очікування в черзі дещо нижче. Найменше зростання часу
очікування в черзі має алгоритм SJF.

Отримано залежності середнього часу обробки пакетів від максимальної довжини пакетів. Аналіз показав, що і за цим показником
помітний виграш дає алгоритм SJF.

Проведено експеримент з обмеженим обсягом буфера черги. Аналіз показав, що заповнення буфера даними для алгоритму FIFO
відбувається інтенсивніше, ніж для алгоритму SJF. По процентному відношенню відкинутих пакетів кращі показники має алгоритм SJF.
Таким чином, для подальшого поліпшення якості та ефективності передачі даних в мережах LTE рекомендується алгоритм SJF, який дає
виграш від 18% до 50%.

Ключові слова: алгоритми планування кадру, мережа LTE.

Kolyadenko Y. Y.1, Alali A. M.2

1Dr. Sc., Professor, Professor of the Department of Telecommunication Systems, Kharkov National University of Radio Electronics,
Kharkov, Ukraine

2Post-Graduate student of the Department of Telecommunication Systems, Kharkov National University of Radio Electronics, Kharkov,
Ukraine

THE EFFICIENCY ANALYSIS OF THE SCHEDULING ALGORITHMS OF FRAME TRANSMISSION OVER LTE NETWORK
The article investigates the scheduling algorithms, which are part of the subsystem to ensure quality of service in networks of LTE. The

effectiveness of frame scheduling methods FIFO, SJF and RR is studied. The comparison was made by parameters such as the average waiting
time, average time of packet processing, filling the buffer data and the number of dropped packets. The analysis showed that at small packet
length is the average waiting time in the queue for algorithms RR and FIFO is approximately the same, and SJF algorithm efficiency by a third
superior than algorithms RR and FIFO. With the increase in the average length of the packet the waiting time in the queue is growing faster
for algorithm RR. The increase of waiting time in the queue for the algorithm FIFO is slightly less.  The SJF algorithm has a most minimal
growth of time waiting in queue. The dependences average processing time of the maximum length of packets from packets are founded.
Analysis showed that algorithm SJF by this indicator gives a noticeable gain. An experiment with limited buffer queue is conducted. Analysis
showed that the filling of the data buffer by FIFO algorithm is more intense than by the algorithm SJF. According to the percentage of dropped
packets the SJF algorithm has the best performance. Thus, to further improve the quality and efficiency of data transmission in LTE we
recommend the algorithm SJF, which gives a gain of 18% to 50%.

Keywords: scheduling algorithms frame, network LTE.
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ПРИНЦИПЫ РАСЧЕТА ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ
С ЧАСТИЧНО ЭЛЕКТРОДИРОВАННЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ

Решена актуальная задача определения вычислительных процедур, которые позволяют выполнить оценку параметров напряженно-
деформированного состояния и передаточных характеристик пьезоэлектрических элементов с частичным электродированием
поверхностей. Предложена последовательность вычислительных процедур, которая позволяет при расчете передаточных характеристик
учитывать полный набор физико-механических и геометрических параметров пьезоэлектрического элемента и конечное значение
выходного электрического импеданса генератора электрических сигналов. Предложена методика, которая позволяет выполнить
адекватную реальной ситуации оценку эффекта связности упругих и электрических полей в случае их произвольного распределения в
объеме колеблющегося пьезоэлектрического элемента. Сформулированный полный набор граничных задач технической электродинамики
и динамической теории упругости представляет собой математическое содержание энергосилового метода анализа физического состояния
пьезоэлектрических элементов в режиме вынужденных колебаний под действием внешнего источника электрической энергии.
Предложенная последовательность вычислительных процедур может быть рекомендована в качестве основы расчета характеристик
пьезоэлектрических элементов с частичным электродированием поверхности и микроэлектромеханических структур.

Ключевые слова: частичное электродирование поверхностей пьезоэлемента, микроэлектромеханические структуры.

НОМЕНКЛАТУРА
МЭМС – микроэлектромеханические структуры;

εχij – матрица диэлектрических проницаемостей;
βke  – матрица пьезоэлектрических модулей;

Ecβλ – матрица модулей упругости;

0U  – амплитуда электрического потенциала на элект-
родированной поверхности;

гU  – амплитудное значение электрического потенци-
ала на выходе генератора;

ω – круговая частота;
t  – время;

( )kxB∗  – амплитуда гармонически изменяющегося
во времени вектора индукции;

( )kxH∗  – амплитуда гармонически изменяющегося
во времени вектора напряженности магнитного поля;

( )kxJ∗  – амплитуда вектора поверхностной плотно-
сти тока проводимости;

0ρ  – плотность деформируемого твердого тела;
( )Πωε ,C  – динамическая электрическая емкость пье-

зокерамического элемента;
I – амплитуда электрического тока в проводниках,

которые подключаются к электродированным участкам
поверхности пьезоэлектрического элемента;

( )ωэлZ  – электрический импеданс пьезоэлектричес-
кого элемента;

εχ33 – компонент тензора диэлектрической проницае-
мости в направлении электрической поляризации;

εχ11 – компонент тензора диэлектрической проницаемости
в любом направлении на плоскости, которая перпендикулярна
направлению электрической поляризации материала диска.
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ВВЕДЕНИЕ
В 1986 г. [1] впервые на страницах научной периоди-

ки появилась аббревиатура MEMS, которая заменяла длин-
ное и долго произносимое словосочетание МЭМС. В на-
стоящее время ведущие фирмы – изготовители радио-
электронных компонентов серийно выпускают
достаточно обширный перечень элементов, в состав ко-
торых включены различные МЭМС. Это, прежде всего,
различные акселерометры, которые выпускаются много-
миллионными тиражами, резонаторы и реализованные
на их основе фильтры электрических сигналов, трансфор-
маторы и другие микроминиатюрные электромеханичес-
кие системы.

Технологии изготовления МЭМС в настоящее время
принято называть микросистемными технологиями.
МЭМС или, что то же самое, пьезоэлектрические эле-
менты, изготовленные с помощью микросистемных тех-
нологий, имеют много общего с обычными, т. е. не мик-
роскопических размеров, пьезоэлектрическими элемен-
тами, которые изготовляются из пьезокерамики. Для
реализации тех или иных функциональных возможнос-
тей в МЭМС используются поликристаллические сегне-
тоэлектрики, которые поляризуются постоянным элект-
рическим полем в заданном направлении. Обычные пье-
зоэлектрические элементы  изготавливаются из
пьезокерамики, которая изначально является поликрис-
таллическим сегнетоэлектриком, который на последнем
технологическом этапе изготовления пьезокерамическо-
го изделия поляризуется постоянным электрическим
полем заданной ориентации. Отличительной чертой
между МЭМС и обычными пьезоэлементами является
способ электродирования рабочих поверхностей. Обыч-
ные пьезоэлектрические элементы имеют, как правило,
сплошное электродирование поверхности. В некоторых
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Предположим, что на верхней ( α=3x ) и нижней

( α−=3x ) поверхностях пьезоэлектрической пластинки
имеются произвольно расположенные области 1S  и 2S ,
соответственно (рис. 1), которые покрыты тонким слоем
металла, т. е. электродированы. При этом, в общем слу-
чае K21 SSS ≠≠ , где KS  – поверхность пластинки, ог-
раниченная контуром K. На поверхность 1S  подается отт
генератора электрических сигналов электрический по-
тенциал ti

0eU ω  ( 0U  – амплитуда электрического потен-
циала на электродированной поверхности 1S ; естествен-

но, что г0 UU ≠ , 1i −= ). Символом гZ  на рис. 1 обо-
значен выходной электрический импеданс генератора
электрических сигналов.

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР
Частичное электродирование поверхности имеет сво-

им следствием то, что электрические поля в объеме сег-
нетоэлектрика становятся зависимыми от значений коор-
динат точки наблюдения за параметрами электрического
поля. Этот феномен отсутствует в обычных пьезоэлект-
рических элементах. На условии постоянства напряжен-
ности переменного, созданного внешним генератором
электрических сигналов, электрического поля в объеме

Целью данной работы являлась разработка вычисли-
тельных процедур, которые позволяют выполнить оценку
параметров напряженно-деформированного состояния
и передаточных характеристик пьезоэлектрических эле-
ментов с частичным электродированием поверхностей.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим пьезоэлектрический элемент, для опре-

деленности в форме пластинки, ограниченной произ-
вольным криволинейным контуром K (рис. 1). Пластин-
ка  располагается в  декартовой системе координат
( 321 x,x,x ) таким образом, что начало системы нахо-
дится на срединной поверхности пластинки.

Для упрощения последующих рассуждений, будем
полагать, что пластинка выполнена из поляризованной по
толщине, т. е. в направлении оси 3Ox , пьезокерамики.
Будем также полагать, что поляризация выполнена посто-
янным электрическим полем, аксиальный компонент век-
тора напряженности которого имел постоянное значение
в любой точке объема пластинки. Это позволяет утверж-
дать, что материальные константы пьезоэлектрической
пластинки (компоненты тензоров диэлектрической про-
ницаемости, пьезоэлектрических модулей и модулей уп-
ругости) не зависят от координат точки внутри объема
пластинки и задаются матрицами следующего вида:

а) матрица диэлектрических проницаемостей εχij , ко-
торые экспериментально определяются в режиме посто-
янства (равенства нулю) упругих деформаций (верхний
символ ε):

ε

ε

ε

ε

χ
χ

χ
=χ

33

22

11

ij 0
00

, (1)

где 
εεε χ≠χ=χ 332211 ;

б) матрица  пьезоэлектрических модулей βke

( 3,2,1k = ; 6,5,4,3,2,1=β – индекс Фойгта):

000eee
00e000
0e0000

e

333231

24

15

k =β , (2)

где 333231 eee ≠= ; ( ) 2eeee 31332415 −== ;
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x2
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S1

S2
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Uгe
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Zг

~

α

O

‐α

Рисунок 1 – Пьезоэлектрический элемент с частичным
электродированием поверхностей α±=3x

специальных случаях электроды разделяются (разреза-
ются) на отдельные области, которые не имеют между
собой гальванической связи. В МЭМС, как правило, ис-
пользуется частичное электродирование рабочих повер-
хностей, когда только часть поверхности поляризованно-
го сегнетоэлектрика покрывается металлической плен-
кой.  Этот способ электродирования позволяет
возбуждать в объеме МЭМС несколько типов упругих
колебаний. Манипулируя геометрическими параметра-
ми электродированных поверхностей, можно управлять
энергетикой колебательных процессов в МЭМС, т. е. со-
здавать условия, когда один тип колебательных движе-
ний будет доминировать над остальными по амплитуде
вектора упругих смещений материальных частиц.

в) матрица модулей упругости Ecβλ , которые экспе-
риментально определяются в режиме постоянства (ра-
венства нулю) напряженности электрического поля (вер-
хний символ E), ((β, λ ) = 1, … , 6 – индексы Фойгта):
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В монографии [3] доказывается, что в диапазоне час-
тот от нуля до десятков мегагерц уравнение (6) для иде-
альных диэлектриков можно записывать в следующем
виде:

( ) 0xErot k ≅∗ . (8)

Условие (8) свидетельствует о потенциальном харак-
тере переменного электрического поля в объеме пьезо-
электрического элемента. По этой причине возможно
описание этого поля с помощью скалярного потенциа-

ла ( ) ti
k ex ω∗Φ . При этом амплитудное значение ( )kxE∗

вектора напряженности переменного электрического
поля, которое создается внешним источником, т. е. гене-
ратором электрических сигналов, определяется стандар-
тным [4] образом:

( ) ( )kk xgradxE ∗∗ Φ−= . (9)

Подставляя определение (9) в соотношение (4), а по-
лученный результат – в условие (7) отсутствия свобод-
ных носителей электричества, получаем дифференци-
альное уравнение Лапласа, решение которого опреде-
ляет амплитудные значения электрического потенциала

( )kx∗Φ :

( ) ( ) ( ) 0
x

x
x

x
x

x
2
3

k
2

2
2
2

k
2

2
1

k
2

=
∂

Φ∂
ξ+

∂

Φ∂
+

∂

Φ∂ ∗∗∗
, (10)

где εε χχ=ξ 1133
2  – квадрат коэффициента анизотропии

диэлектрической проницаемости пьезоэлектрика.
Общее решение дифференциального уравнения (10)

должно удовлетворять следующим условиям на грани-
цах области существования:

( ) ( ) 1210xk Sx,xUx
3

∈∀=Φ α=
∗ ; (11)

( ) ( ) 1K21
x3

k SSx,x0
x

x

3

−∈∀=
∂

Φ∂

α=

∗
, (12)

( ) ( ) Kx0
n
x

k
k ∈∀=

∂
Φ∂ ∗

, (13)

( ) ( ) 2K21
x3

k SSx,x0
x

x

3

−∈∀=
∂

Φ∂

α−=

∗
, (14)

( ) ( ) 221xk Sx,x0x
3

∈∀=Φ α−=
∗ , (15)

где символ n∂∂  означает производную в направлении
внешней единичной нормали к боковой поверхности
пластинки, которая опирается на контур K.

Условия (11) и (15) самоочевидны. Условия (12)–(14)
носят приближенный характер [3] и выполняются тем
точнее, чем больше отличается диэлектрическая прони-

пьезоэлектрического элемента базируются методики рас-
чета напряженно-деформированного состояния пьезоэ-
лектрических пластин [2] и оболочек [3]. В случае частич-
ного электродирования поверхности пьезоэлектрическо-
го элемента эти методики не работают.

Последнее побуждает искать новые подходы к про-
цедуре расчета параметров напряженно-деформирован-
ного состояния и передаточных характеристик пьезоэ-
лектрических элементов с частичным электродировани-
ем поверхности. Ниже будет изложена общая схема
выполнения вычислительных процедур, которая, в прин-
ципе, позволяет выполнить оценку параметров напря-
женно-деформированного состояния и передаточных
характеристик пьезоэлектрических элементов с частич-
ным электродированием поверхностей. Эта схема мо-
жет быть использована в качестве теоретической осно-
вы при математическом моделировании МЭМС.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Обозначим амплитудное значение вектора напряжен-

ности переменного электрического поля символом

( )kxE∗ . Электрическую поляризацию, которая создает-
ся переменным электрическим полем в объеме пьезоэ-
лектрической пластинки, будем определять изменяю-
щимся во времени по закону tie ω  вектором электричес-
кой индукции, амплитудное значение которого
обозначим символом ( )kxD∗ . При этом между компо-
нентами векторов электрической индукции и напряжен-
ности электрического поля имеется линейное соответ-
ствие следующего вида:

( ) ( )kjkjkk xExD ∗ε∗ χ= . (4)

В соотношении (4) и во всех последующих записях
подобного типа предполагается суммирование по дваж-
ды повторяющемуся индексу. В формуле (4) таким ин-
дексом является символ j , который последовательно
принимает значения 1, 2, 3.

Характеристики переменного электрического поля в
объеме пьезоэлектрического элемента определяются
уравнениями Максвелла, которые для амплитудных зна-
чений электрической и магнитной составляющих элект-
ромагнитного поля записываются в следующем виде:

( ) ( ) ( )kkk xDixJxHrot ∗∗∗ ω+= , (5)

( ) ( )kk xBixErot ∗∗ ω−= , (6)

где ( ) ( )k0k xHxB ∗∗ μ= , мГн104 7
0

−⋅π=μ  – магнитная
проницаемость вакуума. Так как пьезокерамика является
довольно хорошим диэлектриком, можно записать, что

( ) 0xJ k =∗ . Последнее означает, что реальной пьезокера-
мике приписываются свойства идеально диэлектрика.

Вычисляя дивергенцию от левой и правой частей
уравнения Максвелла (5), получаем, в случае идеально-
го диэлектрика, следующий результат:

( ) 0xDdiv k =∗ . (7)
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цаемость пьезоэлектрика от диэлектрической проница-

емости вакуума мФ1085,8 12
0

−⋅=χ . Для пьезокера-
мики типа ЦТС диэлектрические проницаемости

0
3

ij 10 χ≥χε  и поэтому граничные условия (12)–(14) мож-
но считать практически точными. Если диэлектрическая
проницаемость поляризованного сегнетоэлектрика в
МЭМС менее 010χ , что, кстати сказать, еще не случа-
лось, то условия (12)–(14) необходимо переформулиро-
вать с учетом существования полей рассеяния.

Решение граничной задачи (10)–(15) является первой
вычислительной процедурой при выполнении расчетов
параметров напряженно-деформируемого состояния
пьезоэлектрических элементов совместимых с микро-
системными технологиями. На этом этапе фактически
определяются уровни энергии электрического поля в
любой, произвольно заданной точке объема пьезоэлек-
трического элемента. Необходимо подчеркнуть, что по-
тенциал ( )kx∗Φ  рассчитывается в предположении, что
он полностью определяется геометрическими парамет-
рами пьезоэлектрического элемента и не зависит от па-
раметров упругих и электрических полей, которые фор-
мируются в объеме колеблющегося пьезоэлемента.

После определения потенциала ( )kx∗Φ  уравнения
физического состояния колеблющегося пьезоэлектри-
ческого элемента, расчетная схема которого показана
на рис. 1, можно записать в следующем виде:

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
Φ∂
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uc , (16)
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j

i
mijm xxx

ueD , (17)

где ijσ  – амплитудное значение компонента тензора ре-
зультирующих механических напряжений; u  – ампли-
туда изменяющегося во времени по гармоническому
закону tie ω  -го компонента вектора смещения матери-
альных частиц пьезоэлектрика; ( )kxΦ≡Φ  – скалярный
потенциал внутреннего электрического поля [5], кото-
рое возникает в результате смещения ионов пьезоэлект-
рика из равновесных положений узлов кристаллической
решетки; ( )kx∗∗ Φ≡Φ   – известный скалярный потен-
циал переменного электрического поля, которое созда-
ется внешним источником (генератором). По своему
физическому содержанию уравнение физического со-
стояния (16) является обобщенным законом Гука для
упругой среды с пьезоэлектрическими эффектами, а
уравнение (17) – законом электрической поляризации
диэлектрика с пьезоэлектрическими свойствами.

Второй закон Ньютона в дифференциальной форме
или, что то же самое – уравнение движения материаль-
ной частицы упруго деформируемого твердого тела, в
общем случае записывается следующим образом:

( ) ( )
2
ki

2

0
j

kji

t
t,xu

x
t,x

∂

∂
ρ=

∂

σ∂ . (18)

Подставляя в определение (18) уравнение (16), и при-
нимая во внимание, что все физические поля в объеме
деформируемого пьезоэлектрического элемента изме-

няются во времени по гармоническому закону tie ω , по-
лучаем уравнение следующего вида:

( )k
K
ii

2
0

jk

2

kij
jk

2
E
ijk xfu

xx
e

xx
uc =ωρ+

∂∂
Φ∂

−
∂∂

∂
, (19)

где ( )
jk

2

kijk
K
i xx

exf
∂∂
Φ∂

=
∗

  – амплитудное значение i-гоо

компонента вектора объемной плотности сил Кулона,
которые создаются внешним источником (генератором)
электрического поля. Естественно, что второе слагаемое
в левой части уравнения (19) также имеет смысл i -го
компонента амплитудного значения вектора объемной
плотности сил Кулона, которые возникают в объеме де-
формируемого пьезоэлектрика внутренним электричес-
ким полем и препятствуют его деформированию элект-
рическими полями внешних источников. При малых зна-
чениях пьезоэлектрических модулей, т. е. в случае, когда

2
kij мКл1e ≤ , вторым слагаемым в уравнении можно,

в принципе, пренебречь. Но для пьезоэлектрических ке-

рамик типа ЦТС (PZT), у которых 2
kij мКл20e ≤ , сила-

ми Кулона внутреннего электрического поля пренебре-
гать нельзя. Эти силы, т. е. второе слагаемое в уравнении
(19), действуют согласно (связанно) с силами упругости
(первое слагаемое) и увеличивают эффективную жест-
кость пьезоэлектрика. В некоторых направлениях жест-
кость пьезокерамики может увеличиваться более чем
на 50%.

Условие (7) отсутствия свободных носителей электри-
чества в пьезодиэлектрике справедливо, очевидно, при
любом представлении вектора электрической индукции.
Поскольку ( ) 0xDdiv k = , то, после подстановки в это ус-
ловие уравнения (17), получаем следующий результат:
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ue1
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=
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∂

χ
+
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Φ∂
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∂
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+

∂

Φ∂
ε

. (20)

Уравнения (19), (20) представляют собой в общем слу-
чае систему из четырех дифференциальных уравнений
второго порядка в частных производных. Единственность
решения этой системы уравнений обеспечивают гранич-
ные условия. Если пьезоэлектрический элемент колеб-
лется в вакууме, т. е. не имеет механических контактов с
другими материальными объектами, то на его боковых
поверхностях вследствие выполнения третьего закона
Ньютона должны обращаться в нуль нормальные и ка-
сательные напряжения, действующие на элементарных
площадках этих поверхностей. Применительно к расчет-
ной схеме, которая показана на рис. 1, сказанное выше
записывается следующим образом:

( ) K21
xkk
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xx

e
x
uc

3

∈∀=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
Φ∂

+
∂

Φ∂
−

∂
∂

α±=

∗

,(21)
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где in  – компоненты вектора внешней единичной нор-
мали к боковой цилиндрической поверхности пьезоэле-
мента, в основании которой лежит криволинейный кон-
тур K (рис. 1).

Скалярный потенциал ( )kxΦ  внутреннего электри-
ческого поля должен удовлетворять следующим гранич-
ным условиям:

( ) ( ) 121xk Sx,x0x
3

∈∀=Φ α= , (23)

( ) ( ) 1K21
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x
x
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( ) ( ) 221xk Sx,x0x
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∈∀=Φ α−= , (27)
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Сформулированная соотношениями (19)–(29) гранич-
ная задача является наиболее полной и общей математи-
ческой формулировкой граничной задачи электроупру-
гости установившихся гармонических колебаний пьезо-
электрических элементов конечных размеров.

Не вдаваясь в пространные рассуждения, можно ут-
верждать, что точное решение этой граничной задачи осу-
ществить невозможно. Вместе с тем, вполне возможно
построить алгоритм приближенного решения граничной
задачи (19)–(29). Вычислительную процедуру, о которой
пойдет речь, можно назвать методом последовательных
приближений. При этом искомые компоненты вектора

смещения ( )kxu  и скалярного потенциала ( )kxΦ  пред-
ставляются сходящимися рядами следующего содержания:

( ) ( )( ) ( )( )∑
∞

=ν

νΔ+=
1

kk
0

k xuxuxu ,

( ) ( )( ) ( )( )∑
∞

=ν
ΔΦ+Φ=Φ
1

k
0

k
0

k xxx , (30)

где ( )kxu  и ( )kxΦ  – точные решения системы уравне-

ний (19), (20); ( )( )k
0 xu  и ( )( )k

0 xΦ  – нулевые приближе-е-

ния к точным решениям; ( )( )kxu νΔ  и ( )( )k
0 xΔΦ  – по-

правки ν-го порядка к нулевым приближениям точных

решений ( )kxu  и ( )kxΦ .

Нулевое приближение ( )( )k
0 xu  к точному значению

амплитуды -го компонента вектора смещения матери-
альных частиц пьезоэлектрического элемента находится
в результате решения следующей стационарной гранич-
ной задачи:

( )
( ) K

i
02

0
jk

02
E
ijk fu

xx
u

c =ωρ+
∂∂

∂
, (31)

( )
( ) K21

x

K
j3

k

0
E

jk3 Sx,x0
x
u

c

3

∈∀=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
σ−

∂

∂

α±=

, (32)

( )
Kx0

x
u

cn k
K
ij

k

0
E
ijki ∈∀=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
σ−

∂
∂

, (33)

где ( )kj3k
K

j3 xe ∂Φ∂=σ ∗ , ( )kkij
K
ij xe ∂Φ∂=σ ∗  – по-

верхностные плотности сил Кулона электрического поля
внешнего источника или, что то же самое, напряжения
Кулона.

Таким образом, нулевое приближение к точным зна-
чениям компонентов вектора смещения материальных
частиц пьезоэлектрика формируется решением гранич-
ной задачи (31)–(33). По физическому содержанию эта
граничная задача динамической теории упругости явля-
ется задачей о возбуждении гармонических колебаний
пьезоэлектрического элемента системой объемных ( K

if )

и поверхностных ( K
ijσ ) нагрузок. Следует подчеркнуть, что

при полном электродировании поверхностей пьезоэле-
ментов и даже в случае разрезных электродов объемная
плотность сил Кулона равна нулю и возбуждение упругих
колебаний в таких пьезоэлементах осуществляется повер-

хностными нагрузками K
ijσ .

После решения граничной задачи (31)–(33) определя-
ется нулевое приближение к точному значению скаляр-
ного потенциала внутреннего электрического поля. При
этом уравнение (20) записывается в следующем виде:

( ) ( ) ( ) ( )
εχ

ρ
−=

∂

Φ∂
ξ+

∂

Φ∂
+

∂

Φ∂

1

0
пэ

2
3

02
2

2
2

02

2
1

02

xxx
, (34)

где ( )
( )

jm

0
i

2

mij
0
пэ xx

u
e

∂∂

∂
=ρ  – нулевое приближение к точно-

му значению объемной плотности поляризационного
электрического заряда в объеме деформируемого пье-
зоэлектрика. Общее решение уравнения Пуассона (34),

т. е. функция ( )( )k
0 xΦ , должно удовлетворять граничным

условиям (23)–(29).



20

РАДІОЕЛЕКТРОНІКА ТА ТЕЛЕКОМУНІКАЦІЇ

Единственность решения системы уравнений (35)
обеспечивается граничными условиями, которые запи-
сываются следующим образом:

( )
( ) ( ) K21

x

0
j3

k

1
E

jk3 Sx,x0
x
u

c

3

∈∀=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
σ−

∂
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α±=

, (36)

( )
( ) Kx0

x
u

cn k
0

ij
k

1
E
ijki ∈∀=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
σ−

∂
Δ∂

, (37)

где ( ) ( )( )k
0

j3k
0
j3 xe ∂Φ∂=σ , ( ) ( )( )k

0
kij

0
ij xe ∂Φ∂=σ  –

нулевые приближения к точным значениям поверхност-
ных плотностей сил Кулона, которые формируются внут-
ренним электрическим полем в объеме колеблющегося
пьезоэлектрического элемента.

Следует особо подчеркнуть, что граничная задача
(35)–(37) решается по той же самой схеме, по которой
была решена граничная задача (31)–(33). Это означает,
что после построения аналитического выражения для

( )( )k
0 xu , т. е. для нулевого приближения к точному зна-

чению вектора смещения материальных частиц пьезоэ-
лектрического элемента, не нужно заново конструиро-

вать общие решения для поправки ( )( )k
1 xuΔ  первого

порядка и для поправок ( )( )kxu νΔ  всех последующих
порядков. Для получения численных значений поправок

( )( )kxu νΔ  необходимо только лишь подставлять в об-
щие решения граничной задачи (31)–(33) соответствую-
щие значения объемных и поверхностных плотностей сил
Кулона, которые формируются внутренним электричес-

ким полем в объеме колеблющегося пьезоэлектричес-
кого элемента.

Получив  первое приближение
( )( ) ( )( ) ( )( )k

1
k

0
k

1 xuxuxu Δ+=  к точному значению век-
тора смещения материальных частиц, можно выполнить

оценку поправки ( )( )k
1 xΔΦ  к точному значению ( )kxΦ

скалярного потенциала внутреннего электрического
поля. Подставляя значение

( )( ) ( )( ) ( )( )k
1

k
0

k
1 xuxuxu Δ+=  в уравнение (34) и пола-

гая при этом, что ( ) ( )( ) ( )( )k
1

k
0

k xxx ΔΦ+Φ≈Φ , полу-
чаем уравнение Пуассона для определения поправки

( )( )k
1 xΔΦ :

( ) ( ) ( ) ( )
εχ

ρΔ
−=

∂

ΔΦ∂
ξ+

∂

ΔΦ∂
+

∂

ΔΦ∂

1

1
пэ

2
3

12
2

2
2

12

2
1

12

xxx
, (38)

где ( )
( )

jm

1
i

2

mij
1
пэ xx

u
e

∂∂

Δ∂
=ρΔ  – поправка первого порядка к

нулевому приближению точного значения объемной
плотности поляризационного заряда в объеме дефор-
мируемого пьезоэлектрика. Единственность решения
уравнения (38) обеспечивается граничными условиями
(23)–(29).

Вновь, как и при определении поправки ( )( )k
1 xuΔ ,

можно сделать очевидный вывод. Для получения поправ-

ки ( )( )k
1 xΔΦ  как, очевидно, и всех последующих попра-

вок ( )( )kxνΔΦ , нет необходимости в новом решении
уравнения (38) и в последующем удовлетворении гра-
ничных условий (23)–(29). Для определения поправки

( )( )k
1 xΔΦ  необходимо и достаточно подставить в общее

решение уравнения (34) вместо объемной плотности ( )0
пэρ

величину ( )1
пэρΔ . Очевидно, что поправка ν-го порядка, т..

е. величина ( )( )kxνΔΦ , определяется общим решением
уравнения (34), в правой части которого записывается

поправка ( )( )kпэ xνρΔ .
Приближенное вычисление компонентов вектора сме-

щения и скалярного потенциала внутреннего электричес-
кого поля составляет содержание второй вычислительной
процедуры при математическом моделировании процес-
сов, которые развиваются в объеме пьезоэлектрического
элемента с частичным электродированием поверхностей.

Результаты, которые получаются после выполнения
первой и второй вычислительных процедур, т. е. расчет-
ные формулы для потенциала ( )kx∗Φ  электрическогоо
поля, созданного в объеме пьезоэлектрического элемен-
та генератором электрических сигналов, для скалярного
потенциала ( )kxΦ   внутреннего электрического поля и
вектора смещения ( )kxu  материальных частиц, линей-

После определения нулевого приближения ( )( )k
0 xΦ

выполняется расчет поправки )1(uΔ . Для этого в уравне-
ние (19) подставляются значения

( ) ( )( ) ( )( )k
0

k
0

k xuxuxu Δ+≈  и ( ) ( )( )k
0

k xx Φ≈Φ . Урав-
нение (19) принимает следующий вид

( )
( ) ( )0

i
12

0
jk

12
E
ijk fu

xx
u

c =Δωρ+
∂∂

Δ∂
, (35)

где )1(uΔ  и )1(
iuΔ  – поправки первого порядка к нулевым

приближениям )0(u  и )0(u i  точных значений компонен-

тов ( )kxu  и ( )ki xu  вектора смещений материальных

частиц пьезоэлектрика; ( ) ( )

jk

02

kij
0

i xx
ef

∂∂
Φ∂

=  – нулевое при-

ближение к точному значению i-го компонента вектора
объемной плотности сил Кулона, которые формируют-
ся внутренним электрическим полем в объеме дефор-
мируемого пьезоэлектрика.



           21

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2015. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2015. № 1

но зависят от электрического потенциала 0U , который
существует на электродированной поверхности 1S . Из
сказанного выше следует, что эти расчетные соотноше-
ния можно представить в следующем виде:

( ) ( )ΠΦ=Φ ∗∗ ,x~Ux k0k , ( ) ( )ΠωΦ=Φ ,,x~Ux k0k , (39)

( ) ( )Πω= ,,xu~
c
eUxu kE

33

33
0k , (40)

где ( )ΠΦ∗ ,x~
k , ( )ΠωΦ ,,x~

k  и ( )Πω,,xu~ k  – безразмер-
ные функции координат точки наблюдения и набора
физико-механических и геометрических (символ Π  в
списке аргументов) параметров пьезоэлектрического
элемента; конструкция правой части выражения (40)
обусловлена размерностью входящих в неe величин.

Поскольку потенциал г0 UU ≠ , т. е. потенциал 0U
фактически является неопределенной величиной, по-
стольку третья и последняя вычислительная процедура
имеет своей целью определение амплитудного значения
потенциала на электродированной поверхности пьезоэ-
лектрического элемента.

Очевидно, что влияние пьезоэлектрического элемента
на амплитуду электрического тока в проводнике, который
соединяет его с генератором электрических сигналов, мож-
но описать с помощью электрического импеданса ( )ωэлZ
пьезоэлектрического элемента. Электрический импеданс

( )ωэлZ  должен удовлетворять основным положениям и
определениям теоретической электротехники и, стало быть,
закону Ома для участка электрической цепи, т. е.

( )
I

U
Z 0
эл =ω , (41)

где I – амплитуда электрического тока в проводниках, кото-
рые подключаются к электродированным участкам повер-
хности пьезоэлектрического элемента (рис. 1). Сила тока,
или амплитудное значение I, прямо пропорциональна ско-
рости изменения во времени электрического заряда Q на
электродированной поверхности пьезоэлектрического эле-
мента. При гармоническом изменении во времени по за-
кону tie ω  амплитуда I определяется следующим образом:м:

21 QiQiI ω−=ω−= , (42)
где 1Q  и 2Q  – амплитудные значения электрических заря-
дов на поверхностях 1S  и 2S  (рис. 1).

Амплитудное значение электрического заряда 1Q
определяется следующим образом:
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+ ( )Π,ωCUdS ε
01 = . (43)

Таким образом, ( )Πωω−= ε ,CUiI 0  и электрический
импеданс пьезоэлектрического элемента

( )
( )Πωω

−=ω
ε ,Ci
1Zэл . (44)

Из схемы подключения генератора электрических
сигналов (рис. 1) следует, что

( )
( ) ( )Πωω−

=
ω+

ω
=

ε ,CZi1
U

ZZ
ZU

U
г

г

элг

элг
0 ,  (45)

где ( )Πωε ,C  определена двойным интегралом в фор-
муле (43).

Вычисление электрического потенциала 0U  является
содержанием третьей вычислительной процедуры при
математическом моделировании пьезоэлектрических эле-
ментов с частичным электродированием поверхностей.

После выполнения третьей и последней вычислитель-
ной процедуры можно записать выражение для расчета
смещений материальных частиц пьезоэлектрического
элемента в следующем, окончательном, виде:

( )
( )[ ] ( )Πω

Πωω−
= ε ,,xu~

,CZi1c
Uexu k
г

E
33

г33
k . (46)

Выражение (46) является математической моделью
динамического напряженно-деформированного состо-
яния пьезоэлектрического элемента с частичным элект-
родированием поверхности и является ключевым соот-
ношением для количественных оценок передаточных
характеристик пьезоэлемента при любых вариантах его
функционального использования. Частотно-зависимая
функция ( )Πωε ,C  является теоретической основой для
построения эквивалентных электрических схем в том
смысле, в котором они были предложены в 1925–1928 гг.
Вальтером Г. Кэди радиоинженерам, которые занима-
лись расчетом и проектированием высокочастотных ге-
нераторов электрических сигналов с кварцевым резона-
тором в цепи стабилизации частоты генерации [6].

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Рассмотрим первую вычислительную процедуру,

т. е. расчет пространственного распределения в объеме
пьезоэлектрического элемента переменного электричес-
кого поля. Решение этой задачи позволяет выполнить
оценку количества энергии, которая потребляется пье-
зоэлектрическим элементом от внешнего источника, т.
е. от генератора электрических сигналов. Эта процедура
является первым этапом энергосилового метода [7–10]
анализа физического состояния пьезоэлектрических эле-
ментов в режиме вынужденных колебаний под действи-
ем внешнего источника электрической энергии.

Рассмотрим диск (рис. 2) из поляризованной по тол-
щине пьезоэлектрической керамики типа ЦТС (PZT). Элек-
трод на верхней ( α=z ) поверхности пьезокерамическо-
го диска (позиция 1 на рис. 2) имеет форму круга радиуса

0R  с центром на оси Oz  цилиндрической системы коор-
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, (53)

( )( ) [ ]R,R00, 02 ∈ρ∀=ρΦ∗ , (54)

( )( ) [ ]α∈∀=
ρ∂

ρΦ∂

=ρ

∗

,0z0
z,

R

2 . (55)

Условия (49), (53) и (55) являются приближенными [3]
и выполняются тем точнее, чем больше диэлектричес-
кие проницаемости εχ33 и εχ11 отличаются от диэлектри-

ческой проницаемости вакуума мФ1085,8 12
0

−⋅=χ .
Поскольку диэлектрические проницаемости εχ33 и εχ11 бо-
лее чем на три порядка превосходят диэлектрическую
проницаемость окружающей пьезокерамический диск
среды, постольку эти граничные условия можно рас-
сматривать как практически точные. Условия (50)–(52)
имеют смысл условий сшивания решений уравнения (47)
на границе 0R=ρ  внутренней и внешней областей.

Решение уравнения (47) как во внешней, так и во внут-
ренней областях, будем искать по стандартной техноло-
гии разделения переменных [11], т. е. будем полагать, что

( )( ) ( )( ) ( )( )zZRz, kk
k ρ=ρΦ∗ , 2,1k = , (56)

где ( )( )ρkR  и ( )( )zZ k    функции, зависящие только от ра-
диальной и аксиальной координаты, соответственно.

Подставляя предполагаемый вид решения (56) в урав-
нение (47), получаем возможность записать его в следу-
ющем виде:

( )( )
( ) ( )

( )( )
( )

2

k2

k

2

2

k2k

k z
)z(Z

zZ
)(R)(R1

R
1

∂

∂ξ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ρ∂

ρ∂
+

ρ∂
ρ∂

ρρ
. (57)

Равенство (57) может выполняться при произвольных
значениях переменных ρ и z только в одном случае, когдада
его левая и правая части не зависят от ρ и z, соответствен-
но, и обе равны одной и той же константе, которая называ-
ется константой разделения [11]. Выбор константы разделе-
ния в значительной мере предопределяется физическим
содержанием решаемой задачи. Обозначим, для удобства
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α
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ρ
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Рисунок 2 – Пьезоэлектрический диск с частичным электроди-
рованием поверхностей

Исследуем характер распределения переменного
электрического поля в объеме пьезокерамического дис-
ка в предположении, что внешний радиус 0R  верхнего
электрода совпадает с внутренним радиусом нижнего.

Итак, переменное электрическое поле в объеме пье-
зоэлектрического диска определяется с помощью ска-
лярного потенциала ( ) tiez,, ω∗ ϕρΦ . При соосном рас-
положении верхнего и нижнего электродов амплитуд-
ное значение скалярного потенциала зависит только
лишь от радиальной ρ и аксиальной z  координаты ци-
линдрической системы координат. Говоря иными слова-
ми, показанная на рис. 2 электродная структура создает
в объеме диска из поляризованной по толщине пьезоке-
рамики осесимметричное переменное электрическое
поле, скалярный потенциал которого определяется урав-
нением Лапласа следующего вида:

( ) ( ) 0
z

z,z,1
2

2
2 =

∂

ρΦ∂
ξ+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ρ∂
ρΦ∂

ρ
ρ∂

∂
ρ

∗∗
, (47)

где εε χχ=ξ 1133
2  – квадрат коэффициента анизотропии

диэлектрической проницаемости поляризованной кера-
мики.

Для упрощения последующих вычислений разобьем
объем пьезокерамического диска на две области. Пер-
вую область ( 0R0 ≤ρ≤ ; α≤≤ z0 ) будем называтьть
внутренней и электрический потенциал в еe пределах

будем обозначать символом ( )( )z,1 ρΦ∗ . Кольцевую об-
ласть ( RR0 ≤ρ≤ ; α≤≤ z0 ) будем называть внешней
областью или второй областью, а электрический потен-
циал в пределах этой области будем обозначать симво-

лом ( )( )z,2 ρΦ∗ .
На внешних и внутренних поверхностях внутренней и

внешней областей потенциалы ( )( )z,1 ρΦ∗  и ( )( )z,2 ρΦ∗  дол-
жны удовлетворять следующим граничным условиям:

( )( ) [ ]001 R,0U, ∈ρ∀=αρΦ∗ , (48)

динат. На этот электрод подается гармонически изменяю-
щийся во времени по закону tie ω  ( 1i −= ) электричес-с-
кий потенциал ( ) ti

0eUtU ω= . Электрод на нижней ( 0z = )
поверхности диска (позиция 2 на рис. 2) выполнен в фор-
ме кольца с центром на оси Oz. Кольцевой электрод за-
землен, т. е. его потенциал всегда равен нулю.

( )( ) [ ]0

0z

1 R,00
z

z,
∈ρ∀=

∂

ρΦ∂

=

∗

, (49)

( )( ) ( )( ) [ ]α∈∀=Φ−Φ ∗∗ ,0z0z,Rz,R 0201 , (50)
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( )( )
( )( ) 2

2

k2

k

2

z
zZ

zZ
β=

∂

∂ξ
− . (59)

Обилие граничных условий (см. соотношения (48)–
(55)) требует соответствующего набора констант в об-
щих решениях ( )( )z,k ρΦ∗ . Обеспечить соответствующее
количество констант можно следующим образом.

Рассмотрим внутреннюю область ( 1k = ).
Если в уравнениях (58) и (59) определить параметр β

как действительное число 1β , то получаем следующее
выражение для скалярного потенциала:

( )( ) )],zsin(B)zcos(A)[(Iz, 11111011 λ+λρβ=ρΦ∗ (60)

где ( )ρβ10I  – модифицированная функция Бесселя нуле-
вого порядка; 1A  и 1B  – константы; ξβ=λ 11 ; 1β  – под-д-
лежащее определению действительное число.

Предположим теперь, что параметр β является мни-
мым числом 2iβ , т. е. 2

2
2 β−=β . Тогда из уравнений (58)

и (59) получаем следующее выражение для расчета ска-
лярного потенциала внутренней области дискового пье-
зоэлемента:

( )( ) ( ) [ ])z(shB)z(chA,Jz, 22222012 λ+λρβ=ρΦ∗ , (61)

где ( )ρβ20J  – функция Бесселя нулевого порядка; 2A  и

2B  – константы; ξβ=λ 22 ; 2β  – подлежащее опреде-де-
лению число. Очевидно, что суперпозиция общих реше-
ний ( )( )z,11 ρΦ∗  и ( )( )z,12 ρΦ∗  также является общим ре-
шением уравнения (47), т. е.

( )( ) ( )( ) ( )( )z,z,z, 12111 ρΦ+ρΦ=ρΦ ∗∗∗ . (62)

Из граничного условия (49) следует, что

( ) ( ) [ ].R,00BJBI 022021101 ∈ρ∀=ρβλ+ρβλ . (63)

Если положить константы 0BB 21 == , то равенствоо
(63) и, соответственно, граничное условие (49), будут
выполняться автоматически.

Поскольку числа 1β  и 2β  могут назначаться по произ-
волу расчетчика, постольку их определим так, чтобы
выполнялись следующие условия:

( ) 0cos 1 =αλ , (64)

( ) 0RJ 020 =β . (65)

Из условий (64) и (65) следует, что

( )ξ+
α
π

=β=β n21
2n1 , ...,2,1,0n = , (66)

последующих записей константу разделения символом 2β .
При этом из уравнения (57) следуют два обыкновенных
дифференциальных уравнения следующего вида:

( )( )
( )( ) ( )( ) 2

2

k2k
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡

ρ∂

ρ∂
+

ρ∂
ρ∂

ρρ , (58)

0m2 Rq=β , ...,3,2,1m = , (67)

где mq  – m-й корень уравнения ( ) 0xJ0 = . Первые пять
корней этого уравнения имеют следующие числовые зна-
чения: 404826,2q1 = , 520078,5q2 = , 653728,8q3 = ,

791534,11q4 =  и 930918,14q5 = . Легко заметить, чтоо
π≈− −1mm qq , при этом приближенное равенство вы-

полняется тем точнее, чем больше m номер корня.
Так как собственные числа kβ  и kλ  ( 2,1k = ) образу-

ют бесконечные множества, то им должны соответство-
вать бесконечные множества констант n1A  и m2A . При
этом выражение для расчета скалярного потенциала

( )( )z,1 ρΦ ∗  принимает следующий вид:

( )( ) ( ) )n21(
2

zcosIAz,
0n
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0m2 λ⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛ ρ
+ ∑

∞

=
, (68)

где ( )0mm Rq ξ=λ .
При α=z  должно выполняться граничное условие

(49). Подставляя α=z  в расчетную формулу (68), полу-
чаем

( ) 0
1m

m
0

m
0m2 Uch

R
qJA =αλ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ρ∑
∞

=
. (69)

Функции Бесселя ( )0m0 RqJ ρ  на  интервале

0R0 ≤ρ≤  образуют систему ортогональных функций,
т. е. существует интеграл [12] следующего вида:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠∀
=∫ p,m)/2,(qJR

p;m0,
)dρρ/R(q)Jρ/R(qρJ

m
2
1

2
0

0p00m

R

0
0

0

 (70)

где ( )m1 qJ   – функция Бесселя первого порядка. Исполь-
зуя свойство ортогональности (70), из уравнения (69)
получаем следующие значения коэффициентов m2A :

( )mm20m2 qA~UA = , (71)

где безразмерный множитель ( )mm2 qA~  определяется
следующим выражением:

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ξ

α
=

0

m
m1m

mm2

R
qchqJq

2qA~ . (72)

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
В таблице 1 приведены результаты расчетов безраз-

мерных весовых множителей ( )mm2 qA~  для первых двад-

цати корней уравнения ( ) 0xJ0 = . При выполнении вы-

числений коэффициент анизотропии εε χχ=ξ 1133  ди-
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электрической проницаемости поляризованной пьезо-
керамики принят равным единице, т. е. принято, что

11133 =χχ εε . В действительности для пьезокерамики типа

ЦТС-19 коэффициент 99,097,0 ÷=ξ . В третьей колон-
ке табл. 1 приведены значения весового коэффициента

( )[ ]m1m
0

m2 qJq1A~ = , которые не зависят от геометричес-

кого параметра 0Rα . Безразмерный весовой множи-

тель ( )mm2 qA~  рассчитывался при различных значениях

параметра 0Rα , что указано в заголовках соответству-
ющих колонок табл. 1.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Предложена схема решения задачи для случая, когда

расположенные на торцевых поверхностях диска элект-
роды имеют форму соосно расположенных круга и коль-
ца, причем наружный радиус кольца равен радиусу ди-
электрического диска, а радиус круга совпадает с внут-
ренним радиусом кольца.

Предложенная схема решения задачи использует ме-
тод последовательных приближений, что позволяет по-
лучить аналитические выражения для расчета коэффи-
циентов в математическом описании потенциала элект-
рического поля в объеме диска  с анизотропной
диэлектрической проницаемостью.

ВЫВОДЫ
В работе решена актуальная задача определения вычис-

лительных процедур, которые позволяют выполнить оценку
параметров напряженно-деформированного состояния и
передаточных характеристик пьезоэлектрических элементов
с частичным электродированием поверхностей.

Научная новизна результатов, полученных в статье, со-
стоит в том, что впервые предлагается последовательность
вычислительных процедур, которая позволяет при расчете
передаточных характеристик учитывать полный набор
физико-механических и геометрических параметров пье-
зоэлектрического элемента и конечное значение выходно-
го электрического импеданса генератора электрических

сигналов, а также впервые предлагается методика, которая
позволяет выполнить адекватную реальной ситуации оцен-
ку эффекта связности упругих и электрических полей в слу-
чае их произвольного распределения в объеме колеблю-
щегося пьезоэлектрического элемента. Сформулирован-
ный полный набор граничных задач технической
электродинамики и динамической теории упругости пред-
ставляет собой математическое содержание энергосило-
вого метода анализа физического состояния пьезоэлектри-
ческих элементов в режиме вынужденных колебаний под
действием внешнего источника электрической энергии.

Практическая значимость полученных результатов
заключается в том, что предложенная последователь-
ность вычислительных процедур может быть рекомен-
дована в качестве основы расчета характеристик пьезоэ-
лектрических элементов с частичным электродировани-
ем поверхности и микроэлектромеханических структур.

Перспективы дальнейших исследований состоят в
определении процедуры расчета амплитудного значе-
ния потенциала на поверхности дискового пьезоэлект-
рического элемента с частичным электродированием.
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ПРИНЦИПИ РОЗРАХУНКУ  П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ  ЕЛЕМЕНТІВ  З ЧАСТКОВО ЕЛЕКТРОДОВАНИМИ
ПОВЕРХНЯМИ

Вирішена актуальна задача визначення обчислювальних процедур, які дозволяють виконати оцінку параметрів напружено-дефор-
мованого стану та передаточних характеристик п’єзоелектричних елементів з частковим електродуванням поверхонь. Запропонована
послідовність обчислювальних процедур, яка дозволяє при розрахунку передаточних характеристик враховувати повний набір фізико-
механічних і геометричних параметрів п’єзоелектричного елемента і кінцеве значення вихідного електричного імпедансу генератора
електричних сигналів. Запропоновано методику, яка дозволяє виконати адекватну реальній ситуації оцінку ефекту зв’язності пружних
і електричних полів у разі їх довільного розподілу в об’ємі п’єзоелектричного елемента, який здійснює коливання. Сформульований
повний набір граничних задач технічної електродинаміки та динамічної теорії пружності являє собою математичний зміст енергоси-
лового методу аналізу фізичного стану п’єзоелектричних елементів в режимі вимушених коливань під дією зовнішнього джерела
електричної енергії. Запропонована послідовність обчислювальних процедур може бути рекомендована в якості основи розрахунку
характеристик п’єзоелектричних елементів з частковим електродуванням поверхні і мікроелектромеханічних структур.
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PRINCIPLES OF CALCULATION OF THE PIEZOELECTRIC ELEMENTS WITH SURFACES PARTIAL ELECTRODES

COVERING
The sequence of computational procedures, which allows when calculating transfer characteristics to use the full range of physical,

mechanical and geometrical parameters of the piezoelectric element and the final value of the output electric impedance of the electrical
signals generator, is proposed. The method, which allows you to perform the real situation adequate assessment of the connectivity effect of
elastic and electric fields in the case of their arbitrary distribution in the volume of vibrating piezoelectric element, is proposed. The formulated
complete set of boundary problems of technical electrodynamics and elasticity dynamic theory is the mathematical content of the energy-
power method of the piezoelectric elements physical state analysis in the regime of forced oscillations under the influence of the electrical
energy external source. The proposed sequence of computational procedures can be recommended as a theoretical basis for characteristics
calculating of the piezoelectric elements with partial surfaces covering by electrodes and microelectromechanical structures.

Keywords: piezoelectric element surfaces partial electrodes covering, microelectromechanical structures.
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОПУЛЯЦИЙ ОСЕТРОВЫХ
КАСПИЯ С ДВУМЯ ВИДАМИ ВОЗНИКНОВЕНИЯ АПЕРИОДИЧЕСКИХ

КОЛЕБАНИЙ
В статье предложена оригинальная компьютерная модель жизненного цикла популяции осетровых рыб Каспийского моря,

включенных в «Красную книгу» с 2010 г. В модели реализована событийно-стадийная вычислительная структура, которая включает
непрерывные и дискретные составляющие времени. Особенности динамики модели рассмотрены на основе численного решения
конечной последовательности задач Коши для системы дифференциальных уравнений убыли численности особей поколений. Получена
интересующая ихтиологов функциональная зависимость, которая имеет два локальных экстремума. Установлены возможность
притяжения траектории к двум аттракторам и появление переходного апериодического режима. После бифуркации исчезновения
двух нетривиальных стационарных точек возникает интервальный аттрактор. Для данного типа аттрактора по классификации
Гукенхеймера наблюдается явление граничного кризиса, что для популяций осетровых рыб интерпретируется как угрожающее их
существованию событие.

Ключевые слова: компьютерная модель биологических процессов, гибридная система, переходный хаос, бифуркация,
вычислительный эксперимент.

НОМЕНКЛАТУРА
a – параметр репродуктивного потенциала;
b – показатель действия лимитирующих факторов;
g – параметр объема доступных кормовых ресурсов;
l – поправка в ограничении скорости развития не свя-

занной с плотностью;
N(t) – текущая численность поколения;
K – критическая биомасса нерестового запаса;
R – пополнение популяции данного сезона;
S – нерестующий запас рыб;
U(S) – функционал действия эффекта Олии;
с  – определяет степень выраженности эффекта Олли;
w – параметр скорости размерного развития молоди;

Dw  – уровень развития, достижение которого меняет
действие факторов смертности;

α  – коэффициент зависящей от плотности компенса-
ционной смертности;

β – коэффициент независимой от плотности убыли
численности поколения;

ε – окрестность превышения пороговых значений;
λ – средняя плодовитость популяции;

τ – длительность первой критической стадии разви-
тия организма рыб.

ВВЕДЕНИЕ
Компьютерные методы моделирования биологичес-

ких процессов развиваются в рамках нескольких отдель-
ных междисциплинарных направлений. Изначально пред-
ложения по формализации популяционной динамики
заключались в разработке систем дифференциальных
уравнений с различного вида правыми частями, отра-
жающими некоторые теоретические предположения о
характере взаимодействия биомассы конкурирующих
видов. В дальнейшем из-за потребности в быстром про-
ведении расчетов популярность получили дискретные и
матричные способы представления.

Интересы рационального планирования масштабной
эксплуатации биоресурсов требовали актуального подхо-
да, несвязанного с проблемами аналитического исследо-
вания решений дифференциальных уравнений, но соот-
ветствующего появившимся вычислительным мощностям.
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В задачах моделирования сообществ гидробионтов в
1970-х гг. развивались алгоритмические методы, осно-
ванные на исследовании дискретных вычислительных
структур с применением ЭВМ. Отечественной школой
предложено значительное число разнообразных дискрет-
ных моделей для промысловой ихтиологии: В. В. Мен-
шуткина, А. Б. Казанского, В. В. Суханова. Развитием
подхода стало создание в Ленинградском институте ин-
форматики АН СССР в 1989 г. высокоуровнего языка ал-
горитмических сетей, предназначенного для описания
процесса непрограммирующим пользователем без ма-
тематической подготовки в виде ориентированного
«функционального» графа операторов.

Возможности модельного описания и прогнозиро-
вания популяционных процессов столкнулись с фунда-
ментальными проблемами теории универсальности по-
ведения нелинейных систем [1]. Дискретно-матричные
популяционные модели, ориентированные на вычисли-
тельные методы исследования, обладают нетривиальны-
ми возможностями изменениями поведения с хаотичес-
кими и циклическими режимами.

В статье на основе представлений об экологических осо-
бенностях воспроизводства анадромных рыб предлагается
новая вычислительная модель динамики численности, об-
ладающая свойством взаимной трансформации двух раз-
ных видов апериодического поведения траектории из
свойств границы области притяжения аттракторов.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В основе моделей эксплуатируемых популяций рыб

лежит формализация баланса воспроизводства и смерт-
ности от различных факторов. Естественная убыль на
ранних этапах жизни у крупных анадромных рыб очень
велика и ее изменения критически сказываются на бла-
гополучии популяции. Опыт наблюдений показал, что
среднее пополнение R от величины родительского запа-
са S редко удовлетворительно описывается линейным
или кусочно-линейным соотношением:  ( ) ,R f S aS= =
S K<   ( ) cos ,f S X t S K= = > .

Пополнением будем считать численность поколения
от одного нереста, дожившего до установленного момен-
та. Для разных видов рыб этот момент может определять-
ся достижением промысловых размеров, прохождением
периода смолтификации при адаптации к морскому пе-
риоду жизни или окончанием полового созревания.

В ихтиологии возникло направление исследований,
объясняющее закономерности изменения эффективно-
сти воспроизводства. Целью предыдущих исследований
являлось на основе данных наблюдений определение за-
висимости для прогнозирования скорости восполнения
промысловых запасов [2]. Обобщенная задача представ-
ляется противоречивой, т.к. очевидны различия эколо-
гических особенностей нереста разных рыб и дискуссия
о ее роли при накладывающемся влиянии абиотических
факторов имеет долгую историю [3].

Целью данной работы является усовершенствование
математических методов исследования процесса воспол-
нения биоресурсов на основе применения современ-
ных способов организации гибридной вычислительной
структуры моделей.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Концепция моделей воспроизводства заключается в

описании лимитирующих факторов ν (S), действующих
на нерестилищах при повышенной плотности запаса с
репродуктивным потенциалом a: / (S)R aS v= . У. Рике-

ром предложена экспоненциальная форма ( ) ,bSv S = e
где b показатель действия лимитирующих факторов.
Дж. Шепард обосновал применение зависимости по ана-
логии с логистической моделью: ( ) 1 ( / )bv S S K= + , где
учтена критическая биомасса запаса K. Анализ моделей
проводится в  виде функциональных итераций

1 ( )n nx f x+ = . Для траектории итераций функции Рикера
при возрастании a характерно изменение поведения от
устойчивого равновесия *R  к хаосу через каскад Фей-
генбаума [4]. Аналогично бифуркации удвоения перио-
да цикла наблюдаются для модели Шепарда. Нами пока-
зано ранее, что бифуркационные параметры в двух мо-
делях имеют противоположный смысл, что влечет
проблему интерпретации результатов моделирования [5].

Аттрактор, возникающий в результате накопления кас-
када бифуркаций удвоения, является аналогом канторов-
ского множества (замкнутого множества, не содержаще-
го как внутренних, так и изолированных точек). Структур-
но хаотический аттрактор представляет собой результат
объединения всe уменьшающихся субинтервалов, кото-
рые составляют точки отрезка за исключением несчетно-
го числа неустойчивых точек всех периодов 2n и их про-
образов. Анализ образования и свойств канторовских
множеств является отдельной задачей при исследовании
нелинейных дискретных моделей. Теория универсально-
сти изменения поведения отображений, удовлетворяю-
щих критериям теоремы Д. Синжера [6] (SU-отображе-
ния), описана достаточно подробно многими авторами,
например в книге [7].

Выявление свойства хаотичности важно для оценки
адекватности биологических моделей. Обычно для опре-
деления хаотичности используется свойство чувствитель-
ной зависимости от начальных условий, но на основе ра-
боты [8] можно ввести критерий хаотичности отображе-
ния отрезка :f I I→  на основе топологической
транзитивности: для всех открытых подмножеств

,  U V U⊆ ≠ ∅  и ,  0,Y V Y n⊆ ≠ ∅ ∃ ≥  если выполняется
( ) ,nf U Y∩ ≠ ∅  то поведение хаотично.
Помимо хаотизации и соответственно эффекта экс-

поненциального разбегания близких траекторий в ото-
бражениях возможны другие нелинейные эффекты, свя-
занные с окнами периодичности. Отметим, что нелиней-
ные эффекты в  динамике делают проблематичной
сущностную интерпретацию поведения дискретных по-
пуляционных моделей, в особенности не относящихся к
SU-семейству.

Сведения о воспроизводстве севрюги на Нижней Волге
[9] показали, что наблюдается выраженная неунимодаль-
ная зависимость с двумя высокими диапазонами эффек-
тивности воспроизводства, между которыми существу-
ет промежуток численности запаса, при котором для
популяции характерна низкая способность к восстанов-
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лению. С биологической точки зрения можно обосно-
вать предположение, что характер зависимости является
следствием различия факторов смертности на разных
этапах развития молоди осетровых рыб Каспийского
моря, размножающихся в бассейне Нижней Волги.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Физиологи выделяют стадии развития молоди по мере

формирования органов и характера передвижения. Мож-
но предположить, что изменения происходят по мере
размерного развития за счет питания особей, скорость
которого представим в уравнении обратно пропорцио-
нальной плотности:

, 1
( )k

dw g k
dt N t l

= <
+

. (1)

В уравнение (1) включены параметры, ограничиваю-
щие скорость развития из-за фиксированого начального
объема доступных кормовых ресурсов и поправочный
коэффициент для замедления скорости развития не свя-
занного с плотностью особей. Важнейшие изменения, как
переход на активное питание и начало самостоятельной
миграции можно считать событиями в динамике поколе-
ния, что позволит выделить стадии: 1 2 3, , .D D D  Таким об-
разом, имеются основания для применения гибридной
структуры модели, со структурой, изменяемой при дос-
тижении некоторых выделяемых предикатами событий.

Предложение по формализации процесса формиро-
вания пополнения заключается в описании убыли началь-
ной численности поколения от вылупления из икринок
дифференциальным уравнением на промежутке време-
ни [0,T] в явном виде учитывающих разные факторы смер-
тности и еe изменение по мере развития особей:

1 2
2

2 3

( ( ) ( ) ) ( ),
( ( ) / ( ) ) ( ), , ( )

( ) ( ) , ( ) ,
D

D

w t N t U N t t
dN N w N t t w t w
dt

w t N t w t w

⎧− α + β < τ
⎪⎪= − α τ τ + β > τ <⎨
⎪

−α <⎪⎩

 (2)

В модель (2) включены сразу два коэффициента: смер-
тности, зависящей от плотности, и нейтральной убыли.
Длительность первой стадии с эндогенным питанием (для
севрюги в среднем составляет 8 суток). Введен услов-
ный уровень развития, при достижении которого меня-
ется действие факторов смертности, что интерпретиру-
ется экологией обитания молоди при начале самостоя-
тельной миграции. Логично предположить, что отрезок
времени в раннем онтогенезе  рыб, в котором в наибо-
лее сильно проявляются действия факторов смертнос-
ти – так называемый «интервал уязвимости», не являет-
ся постоянным и может растягиваться до некоторого
максимального значения при замедлении скорости раз-
мерного развития.

От абстрактного «репродуктивного потенциала» ра-
зумно перейти к естественному показателю средней пло-
довитости, оцениваемой по данным мониторинга, т. к. у
осетровых нет половых хромосом, и дифференциация
происходит эпигамно. Начальные условия для уравне-
ний (1) и (2): 0(0) ,  (0) .w w N S= = λ

По данным о воспроизводстве волжской севрюги
выявлено действие отрицательного эффекта группы (из-
вестного в литературе как «Allee effect»), когда при низ-
кой плотности уменьшается вероятность встреч на не-
рестилищах, что сильно сокращает продуктивность не-
реста. Потому в правую часть (2) для стадии D1 вводится
функция ( )U S , которая быстро стремится к единице:

( ) [2,1),E U =  т.к. эффект не может проявляться при исто-
рически оптимальной для промысловой популяции чис-
ленности запаса:

2( ) 1 exp( ),U S cS= + −  1с < , (3)

где единственный параметр определяет степень выра-
женности данного эффекта. Дифференциальное урав-
нение (1), второе уравнение в виде набора правых час-
тей (2) с функционалом (3) позволят формировать не-
прерывно-дискретную вычислительную структуру.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Предложенная модель рассчитана на применение со-

временных вычислительных средств, включающих биб-
лиотеки производительных численных методов с пере-
менным шагом интегрирования. Тестировать пригод-
ность численных методов для задачи работы с
гибридным временем можно по появлению так называ-
емого «эффекта Зенона», когда некорректный алгоритм
останавливает время, и система будет бесконечно при-
ближаться к точке перехода, подобно Ахиллесу, пытаю-
щемуся догнать черепаху из известной апории гречес-
кого философа.

Особенность дискретно-событийном подхода состав-
ляют переходы, которые происходят между состояния-
ми моделируемой системы согласно графу всех возмож-
ных состояний. В применяемом методе на основе тай-
мированного гибридного автомата  переключение
реализуется между режимами изменения состояния.
Режимам изменения сопоставлен набор форм правой
части системы уравнений из (2), алгоритм контроля пре-
дикатов определяет выбор решаемой в данный момент
задачи Коши с инициализацией новых начальных усло-
вий. Промежуток интервала уязвимости разделен на
последовательность кадров гибридного модельного вре-
мени. Алгоритмическое представление модели реали-
зуется на основе автомата с таймированными и преди-
кативными переходами. Множество решений задач Коши
для допустимых S +∈  определит интересующую нас
зависимость, называемую в работах ихтиологов «кри-
вой воспроизводства» популяции.

Исследование подобных гибридных моделей можно
осуществлять в инструментальной вычислительной сре-
де AnyLogic5 (к сожалению, разработчики отказались от
развития данного направления в последующих версиях
системы) и разрабатываемой в Санкт-Петербурге среде
MvStudium, в новой версии получившей название Rand
Model Designer. Программный код выполняемой моде-
ли в Rand Model Designer генерируется на основе вход-
ного языка записи математической модели и визуаль-
ных диаграмм для описания структуры и качественных
изменений поведения моделируемой системы и авто-
матически компилируется, что обуславливает высокую

;

;

.
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производительность при проведении управляемых вы-
числительных экспериментов. Входной паскалеобразный
алгоритмический язык среды позволяет формировать
модель процесса из алгебраических или дифференци-
альных уравнений и набора предикатов. Особенно цен-
на для автора возможность выполнять параметрическую
оптимизацию моделей с использованием встроенных
алгоритмов.

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
В вычислительной среде получена неунимодальная

«волнообразная» зависимость ( )R S= ϕ запаса и попол-
нения, о причинах наблюдения которой для крупных рыб
писал Рикер в [10]. Зависимость (рис. 1) без учета дей-
ствия промысловой смертности характеризуется четырь-
мя нетривиальными стационарными точками *, 1...4,iR i =
пересечениями кривой с биссектрисой координатного
угла .R S=

График второй итерации 2( ( )) ( )S Sϕ ϕ ≡ ϕ  показалл
устойчивость четвертой точки наряду с устойчивостью

0R = .  Для дискретной динамической системы
1 ( )n nR R+ = ϕ  возможны качественно различные вариан-

ты поведения в зависимости от вычисленного значения
функции в двух точках локальных экстремумов

* *
1 3min ( ),max ( ),R R R R Rϕ ϕ < < . Наибольший практи-

ческий интерес представляет выполнение условий су-
ществование малой окрестности ε превышения порого-

вых значений: * *
max 3 min 1( ) , ( ) .R R R Rϕ ± ε > ϕ ± ε <  При

выполнении условий в вычислительных экспериментах
фиксируется образование в фазовом пространстве
объекта, относящегося к разновидности непритягиваю-
щих хаотических множеств.

Если для динамической системы существует два атт-
рактора, то при исследовании необходимо определить
границу их областей притяжения. В простейшем случае
границей является неустойчивая «репеллерная» точка.
В рассматриваемом случае границу составляет все мно-
жество прообразов неустойчивых точек *

iR . Обе области

притяжения в локальном диапазоне * *
1 3[ , ]R R  представля-

ются несвязным объединением малых интервалов.
В подобных моделях с возникновением нелинейных

эффектов возрастает роль точности применяемых вы-
численных алгоритмов при компьютерном исследова-

нии. Современные библиотеки инструментальных
средств предоставляют большой выбор методов для экс-
периментов, но необходимо рационально выбирать под-
ходящий, т. к. результаты могут отличаться при самых
незначительных погрешностях из-за фундаментальных
свойств фрактальных объектов. Хорошую применимость
показала в частности реализация в библиотеке среды Rand
Model Designer численного метода Дормана-Принса
четвертого порядка, адаптированного для гибридных
систем. В подобных задачах приоритет необходимо от-
давать точности над скоростью вычислений, потому ис-
следование фрактальных структур в фазовом простран-
стве и построение бифуркационных диаграмм требует
значительных временных затрат.

Нами исследовался случай образования канторовской
структуры границы, которая представляет собой всюду
разрывное множество точек, приводит к появлению дли-
тельного переходного хаотического режима, реализую-
щегося до момента *

0 3( )z R Rϕ >  (или *
0 1( )z R Rϕ < ), его до-

стижение означает стремительное развитие редкого явле-
ния для рыб, неожиданной «вспышки» численности
(рис. 2) популяции. Число итераций z пребывания траек-
тории в переходном апериодическом режиме чувстви-
тельно зависит от начальных условий [11] и соответствен-
но от точности вычислений.

При рассмотрении в модели увеличения промысло-
вой смертности изменяется конфигурация стационар-
ных точек. Для динамической системы возможна обрат-
ная касательная бифуркация: слияние * *

3 4,R R  с исчезно-
вением стационарной точки, при сохранении оставшихся

а б

Рисунок 1 – График зависимосты ( )Rϕ  с четырьмя стационар-
ными точками

Рисунок 2 – Выход из режима переходного хаоса: а – временная диаграмма, б – фазовая диаграмма
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* *
1 2,R R . В таком случае возможны два варианта, опреде-

ленные смещающемся значением 1 min( )Rϕ  в точке ми-
нимума измененной зависимости (рис. 3). При выпол-

нении условия *
1 min 1( )R Rϕ >  траектории притягивают-

ся к интервальному аттрактору, неустойчивая точка *
1R

служит границей с областью притяжения тривиального
равновесия (рис. 4). Тогда после обратной касательной
бифуркации траектория моментально переходит к ус-
тойчивому апериодическому режиму, что соответству-
ет колебаниям в диапазоне низкой численности популя-
ции без возможности восстановления. Подобная ситуа-
ция из-за последствий длительного перелова наблюдается
сейчас с осетровыми рыбами Каспийского моря, где
промысел не был остановлен своевременно.

В момент достижения *
1 min 1( )R Rϕ <  происходит гра-

ничный кризис интервального аттрактора [12]. При подоб-
ном кризисе аттрактор соприкасается с границей, теряет
свойство инвариантности при сохранении локально-несвяз-
ной структуры у вновь появившегося непритягивающего
хаотического множества типа «хаотическое седло» по клас-
сификации Гребоджи [13]. Единственным аттрактором ос-
тается тривиальное равновесие, что описывает неминуе-
мую деградацию популяции после короткого переходного
апериодического режима флуктуаций.

При исследовании модели установлена возможность
трансформации двух различных хаотических режимов
при касательной бифуркации, переходного и устойчи-
вого, связанного с интервальным аттрактором. Данная
трансформация интерпретируется как последствие уси-
ления промыслового давления и влечет длительное пре-
бывание популяции в неблагоприятном для промысла

Рисунок 3 – График зависимости ( )Rϕ  после обратной
касательной бифуркации

a б
Рисунок 4 – Притяжение к интервальному аттрактору: а – временная диаграмма, б – фазовая диаграмма

состоянии. В динамической системе мы наблюдаем дос-
таточно необычное поведение, связанное с тем, что
обычно в таких моделях имеют дело с двумя топологи-
ческими типами аттракторов: устойчивым циклом или
канторовским множеством не содержащим ни внутрен-
них, ни изолированных точек и окруженным бесконеч-
ным количеством неустойчивых циклических точек. В
классификации Дж. Гукенхеймер выделил три типа атт-
ракторов функциональных итераций, и третий тип пред-
ставляет объединение малых интервалов, обладающих
топологической транзитивностью [14].

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Разработанная модель формирования поколений по-

пуляций обладает рядом дополнительных возможностей
по сравнению с известными аналогами. В частности, свой-
ства непрерывно-дискретной динамической системы по-
зволят описывать зафиксированные в ряде случаев [15]
для промысловых популяций горбуши тихоокеанского
побережья Канады изменения, связанные с существова-
нием двух уровней численности популяции: низкого и
высокой. При низкой численности популяция испытыва-
ет резкие флуктуации, но существует перспектива вос-
становления высокой численности при прекращении про-
мысла. Лососевые и осетровые виды существенно отли-
чаются длительностью жизненного цикла, однако имеют
сходные экологические условия воспроизводства, что
позволяет проводить сравнение данных промысловой
статистики и устанавливать аналогичные ситуации, кото-
рые могут описать разработанные модели.

Однакo, нелинейные детерминированные модели с
возникновением апериодической динамики имеют ка-
кое-либо ограничение прогностических возможностей,
именуемое в популярной литературе «эффект бабоч-
ки». В разработанной модели данный эффект проявля-
ется иначе, чем в классической системе уравнений
Э. Лоренца. В режиме переходного хаоса мы не можем
предсказать, к какому из альтернативных аттракторов в
результате устремится траектория и данное свойство
определяется как неопределенность относительно асим-
птотического состояния динамической системы.

Предложенная модель отличается существенной
сложностью и требует специальных способов примене-
ния. Интегрировать систему (3) в состав агрегированного
полимодельного комплекса многовидового управления
биоресурсами проблематично, но у неe имеются другие
возможности. Основная идея практического применения
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разработанных систем непрерывно-дискретных уравнений
состоит в организации набора вычислительных модельных
сценариев для анализа эффективности эксплуатации вод-
ных биоресурсов с учетом экспериментальных результа-
тов теории этапности развития рыб [16] разных видов.

Условием применения подхода является представление
стратегии природопользования, вырабатываемой эксперта-
ми согласно некоторым внутренним правилам, применяе-
мой для достижения приоритетной цели. Формирование
сценариев на основе моделей теории восполнения запасов
даст возможность рассматривать не просто динамику от-
дельной популяции, но оценить концептуальные стратегии
управления с точки зрения возрастания экологических рис-
ков. В сценариях перспективно определить способы выделе-
ния факторов-предвестников для регулярно отмечаемого
последние годы явления резкого снижения численности по-
пуляции по всем возрастным группам (так называемого «кол-
лапса» промысловых запасов). Своевременное уменьшение
доли изъятия и предосторожный подход оказывается эконо-
мически эффективнее стратегии максимизации вылова, так
как большие потери приносит всей экономике региона вы-
нужденно вводимый мораторий на промысел в случае под-
рыва способности биоресурсов к самовосстановлению.

ВЫВОДЫ
В статье рассмотрена популяционная модель, позво-

ляющая оценивать эффективность формирования про-
мысловых запасов рыб и учитывающая изменения вы-
живаемости молоди поколения в раннем онтогенезе осет-
ровых видов.

Научная новизна полученных результатов состоит в
том, что впервые предложена непрерывно-событийная
вычислительная структура модели репродуктивного
процесса, алгоритмически реализованная на основе гиб-
ридного автомата, где условия изменения режима изме-
нения состояния определяются на основе вычисления
уровня размерного развития.

Практическая ценность полученных результатов зак-
лючается в том, что получена традиционно используе-
мая в промысловой ихтиологии функциональная зави-
симость запаса и пополнения отражающая действие из-
вестного в экологии эффекта Олли [17], известного так
же как эффект агрегированной группы. Задача модели-
рования явления оказалась важной не только для дина-
мики млекопитающих и крупных рыб, но и для ситуации
инвазии насекомых вредителей [18]. Проявление данно-
го эффекта для промысловой популяции может выра-
зиться в резком сокращении эффективности воспроиз-
водства при чрезмерной эксплуатации и, как следствие,
стремительной деградации биоресурсов, неожиданной
для определяющих допустимый уровень изъятия специ-
алистов. Подобный сценарий реализовался с популяци-
ями каспийский осетровых рыб в конце 1980-х гг. на фоне
организованного искусственного выпуска молоди, ожи-
даемая эффективность которого оказалась завышенной,
как и планировавшиеся объемы оптимального вылова.

БЛАГОДАРНОСТИ
Автор благодарен разработчикам среды Rand Model

Designer за возможность научного использования про-
граммного обеспечения. Исследования выполнены в рам-
ках проекта Российского фонда фундаментальных иссле-

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.  Vul Е. B. Feigenbaum universality and the thermodynamic

formalism Sinai / Е. B. Vul, K. M. Khanin // Russian Mathematical
Surveys. – 1984. – Vol. 39, № 3. – P. 1–40. DOI: 10.1070/
RM1984v039n03ABEH003162

2.  Touzeau S. On the stock-recruitment relationships in fish
population models / S. Touzeau, J.-L. Gouz // Environmental
modeling and Assessment. – 1998. – №3. – P. 87–93.

3.  Mikkelsen N. How can the stock recruitment relationship of the
Barents Sea capelin (Mallotus villosus) be improved by
incorporating biotic and abiotic factors / N. Mikkelsen, T. Pedersen
// Polar Research. – 2004. –№ 1. – P. 19–26.

4.  Feigenbaum M. J. Universal behavior in nonlinear systems /
M. J. Feigenbaum // Physica D. – 1983. – Vol. 7, № 1–3. – P. 16–
39. DOI: 10.1016/0167-2789(83)90112-4

5.   Perevaryukha A. Yu. Cyclic and unstable chaotic dynamics in
models of two populations of sturgeon fish / A. Yu. Perevaryukha
// Numerical Analysis and Applications. – 2012. – Vol. 5, № 3. –
Р. 254–264. DOI: 10.1134/S199542391203007X

6.  Singer D. Stable orbits and bifurcations of the maps on the interval /
D. Singer // SIAM journal of applied math. – 1978. – Vol. 35. –
P. 260–268. DOI: 10.1137/0135020

7.   Guckenheimer J. Nonlinear oscillations, dynamical systems and
bifurcation of vector fields / J. Guckenheimer, P. Holmes. – Springer-
Verlag, 1983. – 453 p. DOI: 10.1007/978-1-4612-1140-2

8.   Vellekoop М. On intervals, transitivity = chaos / М. Vellekoop,
R. Berglund // The American Mathematical Monthly. – 1994. –
Vol. 101, № 4. – P. 353–355. DOI: 10.2307/2975629

9.   Veshchev P. V. Efficiency of natural reproduction of sturgeons in
the Lower Volga under current conditions / P.V. Veshchev,
G. I. Guteneva, R. S. Mukhanova // Russian Journal of Ecology. –
2012.  – Т. 43, № 2. –  P. 142–147. DOI: 10.1134/
S1067413612020154

10. Ricker W. E. Stock and recruitment / W. E. Ricker // Journal
Fisheries research board of Canada. – 1954. – Vol. 11, № 5. –
P. 559–623. DOI: 10.1139/f54-039

11.  Paar V. Sensitive dependence of lifetimes of chaotic transient on
numerical accuracy for a model with dry friction and frequency
dependent driving amplitude / V. Paar, N. Pavin // Modern Physics
Letters B. – 1996. – Vol. 10, № 4. – P.153–159. DOI: 10.1142/
S0217984996000183

12.  Grebogi C. Chaotic attractors in crisis / C. Grebogi, E. Ott,
J. A. Yorke // Physical Review Letters. – 1982. – Vol. 48, № 22. –
P. 1507–1510. DOI: http://dx.doi.org/10.1103/
PhysRevLett.48.1507

13. Grebogi C. Chaos, strange attractors and fractal basin boundaries in
nonlinear dynamics / C. Grebogi, E. Ott, J. A. Yorke // Science. –
1987. – Vol. 238, № 4827. – P. 632-638. DOI: 10.1126/
science.238.4827.632

14. Bruin H. Topological conditions for the existence of absorbing
cantor sets  / H. Bruin // Transactions of the American
mathematical society. – 1998. – Vol. 350, № 6. – P. 2229–2263.
DOI: 0002-9947(98)02109-6

15. Minto C. Survival variability and population density in fish
populations / C. Minto, R. A. Myers, W. Blanchard // Nature. –
2008. – Vol. 452. – P. 344–348. DOI: 10.1038/nature06605

16. Еремеева Е. Ф. Теория этапности развития и еe значение в
рыбоводстве / Е. Ф. Еремеева, А. И. Смирнов // Теоретичес-
кие основы рыбоводства. – М. : Наука, 1965. – С. 129–138.

дований «Разработка методов вычислительного модели-
рования динамики подвергавшихся чрезмерному про-
мысловому изъятию популяций рыб и оценки эффектив-
ности мер по их искусственному восстановлению на ос-
нове событийно-управляемых модельных сценариев»
(грант Российского фонда фундаментальных исследова-
ний № 15-07-01230, руководитель – проф. В. В. Михайлов).



32

МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

17. Gascoigne J. C. Allee effects in marine systems / J. C. Gascoigne,
R. N. Lipcius // Marine Ecology Progress Series. – 2004. – Vol.
269. – P. 49–59. DOI: 10.3354/meps269049

Переварюха А. Ю.
Канд. техн. наук, старший науковий співробітник Санкт-Петербурзького інституту інформатики і автоматизації РАН,

Санкт-Петербург, Росія
КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОПУЛЯЦІЇ ОСЕТРОВИХ КАСПІЙСЬКОГО МОРЯ З ДВОМА ТИПАМИ ВИНИК-

НЕННЯ АПЕРІОДИЧНИХ КОЛИВАНЬ
У статті запропонована оригінальна комп’ютерна модель життєвого циклу популяції осетрових риб Каспійського моря, що з 2010

р. внесені до «Червоної книги». У моделі реалізовано подійно-стадійну обчислювальну структуру, яка містить безперервні і дискретні
складові часу. Особливості динаміки нової моделі розглянуті на основі чисельного розв’язку кінцевої послідовності задач Коші для
системи рівнянь, яка описує убуток чисельності особин поколінь. Отримана функціональна залежність, яка становить інтерес для
іхтіологів та має два локальних екстремуми. Встановлена можливість тяжіння траєкторії до двох аттракторів і виникнення перехідного
аперіодичного режиму. Після біфуркації зникнення двох нетривіальних стаціонарних точок виникає інтервальний аттрактор. Для
даного типу аттрактора за класифікацією Гукенхеймера спостерігається явище граничної кризи, що для популяцій осетрових риб
інтерпретується як подія, що загрожує їхньому подальшому існуванню.

Ключові слова: комп’ютерна модель біологічних процесів, гібридна система, перехідний хаос, біфуркація, обчислювальний
експеримент.
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COMPUTER MODELING OF STURGEON POPULATION OF THE CASPIAN SEA WITH TWO TYPES OF APERIODIC

OSCILLATIONS
The article suggests the original computer model of the life cycle of sturgeon populations of the Caspian Sea, currently included in the «Red

Book» since 2010. In our model was implemented event-stage computing structure that includes continuous and discrete components of the
time. Features of the dynamics of the new model considered by us on the basis of the numerical solution of a finite sequence of the Cauchy
problem for the system of equations describing the subsided of number of individuals in generations. As a result, we obtained the functional
dependence, which be of interest to ichthyologists and which has two local extrema. The possibility of attraction of the trajectory to the two
attractors and the appearance an aperiodic transition regime is established. After the bifurcation of the disappearance of two nontrivial
stationary points arises an interval attractor. For this type of attractor on the Guckenheimer classification is observed the phenomenon of
boundary crisis that for the sturgeon populations is interpreted as an event that threat to their continued existence.

Keywords: computer model of biological processes, hybrid system, transient chaos, bifurcation, computational experiment.
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АНАЛІЗ ЕЛЕКТРОЕНЦЕФАЛОГРАФІЧНИХ СИГНАЛІВ НА ОСНОВІ
ПСЕВДО-ПЕРЕТВОРЕННЯ ВІГНЕРА-ВІЛЛА

Розглянута задача виділення електроенцефалографічних ритмів та пошуку епілептиформної активності. Об’єктом дослідження є
процес виділення електроенцефалографічних феноменів . Предметом дослідження є методи частотно-часового аналізу
електроенцефалографічних сигналів.

Мета роботи полягає у підвищенні точності діагностування психічних, психо-соматичних, невротичних та когнітивних розладів
людини. Проведено огляд процесу електроенцефалографічного дослідження та ЕЕГ артефактів. Розглянуто види ЕЕГ ритмів та
феноменів, які мають специфічні частотно-часові характеристики. Запропоновано метод виділення електроенцефалографічних
феноменів на основі аналізу екстремумів функції спектральної щільності згладженого псевдо-перетворення Вігнера-Вілла. Зроблено
порівняння запропонованого методу з віконним перетворенням Фур’є. Як критерій оцінки проаналізованих методів було обрано
частотно-часову роздільну здатність отриманих функцій спектральної щільності. Проведено обчислювальний експеримент на наборі
епох ЕЕГ сигналів, які містять високочастотні феномени. Розроблено програмне забезпечення, що автоматизує процес дослідження
ЕЕГ сигналів та візуалізацію отриманих результатів.

Результати експериментів показують переваги даного підходу у частотно-часовій роздільній здатності над віконним перетворенням
Фур’є та дозволяють рекомендувати запропонований метод до практичного застосування для відокремлення ЕЕГ ритмів та виділення
високочастотних феноменів.

Ключові слова: ЕЕГ сигнал, частотно-часовий аналіз, віконне перетворення Фур’є, перетворення Вігнера-Вілла.

НОМЕНКЛАТУРА
),(th  )(tg  – згладжуючі віконні функції;

k  – дискретна змінна часу;
l  – кількість екстремумів функції спектральної

щільності;
m – дискретна змінна частоти;
M  – кількість відліків дискретного сигналу;
N – кількість характерних ознак ритмів та феноменів;

[ ]mkP ,  – функція спектральної щільності дискретно-
го перетворення Вігнера-Вілла;

),( ωτP  – функція спектральної щільності неперерв-
ного перетворення Вігнера-Вілла;

),(PWVD mkP  – функція спектральної щільності диск-
ретного псевдо-перетворення Вігнера-Вілла;

),(PWVD ωτP  – функція спектральної щільності псев-
до-перетворення Вігнера-Вілла;

),(SPWVD mkP  – функція спектральної щільності дис-
кретного згладженого псевдо-перетворення Вігнера-
Вілла;

),(SPWVD ωτP  – функція спектральної щільності зглад-
женого псевдо-перетворення Вігнера-Вілла;

)(ts  – неперервний сигнал;
)(ts∗  – комплексно-спряжений сигнал;

S – багатоканальний електроенцефалографічний сигнал;
)(tS E

i  – епоха електроенцефалографічного сигналу;
w – віконна функція;
x – дискретний сигнал;

kX  – пряме дискретне перетворення Фур’є;
kmX ,  – віконне перетворення Фур’є;

fΔ  – частотна роздільна здатність перетворення
Фур’є;

tΔ   – часова роздільна здатність перетворення Фур’є;
tfΔ  – частотно-часова роздільна здатність перетво-

рення Вігнера-Вілла;
τ – неперервна змінна часу;
ω – неперервна змінна кутової частоти;
Ω  – множина характерних ознак ЕЕГ ритмів та фено-

менів;
ЕЕГ – електроенцефалографія.
ВСТУП
Електроенцефалографічне дослідження є одним з

сучасних методів функціональної діагностики нервової
системи людини. Воно використовується для діагносту-
вання психічних, невротичних, когнітивних розладів та є
одним з головних методів при діагностиці епілепсії.

Аналіз ЕЕГ сигналу – це комплексний процес. Його
можна розділити на первинну обробку, пошук та лока-
лізацію й аналіз та класифікацію феноменів. Процес пер-
винної обробки включає в себе видалення шуму; усу-
нення, якщо це можливо, або локалізацію та видалення з
аналізу артефактів ЕЕГ сигналу, відокремлення та аналіз
ЕЕГ ритмів, побудову частотно-часово-просторової кар-
тини сигналу. На наступних кроках проводиться пошук
відомих феноменів та унікальних особливостей сигналу.
Далі отримані феномени аналізуються та класифікують-
ся згідно обраної математичної моделі сигналу ЕЕГ.

Метою роботи є дослідження методів відокремлення
електроенцефалографічних ритмів та виділення високо-
частотних феноменів.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Електроенцефалографічне дослідження є важливим

етапом медичного обстеження пацієнтів з цілим спект-
ром психічних та психологічних захворювань, тому швид-
ка постановка достовірного діагнозу є необхідною умо-
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вою вибору напрямку лікування. Аналіз ЕЕГ сигналів є
складним процесом через нелінійну нестаціонарну при-
роду самого сигналу та велику кількість факторів, які
впливають на нього під час проведення процедури елек-
троенцефалографічного дослідження. Тому цей процес
поділяється на декілька етапів. Одним з таких етапів є
аналіз електроенцефалографічних ритмів та феноменів.

Нехай дано S , який можна представити як множину
сигналів { } ];[,16,...2,1,)( max0 tttitSS i ∈== .

Позначимо через )(tS E
i  епоху сигналу )(tSi  як дея-

кий його часовий проміжок на інтервалі ],[ maxmin
EE ttt ∈ .

Для кожної епохи необхідно побудувати частотно-часо-
ве подання на основі перетворення kmX , , ),(PWVD mkP
та ),(SPWVD mkP . Виконати пошук екстремумів функції

спектральної щільності: 0),(SPWVD =
τ

ωτ
d

dP
. Необхідно

зіставити отримані значення частот 1,...,0, −=ω lii  з ха-
рактерними ознаками ЕЕГ ритмів  та феноменів

{ },min ,max[ , ], 1,...,j j j NΩ = ω ω = . Виконати порівняль-
ний аналіз з результатами віконного перетворення Фур’є.

2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ
Аналіз електроенцефалографічних сигналів скла-

дається з декількох етапів, одним з яких є аналіз ЕЕГ ритмів
сигналу. Поняття ритму було запропоновано на початку
розвитку електроенцефалографії для полегшення візу-
ального аналізу ЕЕГ сигналів. Так, один з засновників
ЕЕГ дослідження Ганс Бергер, який першим отримав
людську електроенцефалограму [1], описав альфа та
бета-ритми. У подальшому ЕЕГ ритми були розширені
та доповнені Г. Джаспером, В. Волтером [2] та іншими.
У сучасній електроенцефалографії ритмічний склад сиг-
налу застосовується у якості одного з критеріїв поста-
новки діагнозу при різноманітних психічних, психонев-
рологічних порушеннях.

Одним із базових інструментів частотно-часового
аналізу ЕЕГ сигналів є перетворення Фур’є. Воно вико-
ристовується для виділення електроенцефалографічних
ритмів [3], під час автоматичної обробки сигналів, детек-
туванні епілептичних приступів [4], для пошуку сонних
веретен [5].

Іншим інструментом частотно-часового аналізу сиг-
налів є перетворення Вігнера-Вілла, яке дозволяє покра-
щити пошук локальних екстремумів енергії за рахунок
кращої частотно-часової роздільної здатності [6], [7], [8].
Під час ЕЕГ аналізу перетворення Вігнера-Вілла викори-
стовується для детектування епілептичних припадків [9]
та пошуку особливостей електроенцефалографічних
сигналів [10].

3 МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ
Сигнал ЕЕГ фіксується за допомогою зовнішніх або

внутрішніх електродів, розташованих на скальпі пацієн-
та. Сучасні електроенцефалографи дозволяють реєстру-
вати від 12 до 128 каналів.

Найбільш розповсюдженою схемою розташування
електродів є міжнародна схема «10–20», вперше запро-

понована Г. Г. Джаспером [11]. Місця розташування елек-
тродів розраховуються у процентному відношенні до
кісних орієнтирі черепа. Заміряються дві основні відстані:
від перенісся до потиличного бугра, виміряна через вер-
хівку, та між слуховими проходами, яка проходить через
середину першої відстані. Ці відстані приймаються за
100%. Перші електроди встановлюють на відстані 10%
від потиличного бугра, наступні через 20% попереду
потиличних і так далі, до лобових полюсних електродів,
які розташовані на відстані 10% від перенісся. Друга
відстань розподіляється аналогічно першій: на відстані
10% догори від слухових проходів розташовують скро-
неві електроди, через 20% центральні, на середній лінії
черепу встановлюють центральні (рис. 1).

Під час ЕЕГ дослідження фіксується різниця елект-
ричних потенціалів розташованих на черепі електродів.
Сам сигнал ЕЕГ представляє собою складний нелінійний
нестаціонарний процес. Через це аналіз ЕЕГ сигналу є
непростою математичною проблемою.

Процес дослідження ЕЕГ сигналу ускладнюється на-
явністю різноманітних артефактів. Вони можуть бути
фізичними (неякісний контакт електродів, електричні та
електромагнітні завади) або фізіологічними (окулярні та
ковтальні рухи, м’язова та серцева активність, та інші).
Тому пошук цих артефактів є важливою частиною об-
робки сигналу ЕЕГ.

При частотно-часовому аналізі ЕЕГ сигналу викори-
стовується поняття ЕЕГ ритму. Кожен ритм має харак-
терний амплітудно-частотний діапазон та відповідає дея-
кому стану мозку людини. Так, альфа-ритм має частоту
8–12 Гц та амплітуду до 100 мкВ. Він максимально вира-
жений в потиличних відділах та реєструється у більшості
здорових людей. Альфа-ритм досягає максимальної ам-
плітуди у стані покою, особливо при заплющених очах.
У більшості випадків виникають модуляції, які утворю-
ють веретена тривалістю 2–8 сек. Амплітуда альфа-рит-
му зменшується при концентрації уваги, розумової ак-
тивності та занепокоєнні.

Бета-ритм має частоту 12,5–30 Гц та амплітуду до
15 мкВ. Деякі дослідники поділяють бета-ритм на декіль-
ка складових за їх частотними діапазонами. Бета-ритм
найкраще реєструється в області передніх центральних
звивин та пов’язаний з соматичними та сенсорними ме-
ханізмами, зі збільшенням концентрації уваги та вирі-
шенні конкретних задач. Мю-ритм, який має частоту 8–

Рисунок 1 – Міжнародна схема «10–20» (Bioelectromagnetism.
Principles and Applications of Bioelectric and Biomagnetic Fields

1995)
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13 Гц [12] та амплітуду до 50 мкВ, реєструється у деяких
пацієнтів у центральній та центрально-скроневій області.

Тета-ритм має частоту 4–8 Гц з амплітудою, яка пе-
ревищує 25 мкВ та може досягати 300 мкВ і більше. Тета-
ритм зростає під час сну; допускається у невеликій
кількості та з амплітудою не більше альфа-ритму у здо-
рової активної людини, що вказує на зниження рівня
функціональної активності мозку, а в інших випадках вва-
жається патологією. Тета-ритм виникає під час емоціо-
нальних розладів, зокрема розчарування. Для дельта-ак-
тивності характерна частота 0,5–3 Гц та амплітуда, яка
може перевищувати 25 мкВ. Спостерігається під час про-
будження, у фазі глибокого сну та при патологічних змінах
у роботі мозку.

Відокремлення та класифікація ритмів є важливим кро-
ком у аналізі ЕЕГ сигналу. Крім ритмів, велике значення
мають феномени – характерні особливості сигналу. Од-
ним з класів феноменів є епілептиформна активність. До
неї відносяться спайки, гострі хвилі, поліспайки, комплек-
си спайк-хвиля та гостра хвиля-повільна хвиля.

Спайк – це пароксизмальний феномен, який має за-
гострену форму та поверхньо-негативну полярність, три-
валістю до 70 мс та амплітудою значно вищою, ніж фо-
нова активність. При тривалості від 70 мс до 200 мс такий
феномен називають гострою хвилею. Спайк-хвиля – це
комплекс спайка та повільної хвилі. Ці феномени зазви-
чай відбуваються серією. При зростанні тривалості
спайк-хвиля перетворюється у феномен гостра хвиля-
повільна хвиля.

Епілептиформна активність відзначає наявність спе-
цифічних процесів у мозку людини та є важливим кри-
терієм під час діагностики та дослідження епілепсії.

Одним з інструментів обробки ЕЕГ сигналів є частот-
но-часові перетворення. Традиційною основою частот-
но-часових перетворень на даний час є перетворення
Фур’є, яке розкладає сигнал на прості коливання та дає
можливість отримати його спектр.

Пряме дискретне перетворення Фур’є задається на-
ступним чином:
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Воно дозволяє дослідити частотні складові сигналу,
але не частотно-часову локалізацію. Через це його вико-
ристання для аналізу сигналів ЕЕГ є досить обмеженим.

Для отримання частотно-часової локалізації викори-
стовується віконне перетворення Фур’є:
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У якості віконної функції можуть бути використані
функції Хемінга, Гауса, Хана та інші.

Результатом віконного перетворення є спектрограма.
При цьому від розміру віконної функції залежить час-
тотна та часова роздільні здатності спектру: якщо змен-
шувати вікно, часова роздільна здатність збільшується, а
частотна – зменшується; та навпаки, якщо збільшувати

ширину вікна, часова роздільна здатність буде зменшу-
ватися, а частотна – збільшуватися (рис. 2). У цьому по-
лягає основний недолік віконного перетворення Фур’є.

Для усунення недоліків віконного перетворення Фур’є
та покращення частотно-часової роздільної здатності роз-
глянемо перетворення Вігнера-Вілла, яке належить до класу
квадратичних перетворень Коена. Перетворення вперше
було представлено Ю. Вігнером у роботі [13], яка була
присвячена квантовій термодинаміці, у 1932 р. та викори-
стане Дж. Віллем для аналізу сигналів [14] у 1948 році. Не-
перервне перетворення Вігнера-Вілла для досліджувано-
го сигналу )(ts  має наступний вигляд [15]:

.
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Дискретне перетворення Вігнера-Вілла задається на-
ступним виразом:
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Результатом перетворення буде функція [ ]mkP , , якаа
може мати як додатні, так від’ємні значення, що додає
деяких проблем у означенні її як функції спектральної
щільності [6].

Перетворення Вігнера-Вілла має кращу частотно-ча-
сову роздільну здатність, ніж віконне перетворення Фур’є.
Це є важливою перевагою при аналізі нелінійних нестаці-
онарних сигналів. Основним недоліком перетворення
Вігнера-Вілла під час аналізу складних багатокомпонент-
них сигналів є поява інтерференційних складових. Для сиг-
налу з двох складових перетворення має такий вигляд [16]:

 ( ) ( ) )},({2,,),(
212121 , ωτℜ+ωτ+ωτ=ωτ+ ssssss PPPP ,

де ∫
∞

∞−

ω−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −τ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +τ=ωτ dtetstsP tj

ss 22
),( 21, 21

.

Аналогічно можна отримати перетворення Вігнера-
Вілла для сигналу з N компонент. Через появу інтерфе-
ренційних складових перетворення Вігнера-Вілла складно
використовувати для аналізу багатокомпонентних сигналів.
Одним з методів зменшення інтенсивності інтерференц-
ійних складових є використання спектральних віконних
функцій. Такими перетвореннями є псевдо-перетворен-

Рисунок 2 – Віконне перетворення Фур’є фільтрованого
сигналу ЕЕГ (відгалуження F3, 15 с, використана віконна

функція Хемінга шириною 16, 32 та 64 відліків)
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ня Вігнера-Вілла, яке задається наступним виразом [17]:
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та згладжене псевдо-перетворення Вігнера-Вілла:
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Ці перетворення мають меншу частотно-часову роз-
дільну здатність, ніж перетворення Вігнера-Вілла, але зав-
дяки зменшенню інтенсивності інтерференційних скла-
дових дискретні перетворення ),(PWVD mkP  та

),(SPWVD mkP  можна використовувати для аналізу склад-
них нелінійних нестаціонарних сигналів, таких як ЕЕГ сиг-
нали, наприклад, для аналізу епілептиформної пароксиз-
мальної активності.

Згідно з принципом невизначеності, частотно-часо-
ва роздільна здатність віконного перетворення Фур’є

обмежена 
π

≥Δ⋅Δ
4
1ft . Для перетворення Вігнера-Вілла

має місце інша оцінка: 
π

≥Δ
2
1

tf  [18]. Таким чином, пе-

ретворення Вігнера-Вілла має кращу частотно-часову
роздільну здатність, ніж віконне перетворення Фур’є.

4 ЕКСПЕРИМЕНТИ
У даній роботі псевдо-перетворення Вігнера-Вілла та

його згладжений варіант було використано для аналізу
ЕЕГ ритмів та пошуку спайків. Чисельний експеримент
був проведений на наборі тестових сигналів – епох ЕЕГ
сигналів з різними феноменами: спайками та іншими
формами епілептиформної активності. Тестові сигнали
були отримані за допомогою електроенцефалографа
Tredex «Експерт-16». До кожного тестового сигналу було
застосовано віконне перетворення Фур’є, псевдо-пере-
творення Вігнера-Вілла та його згладжений варіант. Зі
спектрів тестових сигналів були виділені екстремуми, які
визначили переважаючі ритми, та проведено пошук
епілептиформної активності.

Чисельний експеримент проводився в обчислюваль-
ному середовищі Matlab. У якості віконного перетворен-
ня Фур’є була обрана вбудована функція spectrogram з
пакету Signal Processing Toolbox з віконною функцією
Хемінга шириною 16, 32 та 64 відліків. Для побудови
функцій спектральної щільності псевдо-перетворення
Вігнера-Вілла та згладженого псевдо-перетворення Вігне-
ра-Вілла були використані функції tfrpwv та tfrspwv відпо-
відно. Параметр частотної роздільної здатності N дорів-
нює 256. Ці функції є частиною програмного пакету Time–
Frequency Toolbox. Пошук екстремумів функції
спектральної щільності було реалізовано з використанням
стандартних функцій обчислювального середовища.

5 РЕЗУЛЬТАТИ
Тестові сигнали та їх функції спектральної щільності

згладженого псевдо-перетворення Вігнера-Вілла подані
на рис. 3 та рис. 4. Темні ділянки частотно-часового пред-
ставлення відповідають максимальним значенням енергії
сигналу.

6 ОБГОВОРЕННЯ
Тестовий сигнал (рис. 3) являє собою епоху довжи-

ною 15 секунд, отриману з відгалуження F3 у стані спо-
кою. Ця епоха характеризується наявністю альфа-ритму,
що підтверджується аналізом частотно-часового пред-
ставлення: максимуми функції спектральної щільності
знаходяться у діапазоні 8–12 Гц. Результатом застосова-
них перетворень є матриця функції  спектральної
щільності розмірністю 129х186 відліків для віконного пе-
ретворення Фур’є та 128х3000 для згладженого псевдо-
перетворення Вігнера-Вілла. Отримане частотно-часове
представлення має набагато кращу частотно-часову роз-
дільну здатність, ніж спектр віконного перетворення
Фур’є (рис. 2), що дозволяє більш точно локалізувати
ЕЕГ ритм у часі.

Тестовий сигнал (рис. 4) являє собою епоху довжи-
ною 7,5 секунд, отриману з відгалуження Т3 під час фото-
стимуляції 10 Гц, яка містить спайк. Через те, що псевдо-
перетворення Вігнера-Вілла є чутливим до локальних особ-
ливостей сигналу, частотно-часове представлення епохи
містить характерний високочастотний максимум функції
спектральної щільності, що відповідає частотно-часовій
характеристиці спайку. При цьому частотно-часова розд-
ільна здатність отриманої функції спектральної щільності
дозволяє локалізувати феномен у часі з точністю більшою,
ніж у віконного перетворення Фур’є: використання псев-
до-перетворення Вігнера-Вілла дозволяє локалізувати
спайк у часовому околі у 10 відліків, а при використанні
віконного перетворення Фур’є – тільки у часовому околі
у 64 відліки. Це надає перевагу використанню псевдо-пе-
ретворення Вігнера-Вілла для пошуку та класифікації епі-
лептиформної активності.

ВИСНОВКИ
У роботі розглянуті переваги та недоліки віконного пе-

ретворення Фур’є та псевдо-перетворення Вігнера-Вілла
як методів частотно-часового аналізу ЕЕГ сигналів; опи-
сані ЕЕГ ритми і деякі феномени та їх частотно-часові ха-
рактеристики. Був проведений обчислювальний експери-
мент по використанню псевдо-перетворення Вігнера-Вілла
для аналізу ритмів ЕЕГ сигналів та пошуку епілептиформ-
ної активності.

У роботі вирішено актуальну задачу аналізу ЕЕГ сиг-
налів, а саме відокремлення електроенцефалографічних
ритмів та виділення високочастотних феноменів.

Рисунок 3 – ЕЕГ сигнал та частотно-часове подання фільтрова-
ного сигналу, отримане згладженим псевдо-перетворенням
Вігнера-Вілла. Переважання альфа-ритму у відгалуженні F3

Рисунок 4 – ЕЕГ сигнал та частотно-часове подання фільтрова-
ного сигналу, отримане згладженим псевдо-перетворенням

Вігнера-Вілла. Спайк під час фотостимуляції 10 Гц
у відгалуженні Т3
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Наукова новизна роботи полягає у тому, що викорис-
тання згладженого псевдо-перетворення Вігнера-Вілла для
аналізу ЕЕГ сигналів отримало подальший розвиток.

Перетворення Вігнера-Вілла є перспективним інстру-
ментом частотно-часового аналізу таких складних не-
лінійних нестаціонарних сигналів, як сигнали ЕЕГ. Воно
має кращу часову та частотну роздільну здатність, ніж
віконне перетворення Фур’є, що дозволяє проводити
відокремлення ЕЕГ ритмів та аналіз локальних особли-
востей сигналу, наприклад епілептиформної пароксиз-
мальної активності.

В той же час недоліками перетворення Вігнера-Вілла
є поява інтерференційних складових та велика обчислю-
вальна складність. Перша проблема частково вирішується
використанням псевдо-перетворення Вігнера-Вілла, його
згладженого варіанту та інших схем заглушення інтерфе-
ренцій. Друга проблема вирішується використанням
модифікованих розрахункових схем [19] та стає менш
актуальною зі зростанням обчислювальних потужнос-
тей сучасних комп’ютерних комплексів.

Практична цінність отриманих результатів полягає у
тому, що розроблено програмне забезпечення, яке доз-
воляє проводити аналіз ритмів та феноменів, як одного з
етапів дослідження електроенцефалографічних сигналів.

Перспективи подальших досліджень полягають у
аналізі впливу ЕЕГ артефактів на частотно-часове пред-
ставлення сигналу, їх детектуванні та локалізації, дослід-
женні методик зменшення обчислювальної складності
згладженого псевдо-перетворення Вігнера-Вілла та по-
шуку оптимальних параметрів віконних функцій.
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кого національного університету ім. І. І. Мечникова.
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АНАЛИЗ ЭЛЕКТРОЭНЦЕФАЛОГРАФИЧЕСКИХ  СИГНАЛОВ  НА ОСНОВЕ ПСЕВДО-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ВИГНЕРА-ВИЛЛА
Рассмотрена задача выделения электроэнцефалографических ритмов и поиска эпилептиформной активности. Объектом исследова-

ния является процесс выделения электроэнцефалографических феноменов. Предмет исследования составляют методы частотно-вре-
менного анализа электроэнцефалографических сигналов.
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МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

Цель работы заключается в повышении точности диагностирования психических, психо-соматических, невротических и когни-
тивных расстройств. Проведен обзор процесса электроэнцефалографического исследования и ЭЭГ артефактов. Рассмотрено виды ЭЭГ
ритмов и феноменов, которые имеют специфические частотно-временные характеристики. Предложен метод выделения электроэнце-
фалографических феноменов на основе анализа экстремумов функции спектральной плотности сглаженного псевдо-преобразования
Вигнера-Вилла. Проведено сравнение предложенного метода с оконным преобразованием Фурье. В качестве критерия оценки анали-
зируемых методов было выбрано частотно-временное разрешение полученных функций спектральной плотности. Проведен вычисли-
тельный эксперимент на наборе эпох ЭЭГ сигналов, которые содержат высокочастотные феномены. Разработано программное обес-
печение, автоматизирующее процесс исследования ЭЭГ сигналов и визуализацию полученных результатов.

Результаты экспериментов показывают преимущества данного подхода в частотно-временной разрешающей способности над
оконным преобразованием Фурье и позволяют рекомендовать предложенный метод к практическому применению для отделения ЭЭГ
ритмов и выделения высокочастотных феноменов.

Ключевые слова: ЭЭГ сигнал, частотно-временной анализ, оконное преобразование Фурье, преобразование Вигнера-Вилла.
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EGG SIGNAL ANALYSIS BASED ON PSEUDO WIGNER-VILLE DISTRIBUTION
The problem of selection of electroencephalographic rhythms and epileptiform activity search was investigated. The object of study is the

process of extracting the EEG phenomena. The subject of study is time-frequency analysis methods of EEG signals.
The purpose of the work is to improve the accuracy of diagnosis of psychological, psycho-somatic, neurotic and cognitive disorders. A

review of electroencephalographic process and EEG artifacts was given. Types of EEG rhythms and phenomena, that have specific time-
frequency characteristics, were considered. A method for electroencephalographic phenomena selection that is based on the extreme values
analysis of spectral density function of smoothed pseudo Wigner-Ville distribution was proposed. Proposed method was compared with the
short-time Fourier transform. As a quality criteria for analyzed methods was chosen the time-frequency resolution of obtained spectral density
functions. Computational experiments on EEG epochs set that contains high-frequency phenomena were made. Software that automates EEG
analysis process and builds results visualization was developed.

The experimental results show the advantages of this approach in the time-frequency resolution compared with short-time Fourier
transform, and allow to recommend the proposed method for practical use for EEG rhythms separation and high-frequency phenomena
selection.

Keywords: EEG signal, time-frequency analysis, short-time Fourier transform, Wigner-Ville distribution.
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МНОГОСЛОЙНАЯ АДАПТИВНАЯ НЕЧЕТКАЯ ВЕРОЯТНОСТНАЯ
НЕЙРОННАЯ СЕТЬ В ЗАДАЧАХ КЛАССИФИКАЦИИ ТЕКСТОВЫХ

ДОКУМЕНТОВ
Рассмотрена задача классификации текстовых документов на основе нечеткой вероятностной нейронной сети в режиме реального

времени. В массиве текстовых документов может быть выделено различное количество классов, к которым могут относиться данные
документы. При этом предполагается, что данные классы могут иметь в n-мерном пространстве различную форму и взаимно
перекрываться. Предложена архитектура многослойной адаптивной нечеткой вероятностной нейронной сети, которая позволяет
решать задачу классификации в последовательном режиме по мере поступления новых данных. Предложен алгоритм обучения
многослойной адаптивной нечеткой вероятностной нейронной сети, а также решена задача классификации на основе предложенной
архитектуры в условиях пересекающихся классов, что позволяет относить один экземпляр текстового документа к разным классам
с различной степенью вероятности. Архитектура классифицирующей нейронной сети отличается простотой численной реализацией
и высокой скоростью обучения, и предназначена для обработки больших массивов данных, характеризующихся векторами признаков
высокой размерности. Предлагаемая нейронная сеть и метод еe обучения предназначены для работы в условиях пересекающихся
классов, отличающихся как формой, так и размерами.

Ключевые слова: классификация, адаптивная нечеткая вероятностная нейронная сеть, пересекающиеся классы, нейроны в
точках данных.

НОМЕНКЛАТУРА
AFPNN – Adaptive Fuzzy Probabilistic Neural Network;
EPNN – Enhanced Probabilistic Neural Network;
FLVQ – Fuzzy LVQ;
FPNN – Fuzzy Probabilistic Neural Network;
PNN – Probabilistic Neural Network;
WTA – Winner Take All;

jc  – среднее арифметическое;
N  – количество нейронов в скрытом слое;

( )lw N  – обучающая выборка;
η – параметр шага обучения;
D – евклидово расстояние (метрика);
j – нейрон-победитель;

*j  – индекс прототипа-победителя;
k – номер наблюдения;

l – ширина активационной функции;
m – число возможных классов;
N – объем обучающей выборки;
n – арность векторов;

XN  – количество векторов, относящихся к классу Х;
[ ]i
lo  – выходной сигнал скрытого слоя;

P – априорная вероятность;
p – относительная частота появления образов;
p(x) – функция плотности вероятностей;
q* – нейрон-победитель внутри блока;

pu  – уровень принадлежности;
liw  – синаптический вес;
T
lw  – транспонированный вектор синаптических весов;

x(k, j) – сигнал вектора-образа, который участвовал в
классификации;
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xi(k, j) – сигнал вектора-образа, с известной класси-
фикацией;

xi(l) – синаптические веса в скалярной форме;
( )x k  – n-мерный вектор признаков с номером клас-

сифицируемого образа k ;
σ – параметр ширины активационной функции.
ВВЕДЕНИЕ
На сегодняшний день классификация текста считает-

ся достаточно сложной проблемой. Классификация тек-
ста является деятельностью, которая становится все бо-
лее значимой в наши дни. Это обусловлено огромным
объемом доступной информации и проблемой поиска
информации. К тому же большинство используемых баз
данных являются политематическими с большим коли-
чеством категорий, которые превращают задачу класси-
фикации текста в более сложную.

Возникли новые проблемы, среди которых наиболее
острой является информационная перегруженность и,
как следствие, необходимость классификации последо-
вательно поступающих документов в режиме реального
времени. Эта задача весьма актуальна, например, для
информационных агентств, разнообразных Интернет-
издательств, которые должны постоянно классифициро-
вать поток поступающих текстовых документов, в том
числе новостных сообщений, аналитических обзоров,
дайджестов, статей, докладов и т.п. При этом документы,
подлежащие классификации, как правило, характеризу-
ются разнородностью (политематичностью), т.е. затра-
гивают сразу несколько тем, как весьма  различных, так и
очень близких.

On-line классификация такого рода текстовых докумен-
тов не является тривиальной задачей, поскольку в неболь-
шом фрагменте текста может содержаться весьма ценная
информация, и отнесение к соответствующему классу
нельзя игнорировать, а близко расположенные классы
могут пересекаться и/или сливаться. Поэтому желатель-
но учесть принадлежность анализируемого документа к
каждому из потенциально интересующих пользователя
классов.

В то же время большинство известных методов клас-
сификации относят текстовый документ к одному из чет-
ко различимых классов. Отсутствие возможности полу-
чить наиболее актуальную и полную информацию по
конкретной теме делает бесполезной большую часть на-
копленных ресурсов. Поскольку исследование конкретной
задачи требует все больших трудозатрат на непосредствен-
ный поиск и анализ информации по теме, многие реше-
ния принимаются на основе неполного представления о
проблеме.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть задан массив, содержащий N текстовых доку-

ментов, описываемых n-мерными векторами-признака-
ми, при этом часть документов является классифициру-
емыми, а часть нет. Предполагается также априорно, что
в массиве может быть выделено m различных классов, к
которым могут относиться данные документы. При этом
предполагается также, что данные классы могут иметь в
m-мерном пространстве различную форму и взаимно
перекрываться. Необходимо создать классифицирую-

щую нейро-фаззи систему, которая позволит произво-
дить простой и эффективный метод классификации при
условии взаимно перекрывающихся классов и предло-
жить архитектуру классифицирующей нечеткой вероят-
ностной сети, которая позволит разбивать подающие на
обработку документы как с точки зрения Байесовской,
так и нечеткой классификации одновременно. Сеть дол-
жна быть простой в реализации и пригодной для обра-
ботки поступающих наблюдений в последовательном
online режиме.

2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Достаточно эффективным средством для решения

задачи классификации текстовых документов являются
вероятностные нейронные сети, введенные Д. Ф. Шпех-
том [1], обучение которых производится по принципу
«нейроны в точках данных», что делает его крайне про-
стым и быстрым. В [2–4] были введены модификации
PNN, предназначенные для обработки текстовой инфор-
мации и отличающиеся наличием элементов конкурен-
ции в процессе обучения и возможностью коррекции
рецепторных полей ядерных активационных функций. В
[5–7] были введены нечеткие модификации вероятност-
ных сетей, в том числе и для обработки текстов [8], по-
зволяющие решать задачу классификации в условиях
пересекающихся классов. Вместе с тем, использование
PNN и FPNN в задачах обработки текстов усложняется в
случаях, когда объемы анализируемой информации ве-
лики, а векторы признаков (образы) имеют достаточно
высокую размерность. Это затруднение объясняется тем,
что как в PNN, так и в других нейронных сетях, обучае-
мых по принципу «нейроны в точках данных» [9], коли-
чество нейронов первого скрытого слоя (слоя образов)
определяется числом векторов-образов обучающей вы-
борки N, что, естественно, приводит к снижению быст-
родействия и требует хранения всех данных, использо-
ванных в процессе обучения сети, что естественно зат-
рудняет работу в on-line режиме. Для преодоления этого
недостатка в [10] была предложена улучшенная вероят-
ностная нейронная сеть, где первый скрытый слой обра-
зован не образами, а прототипами классов, вычислен-
ных с помощью обычного K-среднего (HCM) в пакет-
ном режиме. Поскольку в задачах классификации число
возможных классов m обычно существенно меньше
объема обучающей выборки N, EPNN гораздо лучше
приспособлена для решения реальных задач, чем стан-
дартная PNN.

Вместе с тем, можно отметить такие основные недо-
статки EPNN, как возможность обучения только в пакет-
ном режиме, когда обучающая выборка задана заранее,
и четкий результат классификации (отнесение предъяв-
ляемого образа только к одному классу), в то время как
при обработке текстовых документов достаточно часто
возникает ситуация, когда анализируемый текст с раз-
личными уровнями принадлежности может одновремен-
но относиться сразу к нескольким, возможно пересека-
ющимся классам. В связи с этим в [11] была предложена
нечеткая вероятностная сеть, где в первом скрытом слое
производится адаптивное уточнение прототипов с по-
мощью WTA-правила обучения Т. Кохонена [12], а вы-
ходной слой оценивает уровни принадлежности посту-



        41

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2015. № 1
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2015. № 1

пающих на обработку образов к тем или иным классам с
помощью процедуры нечетких C-средних (FCM) [13]. Та-
кая сеть содержит минимально возможное количество ней-
ронов, равное числу классов и потому характеризуется
высоким быстродействием. Вместе с тем же сеть не учи-
тывает ни размеры классов, ни частоту появления образов
в каждом из этих классов, что естественно ограничивает еe
возможности при обработке данных, чьи прототипы уда-
лены друг от друга на различное расстояние, которые к
тому же может изменяться с течением времени.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Классические вероятностные нейронные сети

Д. Ф. Шпехта предназначены для решения задач байесов-
ской классификации (распознавания образов на основе
байесовского подхода), состоящего в том, что класс с наи-
более плотным распределением в области неклассифи-
цированного предъявляемого образа ( )x k  будет иметь
преимущество по сравнению с другими классами. Также
будет иметь преимущество и класс с высокой априорной
вероятностью. Так, для трех возможных классов A, B и С в
соответствии с байесовским правилом выбирается класс
А, если ( ) ( ) ( ) ( )A A B B A A C CP p x P p x AND P p x P p x>  > .

Стандартная PNN состоит из входного (рецепторно-
го) слоя, первого скрытого, именуемого слоем образов,
второго скрытого, называемого слоем суммирования,
и выходного слоя, образованного компаратором, выде-
ляющим максимальное значение на выходе второго
скрытого слоя.

Исходной информацией для синтеза сети является
обучающая выборка образов, образованная «пакетом»
n-мерных векторов (1), (2),..., ( ),..., ( )x x x k x N  c извест-
ной классификацией. Предполагается также, что AN  век-
торов относятся к классу A, BN  к классу B и CN  к классу
C , т.е. A B CN N N N+ + = , а априорные вероятности
могут быть рассчитаны с помощью элементарных соот-
ношений:

, , , 1CA B
A B C A B C

NN N
P P P P P P

N N N
=  =  =  + + = .

Количество нейронов в слое образов сети Шпехта
равно N  (по одному нейрону на каждый образ), а их
синаптические веса определяются значениями компо-
нент этих образов по принципу «нейроны в точках дан-
ных» так, что ( ), 1,2,..., ; 1,2,..., ,li iw x l i n l N=  =  =   или в
векторной форме 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))Tl nw x l x l x l x l= =  .

Очевидно, что обучение в данном случае сводится к од-
норазовой установке весов, что делает его крайне простым.

Каждый из нейронов слоя образов имеет колоколо-
образную функцию активации, с помощью которой
предъявляемый сети сигнал ( )x k  преобразуется в ска-

лярный выход нейрона [ ] ( ) ( ( ) , )i
llo k x k w= Φ − σ  чаще

всего на основе гауссиана

2
[ ]

2
( )

( ) exp( )
2

li
l

x k w
o k

−
= −

σ
.

В [11] было показано, что в задачах нечеткой класси-
фикации более естественно использовать распределение
Коши в виде

[ ]
2

2

1( )
( )

1
2

i
l

l

o k
x k w

=
−

+
σ

 ,

где параметр  σ  задает ширину,,
1( ), 2( ),..., ( ), 1( ),..., ( ),A A A B Al A A N A N B N N B N= + + +

1( ),..., ( ).BN C N C+ +
Для упрощения численной реализации входные век-

торы рекомендуется предварительно нормировать на
гиперсферу [12] так, что ( ) 1,lx k w= =  что ведет к бо-
лее простой форме активационной функции

2
[ ]

2( ) .
(1 ( ))

i
l T

l
o k

w x k
σ

=
σ + +

Слой суммирования образован обычными сумма-
торами, число которых равно числу классов (в рассмат-
риваемом случае – три), которые просто суммируют
выходы нейронов слоя образов, а выходной компаратор
выделяет класс с максимальным выходным сигналом
второго слоя.

Поскольку при работе с текстовыми документами N
может быть велико, работа в onlinе-режиме с помощью
стандартной PNN весьма затруднительна. Именно по этой
причине в [10] была введена крайне простая архитекту-
ра, число нейронов в которой равно числу классов
(в нашем примере три), а классификация производится
с помощью оценки расстояния до прототипов классов,
вычисленных с помощью среднего арифметического

1

1 ( , ), 1, 2,..., ,
jN

j
j k

c x k j j m
N =

=  =∑

в нашем случае 3, 1m j=  =  соответствует классу A,
2j B=  −  и 3j C=  − .
Понятно, что такая элементарная схема не способна

оценить ни размеры классов, ни их взаимное перекрытие.
Для устранения указанных недостатков и предлагается

многослойная адаптивная нечеткая вероятностная ней-
ронная сеть, архитектура которой приведена на рис. 1.

Первый скрытый слой содержит m однотипных бло-
ков (на рис.1 – А, В и С) по числу возможных классов,
которое может изменяться в процессе online-обучения.
Каждый из блоков содержит одинаковое число нейро-
нов 1( )A B cN N N N N+  = = = , при этом в каждом бло-

ке N  нейронов (в нашем примере 3) обучаются по прин-
ципу «нейроны в точках даннных», а один нейрон

( , , )j A B Cc c c c  вычисляет прототипы классов. В каждом
блоке между отдельными нейронами и между блоками
в целом по внутриблочным и межблочным латераль-
ным связям организуется процесс «конкуренции» по
Кохонену, позволяющий оценить как центроиды (прото-
типы) классов, так и их размеры. Второй скрытый слой
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Рисунок 1 – Многослойная адаптивная нечеткая
вероятностная сеть

сумматоров аналогичен слою в сети Шпехта, в третьем
скрытом слое коррекции априорных вероятностей под-
считываются частоты появления образов в каждом из
классов, а выходной слой-компаратор реализует соб-
ственно классификацию предъявленного образа.

Процесс обучения сети начинается с установки на-
чальных синаптических весов всех нейронов. Для архи-
тектуры, приведенной на рис. 1, необходимо иметь де-
вять ( )N m⋅   классифицированных образов по три на каж-
дый класс A, B и С.

Так, например,

1 2 3(1, ) (0), (2, ) (0), (3, ) (0),x A w x A w x A w= = =

4 5 6(4,B) (0), (5,B) (0), (6, B) (0),x w x w x w= = =

7 8 9(7,C) (0), (8,C) (0), (9,C) (0),x w x w x w= = =

3 6 9

1 4 7

1 1 1(0) ( , ), (0) ( ,B), (0) ( ,C).
3 3 3A B C

k k k
c x k A c x k c x k

= = =
= = =∑ ∑ ∑

Далее векторы-образы, участвовавшие в формиро-
вании начальных условий, не используются и все после-
дующие сигналы будут обозначаться ( , )x k j , если они
относятся к обучающей выборке ( )x k , если они подле-
жали классификации.

Итак, пусть на вход сети подается первый образ (1, )x j ,
относительно которого известна его принадлежность к
конкретному классу A или В или С. В результате меж-
блочной конкуренции определяется прототип победи-
тель *j  (при этом j  не обязательно равно *j ), вектор
параметров которого *(0)jc  в смысле принятой метри-
ки (обычно евклидовой) наиболее близок к входному
сигналу (1, )x j , т. е.

( ) 2
* arg min ( (1, ), c (0)) arg min (1, ) (0)p p

p
j D x j x j c= = − =

arg max (1, ) c (0) arg max cos( (1, ),T
p

p p
x j x j= =

(0)) 1, 2,..., ,pc p m ∀ =

при этом очевидно,  что  1 cos( (1, ),x j− ≤

(0)) (1, ) (0) 1T
p pc x j c= ≤  и 

2
0 (1, ) (0) 4.px j c≤ − ≤

При этом возможно возникновение двух взаимоиск-
лючающих ситуаций:

– входной вектор (1, )x j  и прототип-победитель

*(0)jc  принадлежат одному классу, т. е. *j j= ;
– входной вектор (1, )x j  и победитель *(0)jc  принад-

лежат разным классам, т. е. *j j= .
Далее производится настройка параметров нейронов и

прототипов с помощью нечеткого LVQ правила обучения [14]

* *

* *

(0) (1)( (1, ) (0)), если *;

(1) (0) (1)( (1, ) (0)), если *;

(0), если -й нейрон не победил,

j j

j j j

j

c x j c j j

c c x j c j j

c j

⎧ + η −   =
⎪⎪= − η −   ≠⎨
⎪  ⎪⎩

здесь 0 (1) 1< η <  – параметр шага обучения, выбирае-
мый обычно из эмпирических соображений.

Далее в случае пересекающихся классов несложно
определить уровень принадлежности образа (1, )x j  к каж-
дому из m имеющихся классов в виде [14]

2

2

1

(1, ) (1)
(1) , 1, 2,..., .

(1, ) (1)

p
p m

l
l

x j c
u p m

x j c

−

−

=

−
=  =   

−∑

На этом этап межблочной конкуренции заканчивается.
На этапе внутриблочной конкуренции в блоке, соот-

ветствующем классу j  рассчитываются расстояния
2

( (1), (0)) (1) (0) ,j q j qD c w c w = −  где q пробегает всесе

номера нейронов, соответствующих j-ому классу. Да-
лее внутри j -го блока рассчитывается свой победитель

*(0) arg min( ( (1), (0))j q
q

q D c w= , ближайший к прототи-

пу j -го класса и в случае, если выполняется условие

*(c (1), (0)) (c (1), (1, ))j j jD w D x j< , вектор центра *q -й
функции активации заменяется на (1, )x j , увеличивая тем
самым размеры класса, т.е. *(1) (1, )qw x j= . В противномм
случае все (0)qw  остаются неизменными, увеличивая

на единицу только свой индекс так, что (1) (0)q qw w= .
Таким образом, в процессе обучения по принципу

«нейроны в точках данных» включаются только наблюде-
ния, далеко отстоящие от текущего значения прототипа.

Пусть к моменту поступления k -го наблюдения обу-
чающей выборки сформированы все прототипы

( 1)jc k −  и векторы параметров нейронов ( 1)lw k −  об-

щим числом Nm . Тогда процесс обучения первого скры-
того слоя может быть записан  в виде следующей после-
довательности шагов:

– поступление на вход сети вектора-образа ( , )x k j  с
известной классификацией;

– определение прототипа-победителя *( 1)jc k −  такого, чтоо
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*( 1) arg min( ( ( , ), c ( 1))), 1, 2,..., ;p
p

j k D x k j k p m− = −  =

– настройка параметра прототипа-победителя так, что

* *

* *

( 1) ( )( ( , ) ( 1)), если *;

( ) ( 1) ( )( ( , ) ( 1)), если *;

( 1), если -й нейрон не победил,

j j

j j j

j

c k k x k j c k j j

c k c k k x k j c k j j

c k j

⎧ − + η − −   =
⎪⎪= − − η − −   ≠⎨
⎪ −  ⎪⎩

– расчет уровней принадлежности

2

2

1

( , ) ( )
( ) , 1, 2,..., ;

( , ) ( )

p
p m

l
l

x k j c k
u k p m

x k j c k

−

−

=

−
=  =   

−∑

– расчет внутриблочных расстояний в j -м классе

( ( ), ( 1)),j qD c k w k −  где q-все индексы нейронов j -блока;а;

– определение внутриблочного победителя *( 1)qw k −

такого, что *( 1) arg min( (c ( ), ( 1))j q
q

q k D k w k− = − ,

– при выполнении условия

*(c ( ), ( 1)) (c ( ), ( , ))j j jD k w k D k x k j− <  производится за-

мена *( ) ( , ) ( ) ( 1)q q qw k x k j и w k w k=     = − .
Процесс обучения этого слоя производится до ис-

черпания обучающей выборки, т. е. завершается вычис-
лением всех ( )jc N  и всех Nm  весов ( )lw N .

Одновременно с этим в третьем скрытом слое про-
исходит процесс подсчета относительных частот появ-
ления образов из разных классов

.j
j

N
p

N
=

На этом процесс обучения многослойной адаптивной
нечеткой вероятностной нейронной сети завершается.

Пусть на вход обученной сети поступает некий не-
классифицированный образ ( ),x k k N> . Этот сигнал по-
ступает на все Nm нейронов сети, на выходах которых
появляются значения

2
[ ]

2( ) .
(1 ( ) ( ))

i
l T

l
o k

w N x k
σ

=
σ + +

Здесь же в первом скрытом слое вычисляются уров-
ни принадлежностей к каждому из  возможных классов

2

2

1

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

j
j m

l
l

x k c N
u k

x k c N

−

−

=

−
=

−∑

В принципе, можно говорить о принадлежности ( )x k
к конкретному классу по максимальному значению при-
надлежности, однако в этом случае речь идет только о
нечеткой классификации [14], а не байесовской.

Далее сумматоры второго скрытого слоя вычисляют
плотности вероятностей

[2] [1]( ) ( ), 1,2,..., ,ql
q

o k o k j m=  =∑

а q пробегает все номера нейронов (всего 1N + ), соот-
ветствующих j-му классу.

В третьем скрытом слое вычисляются произведение

[3] [2]( ) ( ) ( ( ))j
j jjl

N
o k o k P p x k

N
= =

и, наконец, компаратор выходного слоя вычисляет класс
победитель **( )j k , которому с наибольшей вероятнос-
тью принадлежит предъявленный образ ( )x k .

При предъявлении последующих образов
( 1), ( 2),...x k x k+ +  классификация происходит аналогич-
но предыдущему образу.

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
В качестве экспериментальных данных использовалась

выборка «20 Newsgroups», которая представляет собой
набор из примерно 20000 новостных документов, разде-
ленных на 20 различных групп. Этот текстовый корпус
стал популярным набором данных для экспериментов в
области интеллектуальной обработки текстовой инфор-
мации. Одной из отличительных особенностей этой кол-
лекции является значительный разброс в размерах доку-
ментов, что осложняет задачу обработки информации.
Исходная выборка данных была разделена на обучающую
и тестирующую (60% и 40% соответственно).

Для эксперимента было выбрано 150 документов из
различных категорий. После предварительной обработ-
ки было получено 61118 терминов для формирования
вектора признаков для работы вероятностных нейрон-
ных сетей. Для оценки качества классификации исполь-
зовались внешние меры полноты и точности).

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Результаты сравнения производительности простой

FPNN и AFPNN для одинакового количества признаков
представлены в табл. 1.

В ходе эксперимента рассматривалось, прежде всего,
качество работы AFPNN. В табл. 2 представлен результат
работы метода для значения параметра ширины активаци-
онной функции 0,05σ = . Показано, что в результате рабо-
ты формируется набор значений вероятностей принадлеж-
ности входного текстового объекта к нескольким классам.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Предложенная авторами нейро-фаззи сеть позволяет

решать задачу с точки зрения как нечеткой, так и вероят-
ностной классификации, что обеспечивает ей преиму-
щество по сравнению с классическими Байесовскими
сетями и вероятностными нейронными сетями, все из
которых не могут решать задачу в условиях перекрыва-
ющихся классов. Становится возможным определить
более точные значения вероятностей принадлежности
входящего текстового объекта к каждому из потенци-
ально возможных классов. Данный метод предусматри-
вает возможность обработки информации по мере ее
поступления, характеризуется простотой реализации и
высокой скоростью обработки информации.
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НЕЙРОІНФОРМАТИКА ТА ІНТЕЛЕКТУАЛЬНІ СИСТЕМИ

Точность Отзыв Название класса Количество 
документов FPNN AFPNN FPNN AFPNN 

comp.graphics 100 0,73 0,81 0,78 0,83 
comp.os.ms-windows.misc 80 0,65 0,69 0,71 0,79 
comp.sys.ibm.pc.hardware 70 0,63 0,67 0,69 0,76 

comp.sys.mac.hardware 20 0,60 0,61 0,64 0,72 

Таблица 1 – Сравнительная характеристика качества классификации с использованием стандартной FPNN и AFPNN

ВЫВОДЫ
Рассмотрена задача одновременной online нечеткой

и вероятностной классификации текстовых документов,
поступающих на обработку последовательно в реальном
времени.

Введена архитектура классифицирующей нейронной
сети, отличающаяся простотой численной реализации и
высокой скоростью обучения и предназначенная для
обработки больших массивов данных, характеризующих-
ся векторами признаков высокой размерности. Предла-
гаемая нейронная сеть и метод еe обучения предназна-
чены для работы в условиях пересекающихся классов,
отличающихся как формой, так и размерами.
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БАГАТОШАРОВА АДАПТИВНА НЕЧІТКА ЙМОВІРНІСНА НЕЙРОННА МЕРЕЖА В ЗАДАЧАХ КЛАСИФІКАЦІЇ ТЕК-

СТОВИХ ДОКУМЕНТІВ
Розглянуто задачу класифікації текстових документів на основі нечіткої імовірнісної нейронної мережі в режимі реального часу. У

масиві текстових документів може бути виділено різну кількість класів, до яких можуть відноситися дані документи. При цьому
передбачається що дані класи можуть мати в n-вимірному просторі різну форму і взаємно перекриватися. Запропонована архітектура
багатошарової адаптивної нечіткої імовірнісної нейронної мережі, яка дозволяє вирішувати задачу класифікації в послідовному режимі
по мірі надходження нових даних. Запропонований алгоритм навчання багатошарової адаптивної нечіткої імовірнісної нейронної
мережі, а також вирішена задача класифікації на основі запропонованої архітектури в умовах пересічних класів, що дозволяє відносити
один екземпляр текстового документа до різних класів з різним ступенем імовірності. Архітектура класифікуючої нейронної мережі
відрізняється простотою чисельної реалізацією і високою швидкістю навчання, і призначена для обробки великих масивів даних, що
характеризуються векторами ознак високої розмірності. Пропонована нейронна мережа і метод її навчання призначені для роботи в
умовах пересічних класів, що відрізняються як формою, так і розмірами.

Ключові слова: класифікація, адаптивна нечітка імовірнісна нейронна мережа, класи, що перетинаються, нейрони в точках даних.
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MULTILAYER ADAPTIVE FUZZY PROBABILISTIC NEURAL NETWORK IN CLASSIFICATION PROBLEMS OF TEXT

DOCUMENTS
The problem of text documents classification based on fuzzy probabilistic neural network in real time mode is considered. A different

number of classes, which may include such documents, can be allocated in an array of text documents. It is assumed that the data classes can
have an n-dimensional space of different shape and mutually overlap. The architecture of the multlayer adaptive fuzzy probabilistic neural
network, which allow to solve the problem of classification in sequential mode as new data become available, is.proposed. An algorithm for
training the multilayer adaptive fuzzy probabilistic neural network is proposed, and the problem of classification is solved on the basis of the
proposed architecture in terms of intersecting classes, which allows to determine the belonging a single instance of a text document to different
classes with varying degrees of probability. Classifying neural network architecture characterized by simple numerical implementation and high
speed training, and is designed to handle large data sets, characterized  by the feature vectors of high dimension. The proposed neural network
and its learning method designed to work in conditions of overlapping classes, differing both the form and size.

Keywords: classification, adaptive fuzzy probabilistic neural network, overlapping classes, neurons in the data points.
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БЫСТРЫЙ МЕТОД ВЫДЕЛЕНИЯ ОБУЧАЮЩИХ ВЫБОРОК ДЛЯ
ПОСТРОЕНИЯ НЕЙРОСЕТЕВЫХ МОДЕЛЕЙ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

ПО ПРЕЦЕДЕНТАМ
Решена задача формирования обучающих выборок для автоматизации построения нейросетевых моделей по прецедентам.

Предложен метод формирования выборок, который автоматически выделяет из исходной выборки обучающую и тестовую выборки,
не требуя загрузки всей исходной выборки в память ЭВМ, осуществляя поэкземплярную обработку исходной выборки с хэширующим
преобразованием на одномерную ось, формирует эталоны кластеров на обобщенной оси, минимизируя их число, что позволяет
повысить скорость формирования выборок, снизить требования к вычислительным ресурсам и памяти ЭВМ и обеспечить приемлемый
уровень точности синтезируемых моделей. Разработанный метод не требует многократных проходов по выборке, ограничиваясь
всего тремя просмотрами. При этом метод хранит в оперативной памяти только один текущий экземпляр и набор сформированных
одномерных эталонов, который минимизирован по объему. В отличие от методов на основе случайного отбора и кластер-анализа
предложенный метод автоматически определяет размер формируемых обучающей и тестовой выборок, не требуя участия человека.
Разработано программное обеспечение, реализующее предложенный метод, на основе которого решена практическая задача
построения модели принятия решений для индивидуального прогнозирования состояния пациента, больного гипертонией.

Ключевые слова: выборка, формирование выборки, экземпляр, нейронная сеть, индивидуальное прогнозирование, обучение
по прецедентам.

НОМЕНКЛАТУРА
ЭВМ – электронная вычислительная машина;

)(* kcq  – k-й хэш-эталон q-го класса;
kC*  – набор хэш-эталонов k-го класса;

d – расстояние;
E – ошибка модели;
Eоб. – ошибка обученной нейромодели при распоз-

навании обучающей выборки;
Eрасп. – ошибка обученной нейромодели при распоз-

навании тестовой выборки;
f – критерий качества;
F() – структура нейросетевой модели;
i* – номер ближайшего хэш-эталона к хэшу рассмат-

риваемого экземпляра;
Ind  – набор номеров экземпляров класса;
j – номер текущего признака;
K – число классов;
kq – указатель числа эталонов q-го класса;
M – объем использованной оперативной памяти;
n – размерности входа;
N – число входных признаков;
O – символ Ландау;
opt – условное обозначение оптимума;
Q – число кластеров;
q – номер класса;
Realmax – максимальное вещественное число, пред-

ставимое в разрядной сетке ЭВМ;
s – номер текущего экземпляра
S – число прецедентов в выборке;
S′ – объем сформированной обучающей выборки;
t – время, затраченное на формирование выборки;
toб. – время, затраченное на обучение;

w – набор значений параметров нейронной сети;
X – исходная выборка;
x’ – набор входных признаков в обучающей выборке;
x – набор входных признаков в исходной выборке;
xj – j-й входной признак в исходной выборке;

max
jx  – максимальное значение j-го признака;
min
jx  – минимальное значение j-го признака;

xs  – s-й экземпляр выборки;

sx* – хэш s-го экземпляра;
xs

j
 – значение j-го входного признака для s-го преце-

дента;
Xоб. – обучающая выборка;
Xтест. – тестовая выборка;
y – выходной признак в исходной выборке;
ys – значение выходного признака для s-го прецедента;
y′ – выходной признак в обучающей выборке;
χ – вычислительная сложность хэш-преобразования

одного экземпляра.
ВВЕДЕНИЕ
Для автоматизации поддержки принятия решений в

диагностике возникает необходимость построения диаг-
ностических моделей. Зачастую на практике из-за отсут-
ствия или недостатка экспертных знаний построение ди-
агностических моделей предполагает использование эк-
спериментальных наблюдений за  состоянием
диагностируемого объекта, в процессе которого с по-
мощью методов искусственного интеллекта осуществ-
ляется извлечение знаний из данных. Искусственные ней-
ронные и нейро-нечеткие сети [1] являются наиболее
широко применяемым классом методов искусственно-
го интеллекта при построении моделей по прецедентам.
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Объектом исследования является процесс построения
диагностических моделей на основе нейронных сетей.

Методы обучения нейросетей [1, 2], как правило, ха-
рактеризуются высокой итеративностью, а также значи-
тельными затратами времени на обучение нейросетей
при большой размерности обучающих данных. В таких
случаях применение нейросетевых технологий оказыва-
ется затруднительным. Это вызывает необходимость со-
кращения объема данных, используемых при обучении
нейромоделей.

Предмет исследования составляют методы форми-
рования обучающих выборок из исходных выборок боль-
шого объема для обучения нейросетевых моделей.

Целью данной работы являлась разработка метода, по-
зволяющего сократить время обучения нейросетей при
построении модели по большому объему прецедентов за
счет разбиения исходной выборки большого объема на
обучающую и тестовую выборки, обеспечивая миними-
зацию объема обучающей выборки и ее топологическую
репрезентативность относительно исходной выборки.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть мы имеем исходную выборку X = <x, y> – на-

бор S прецедентов о зависимости y(x), x = {xs}, y={ys},
s = 1, 2, ..., S, характеризующихся набором N входных
признаков {xj}, j = 1, 2, ..., N, где j – номер признака, и
выходным признаком y. Каждый s-й прецедент предста-
вим как <xs, ys>, xs={xs

j}, где xs
j – значение j-го входного, а

ys – значение выходного признака для s-го прецедента
(экземпляра) выборки, ys ∈ {1, 2, ..., K}, где K – число
классов, K>1.

Тогда задача синтеза нейросетевой модели зависимо-
сти y(x) будет заключаться в определении таких структу-
ры F() и значений параметров w нейронной сети, при
которых будет удовлетворен критерий качества модели
f(F(), w, <x, y>) →opt, где opt – условное обозначение
оптимума [1]. Обычно критерий качества обучения ней-
росетей определяют как функцию ошибки модели:

min)),((
2
1

1

2 →−= ∑
=

S

s

ss xwFyE .

Для задач с дискретным выходом ошибку обученной
сети можно характеризовать также формулой:

min),(%100

1
→−= ∑

=

S

s
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В случае, когда исходная выборка имеет большую
размерность, перед построением нейромодели необхо-
димо решить задачу выделения обучающей выборки
меньшего объема (дано: <x, y>, надо: <x′, y′>, x′∈{xs},
y′={ys|xs ∈x′}, S′=|y′|, S′<S, f(<x′, y′>, <x, y>) → opt).

Для оценки качества сформированной выборки воз-
можно использовать широкий набор предложенных по-
казателей [3–5]. Однако их расчет требует существенных
затрат вычислительных ресурсов, поэтому для упроще-
ния расчетов данную задачу можно рассматривать в кон-
структивистской постановке (дано: <x, y>, надо: <x′, y′>,
x′∈{xs}, y′={ys|xs∈x′}, S′=|y′|, S′<S).

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР
Методы извлечения выборок [6–12] выделяют: веро-

ятностные и детерминированные.
Вероятностные методы [6–8, 12] предполагают случай-

ное извлечение набора экземпляров из исходной выбор-
ки, причем каждый экземпляр исходной выборки имеет
ненулевую вероятность, которая может быть точно опре-
делена, быть включенным в формируемую выборку.
К вероятностным методам извлечения выборок относят:

– простой случайный отбор (simple random sampling):
из исходной выборки случайным образом отбирается
заданное число экземпляров;

– систематический отбор (systematic sampling): ис-
ходная выборка упорядочивается определенным обра-
зом и разбивается на последовательные группы экземп-
ляров, в каждой из которых выбирается для включения в
формируемую выборку объект с заданным порядковым
номером в группе;

– стратифицированный отбор (stratification sampling):
исходная выборка разделяется на непересекающиеся
однородные подмножества – страты, представляющие
все виды экземпляров, в каждом из которых применяет-
ся случайный или систематический отбор;

– вероятностный пропорциональный к объему от-
бор (probability proportional to size sampling): использу-
ется, когда имеется «вспомогательная переменная» или
«метрика объема», которая предполагается связанной с
интересующей переменной для каждого экземпляра,
вероятность выбора для каждого элемента исходной
выборки будет пропорциональна его метрике объема;

– отбор на основе кластер-анализа (сluster sampling): ис-
ходная выборка разделяется на кластеры, из группы экземп-
ляров каждого кластера случайно выбирается некоторое
подмножество экземпляров для формируемой выборки.

Достоинствами данных методов являются их относи-
тельная простота и возможность оценки ошибки выбор-
ки, а недостатками – то, что они не гарантируют, что сфор-
мированная выборка малого объема будет хорошо ото-
бражать свойства исходной выборки, а также не будет
избыточной и не будет искусственно упрощать задачу.

Детерминированные методы формирования выбо-
рок [6, 9–11] предполагают извлечение экземпляров на
основе предположений об их полезности (информатив-
ности), при этом некоторые экземпляры могут не быть
выбраны или вероятность их выбора не может быть точ-
но определена; они, как правило, основаны на кластер-
ном анализе и стремятся обеспечить топологическое
подобие исходной выборке. К детерминированным ме-
тодам формирования выборок относят методы:

– удобного отбора (сonvenience sampling): форми-
рует нерепрезентативную выборку из наиболее легко
доступных для исследования объектов;

– квотного отбора (quota sampling): исходная выбор-
ка разделяется на отличающиеся свойствами подгруп-
пы, после чего из каждой подгруппы выбираются объек-
ты на основе заданной пропорции);

– целевого отбора (judgmental (purposive) sampling):
объекты извлекаются из исходной выборки исследова-
телем в соответствии с его мнением относительно их
пригодности для исследования.
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Недостатком данных методов является невозмож-
ность оценивания ошибки сформированных выборок.
Достоинством детерминированных методов является то,
что они могут выявить наиболее значимые для решения
задачи построения диагностической модели прецеден-
ты, которые также могут быть использованы для иници-
ализации распознающих моделей и ускорения процесса
обучения. Поэтому для достижения цели, поставленной
в работе, в качестве базиса для формирования выборок
предлагается выбрать детерминированные методы.

Однако следует отметить, что детерминированные
методы, основанные на кластерном анализе, являются
сложно применимыми для выборок большого объема,
поскольку предполагают расчет расстояний между все-
ми экземплярами и манипуляции с матрицей расстоя-
ний. Следовательно, для повышения скорости обработ-
ки данных необходимо сократить объем вычислений за
счет исключения необходимости расчета расстояний, что
также позволит сократить требования к памяти ЭВМ.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Для того, чтобы при ограниченном объеме опера-

тивной памяти ЭВМ обеспечить обработку исходной
выборки большой размерности, предлагается осуществ-
лять поэкземплярную обработку исходной выборки, заг-
ружая в память только один текущий экземпляр на каж-
дой итерации. При этом заменять N-мерное представле-
ние экземпляра на  одномерное посредством
отображения его координат на обобщенную ось с ис-
пользованием хэширующего преобразования, сохраня-
ющего топологию исходного пространства признаков в
синтезируемом одномерном пространстве.

Для экономии как ресурсов памяти, так и вычислитель-
ных ресурсов предлагается вместо расчета расстояний
между всеми экземплярами целесообразно оперировать
только расстояниями между текущим рассматриваемым
экземпляров и сформированными центрами кластеров,
причем в одномерном пространстве хэш-кодов.

Для сокращения влияния человеческого фактора на
результаты формирования выборки число эталонов пред-
лагается не задавать, а определять автоматически, начи-
ная с одного и наращивая по мере необходимости.

С учетом изложенных выше идей, предложенный
метод может быть представлен следующим образом.

Этап инициализации. Установить: s=1, 
syC* ∅= , kq=0,

q = 1, ..., K.
Этап хэширующего преобразования. Если s<S, тогда

считать с внешнего носителя памяти очередной экземп-
ляр выборки xs в оперативную память. Определить на ос-
нове значений признаков экземпляра xs его хэш sx* , ис-
пользуя одно из преобразований, предложенных в [13], в
противном случае – перейти к этапу разбиения выборки.

Этап формирования набора хэш-эталонов (хэшей
центров кластеров). Если в наборе хэш-эталонов для клас-

са ys нет ни одного эталона, т. е. ∅=
syC*  и 0=

syk , тогдада
записать хэш текущего экземпляра как эталон в набор
хэш-эталонов для класса ys по формуле (1):

,1+=
ss yy kk  ),( ,)( *****

ssssss yyyysyy kcCCxkc ∪==  (1)

записать номер текущего экземпляра s в набор номеров эк-

земпляров класса ys: ,),( skyInd
sys =  после чего найти рас-

стояние от нового хэш-эталона до существующих хэш-эта-
лонов всех кластеров всех классов по формуле (2):

kckcdkckcd yyyyyy ssssss
))(),(())(),(( **** ==

KqCkkckc qyyy sss
,...,1|,|,...,1,)()( *** ==−= , (2)

установить: Realmaxkckcd
ssss yyyy =))(),(( **  и перейти

к этапу обработки нового экземпляра.
В случае если набор хэш-эталонов  непустой

( ∅≠
syC* ), тогда определить расстояния от хэша sx*  рас-

сматриваемого экземпляра xs до хэш-эталонов всех кла-
стеров данного класса:

|,|,...,1,)())(,( *****
sss yysys Ckkcxkcxd =−=

затем найти среди имеющихся в наборе хэш-эталонов
кластеров класса ys, номер ближайшего хэш-эталона к
хэшу sx* рассматриваемого экземпляра xs:

|,|,...,1))},(,({minarg* ***
ss yys

k
Ckkcxdi ==

после чего если ))(*),((*))(,( **** pcicdicxd qyys ss
< ,

|,|,...,1,,...,1 *
qCpKq ==  тогда пропустить s-й экземпляр

и перейти к этапу обработки нового экземпляра, в про-
тивном случае – добавить новый хэш-эталон на основе
s-го экземпляра по формуле (1), записать номер текуще-
го экземпляра s в набор номеров экземпляров класса ys:

,),( skyInd
sys =  после чего найти расстояние от нового

хэш-эталона до существующих хэш-эталонов всех клас-
теров  всех классов по формуле (2), установить:

Realmaxkckcd
ssss yyyy =))(),(( **  и перейти к этапу об-

работки нового экземпляра.
Этап обработки нового экземпляра. Установить s=s+1,

перейти к этапу хэширующего преобразования.
Этап разбиения выборки. Все экземпляры, исходной

выборки, на основе которых сформированы хэш-этало-
ны кластеров, занести в обучающую выборку Xоб., а ос-
тальные – в тестовую выборку Xтест.:

|},|,...,1,,...,1,),(|,{ *об.
ss yysss CkSsskyIndyxX ===><=

об.тест. \ XXX =

Предложенный метод позволяет загружать в опера-
тивную память ЭВМ полное признаковое описание толь-
ко одного текущего экземпляра и не требует расчета мат-
рицы расстояний между экземплярами, заменяя их рас-
стояниями от рассматриваемого экземпляра  до
одномерных хэш-эталонов, что позволяет существенным
образом снизить требования к ресурсам оперативной
памяти и осуществлять обработку выборок очень боль-
шого размера.
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Для предложенного метода вычислительная слож-
ность в так называемом «мягком смысле» может быть
оценена как O(2NS+4SQ+S χ ), где χ – вычислительная
сложность хэш-преобразования одного экземпляра, ко-
торая, очевидно, является функцией числа признаков N.
Исходя из практического опыта, положим, что χ=N,
Q = ln S, N=0,01S. Тогда вычислительная сложность мето-
да может быть оценена как O(0,01S2+4S ln S).

Пространственная сложность метода может быть оце-
нена как O(NS+SK+3N+Q2+Q). Приняв K=2 и Q = ln S,
N=0,01S, получим оценку пространственной сложности
O(0,01S2+2,03S+(ln S)2+ln S).

В терминах размерности входа n=NS≈0,01S2, приняв
для упрощения ln S ≈0,5N ≈0,05S, мы получим грубую
оценку вычислительной сложности предложенного ме-
тода порядка O(21n) и грубую оценку пространственной
сложности – O(n+2,08S+0,0025S2).

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для проверки работоспособности предложенного

метода он был программно реализован как дополнение к
компьютерной программе «Автоматизированная систе-
ма синтеза нейросетевых и нейро-нечетких моделей для
неразрушающей диагностики и классификации образов
по признакам» (Свидетельство о регистрации авторского
права на произведение № 35431 от 21.10.2010).

Разработанное математическое обеспечение использо-
валось для проведения экспериментов по решению задачи
индивидуального прогнозирования состояния здоровья
больного гипертонической болезнью по результатам экс-
периментально полученных наблюдений за состоянием
здоровья пациента и погодными условиями.

Исходная выборка данных была получена в г. Запоро-
жье (Украина) и содержала наблюдения за период с 2002 г.
по 2009 г., где каждый экземпляр представлял собой набор
данных, характеризующих состояние пациента в опреде-
ленную часть дня. В качестве временных характеристик
использовались дата (год, месяц, день), код дня недели,
время (час) наблюдения, код части дня (0 – утро, 1 – ве-
чер). В качестве объективных клинико-лабораторных по-
казателей использовались наблюдаемое артериальное дав-
ление (систолическое и диастолическое, мм. рт. ст.), пульс
(ударов в минуту), сведения о приеме лекарств (Амло (0 –
нет, 1 – да), Эгилок (0 – нет, 1 – да), Берлиприл (0 – нет, 1 –
да)), В качестве субъективных показателей использовались
характеристики самочувствия (наличие экстросистолы (0
– нет, 1 – есть), наличие боли в голове (0 – нет, 1 – есть),
наличие боли в затылке (0 – нет, 1 – есть), наличие пульса-
ции (0 – нет, 1 – есть), наличие боли в левом боку (0 – нет,
1 – есть), наличие боли в области сердца (0 – нет, 1 – есть),
нехватка воздуха (0 – нет, 1 – есть), наличие боли в животе
(0 – нет, 1 – есть), общая слабость (0 – нет, 1 – есть)). В
качестве метеорологических характеристик [14] исполь-
зовались (температура воздуха (°С), атмосферное давле-
ние (мм. рт. ст.), тип облачности (0 – нет, 1 – малая, 2 –
облачно, 3 – пасмурно), наличие грозы (0 – нет, 1 – есть),
направление ветра (0 – штиль, 1– северный, 2 – северо–
восточный, 3 – восточный, 4 – юго–восточный, 5 – юж-
ный, 6 – юго–западный, 7 – западный, 8 – северо-запад-
ный), скорость ветра (м/с), данные солнечной активности
(Mg II индекс [15]). Фрагмент исходных данных в графи-
ческом виде представлен на рис. 1.
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Рисунок 1 – Визуализация фрагмента выборки данных: 1 – день
недели, 2 – время, 3 – систоличесокое давление, 4 – диастоли-

ческое давление, 5 – пульс

Полученные наблюдения методом «окон» были ис-
пользованы для получения выборки для решения задачи
качественного прогнозирования состояния пациента на
ближайшую вторую половину суток по данным преды-
дущих наблюдений: в качестве входных признаков исполь-
зовались данные за предыдущие (утро и вечер) и теку-
щие сутки (утро), а в качестве выхода – состояние паци-
ента вечером в текущие сутки (0 – нормальное, 1 –
ухудшение состояния, сопровождающееся повышени-
ем артериального давления).

Сформированная выборка использовалась для фор-
мирования обучающей и контрольной выборок на ос-
нове предложенного метода, а также ряда известных
методов формирования выборок.

После чего для каждой из сформированных выборок
строились прогнозирующие модели на основе трехслой-
ных нейронных сетей прямого распространения сигна-
ла.  Каждая нейронная сеть содержала  на входе
N = 3×26 = 78 признаков, число нейронов входногоо
слоя – 10, число нейронов среднего слоя – 5, число ней-
ронов выходного слоя – 1. Все нейроны использовали
весовую (дискриминантную) функцию взвешенная сум-
ма, а функцию активации – тангенциальный сигмоид.

Перед подачей на входы сети сигналы нормирова-

лись по формуле: minmax

min

jj

j
s
js

j
xx

xx
x

−

−
= .

Обучение нейросетей осуществлялось на основе
метода Левенберга-Марквардта [1, 2].

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Результаты проведенных экспериментов представле-

ны в табл. 1.
Как видно из табл. 1, предложенный метод позволяет

существенно сократить объем обучающей выборки,
обеспечивая при этом высокую точность как обучения,
так и распознавания (качественного прогнозирования).

Разработанный метод не требует многократных прохо-
дов по выборке, ограничиваясь всего тремя просмотрами.
Причем, если заранее известны граничные значения при-
знаков, то число просмотров выборки можно сократить до
двух. При этом метод хранит в оперативной памяти только
один текущий экземпляр и набор сформированных одно-
мерных эталонов, который минимизирован по объему. Это
позволяет существенно снизить затраты как вычислитель-
ных ресурсов, так и ресурсов памяти.
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Метод формирования выборки S'/S t, сек. M, Мегабайт Eоб., %. toб., сек. Eрасп., %. 
0,5 1,35 1,62 0 1768,6 2,01 
0,25 0,68 0,81 0 936,6 4,14 
0,1 0,27 0,38 0 373,2 7,42 

Случайный отбор (без загрузки 
всей исходной выборки в память) 

0,05 0,14 0,16 0 191,3 12,97 
Кластер-анализ 0,26 690,37 101,34 0 920,4 0,41 
Предложенный метод 0,21 93,62 0,79 0 912,5 0,49 

Таблица 1 – Результаты экспериментов

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Предложенный метод формирования выборок по срав-

нению с методом на основе случайного отбора [6] обеспе-
чивает существенно большую точность прогнозирования,
сокращая при этом время обучения. Однако предложен-
ный метод требует больших затрат времени на формиро-
вание выборки, чем метод случайного отбора [6].

По сравнению с методом формирования выборок
на основе кластер-анализа [9] предложенный метод обес-
печивает сопоставимую точность прогнозирования, со-
кращая при этом время формирования выборки. Одна-
ко предложенный метод требует существенно меньших
затрат времени и ресурсов памяти при формировании
выборки, чем метод на основе кластер-анализа [9].

Также, в отличие от методов на основе случайного
отбора и кластер-анализа, предложенный метод автома-
тически определяет размер формируемых обучающей
и тестовой выборок, не требуя участия человека.

Недостатком предложенного метода является то, что он
требует задания преобразования на обобщенную ось и за-
висит от его требований к вычислительным ресурсам.

Эффективность применения разработанного метода
будет тем выше, чем больше признаков будет характери-
зовать исходный набор данных и чем больше будет эк-
земпляров в исходной выборке данных. При небольшом
объеме исходной выборки эффект от применения раз-
работанного метода будет незначительным.

ВЫВОДЫ
В работе решена задача формирования обучающих

выборок для автоматизации построения нейросетевых
моделей по прецедентам.

Научная новизна результатов, полученных в статье,
состоит в том, что впервые предложен метод формиро-
вания выборок, который, автоматически выделяет из
исходной выборки обучающую и тестовую выборки, не
требуюя загрузки всей исходной выборки в память ЭВМ,
осуществляя поэкземплярную обработку исходной вы-
борки с хэширующим преобразованием на одномерную
ось, формирует эталоны кластеров на обобщенной оси,
минимизируя их число, что позволяет повысить скорость
формирования выборок, снизить требования к вычис-
лительным ресурсам и памяти ЭВМ и обеспечить при-
емлемый уровень точности синтезируемых моделей.

Практическая значимость полученных результатов
заключается в том, что разработано программное обес-
печение, реализующее предложенный метод, на основе
которого решена практическая задача построения моде-
ли принятия решенй для индивидуального прогнозиро-
вания состояния пациента, больного гипертонией.

Перспективы дальнейших исследований состоят в
том, чтобы определить эффективные по времени и зат-

ратам памяти хэширующие преобразования экземпля-
ров выборки, сохраняющие топологию классов в про-
странстве признаков, исследовать предложенный метод
на более широком классе задач количественного и каче-
ственного прогнозирования и распознавания образов.
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Запоріжжя, Україна
ШВИДКИЙ МЕТОД ВИДІЛЕННЯ НАВЧАЛЬНИХ ВИБІРОК ДЛЯ ПОБУДОВИ НЕЙРОМЕРЕЖЕВИХ МОДЕЛЕЙ

ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ ЗА ПРЕЦЕДЕНТАМИ
Вирішено завдання формування навчальних вибірок для автоматизації побудови нейромережевих моделей за прецедентами. Запро-

поновано метод формування вибірок, який автоматично виділяє з вихідної вибірки навчальну та тестову вибірки, не вимагаючи
завантаження всієї вихідної вибірки у пам’ять ЕОМ, здійснюючи поекземплярну обробку вихідної вибірки з гешуючим перетворенням
на одновимірну вісь, формує еталони кластерів на узагальненій осі, мінімізуючи їх число, що дозволяє підвищити швидкість формуван-
ня вибірок, знизити вимоги до обчислювальних ресурсів і пам’яті ЕОМ і забезпечити прийнятний рівень точності синтезованих
моделей. Розроблений метод не вимагає багаторазових проходів по вибірці, обмежуючись лише трьома переглядами. При цьому метод
зберігає в оперативній пам’яті тільки один поточний екземпляр і набір сформованих одновимірних еталонів, який мінімізовано за
обсягом. На відміну від методів на основі випадкового відбору та кластер-аналізу запропонований метод автоматично визначає розмір
формованих навчальної та тестової вибірок, не вимагаючи участі людини. Розроблено програмне забезпечення, що реалізує запропо-
нований метод, на основі якого вирішена практична задача побудови моделі прийняття рішень для індивідуального прогнозування
стану пацієнта, хворого на гіпертонію.

Ключові слова: вибірка, формування вибірки, екземпляр, нейронна мережа, індивідуальне прогнозування, навчання за прецеден-
тами.
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THE QUICK METHOD OF TRAINING SAMPLE SELECTION FOR NEURAL NETWORK DECISION MAKING MODEL

BUILDING ON PRECEDENTS
The problem of training sample forming is solved to automate the construction of neural network models on precedents. The sampling

method is proposed. It automatically selects the training and test samples from the original sample without the need for downloading the entire
original sample to the computer memory. It processes an initial sample for each one instance with hashing transformation to a one-
dimensional axis, forming cluster templates on the generalized axis, minimizing their number. This allows to increase the speed of sampling,
to reduce the requirements to computing resources and to computer memory and to provide an acceptable level of accuracy of the synthesized
models. The developed method does not require multiple passes through the sample, being limited by only three viewing. At the same time the
method keeps in a random access memory only the current instance and the generated set of one-dimensional templates, which is minimized
by volume. Unlike the methods based on random sampling and cluster analysis the proposed method automatically determines the size of the
formed training and test samples without the need for human intervention. Software realizing proposed method is developed. On its basis the
practical task of decision-making model building to predict the individual state of the patient with hypertension is resolved.

Keywords: sample, sampling, instance, neural network, individual prediction, training on precedents.
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