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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ РИСУНКА ГРАФА

В данной работе рассматривается математическая модель для построения рисунка
графа с минимальным числом пересечений. Представлена схема выполнения этапов
построения топологического рисунка непланарного графа. Рассмотрена математическая
модель перехода от топологического рисунка графа к геометрическому рисунку используя
силовую модель, представляющую ребра графа как пружины с заданным модулем
упругости.
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ОБЗОР МЕТОДОВ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Методы построения рисунка графа (визуализация)
широко применяются в таких областях человеческой де-
ятельности как биологические науки, искусственный
интеллект, анализ финансовой информации, в процессе
проектирования плоских конструктивов где соединения
между элементами расположены в нескольких парал-
лельных плоскостях, такие как интегральные микросхе-
мы, печатные платы и т. п.

Первоначально методы, связанные с построением
рисунка графа на плоскости, стали применять разработ-
чики систем автоматизированного проектирования плос-
ких конструктивов для радиоэлектронных устройств.
В работах отечественных и зарубежных проектировщи-
ков систем [1–8] подробно рассмотрены методы пост-
роения рисунка графа и проблемы, возникающие при
реализации тех или других подходов. Дальнейшее разви-
тие этих методов рассмотрено в обзорной работе [9], где
рассказывается об эволюции методов визуализации гра-
фов в связи с потребностями практики.

Исходя из рассмотренного, можно сказать что в на-
стоящее время сложилось два взгляда на методы постро-
ения рисунка графа на плоскости: геометрический под-
ход [10–13] и топологический подход. Геометрический
способ представления сводится к геометрическому за-
данию координат вершин тем или другим способом.
Заведомо расположив вершины в точках координатной
сетки или расположив их в иерархическом порядке по
уровням или по окружности (эллипсу) и представив со-
единения (ребра) прямыми, ломаными линиями или
криволинейными отрезками, получают рисунок графа.

Другое представление рисунка графа строится на
основе теоретико-множественного описания. Одной из
первых публикаций по представлению топологического
описания рисунка графа с определением количества
пересечений ребер для двух циклических фрагментов
была работа [14]. Автору удалось преобразовать данную
задачу к решению известной задачи теории графов пред-
ставления двудольного графа с минимальным числом

пересечения ребер (рис. 1). Данный подход привел к раз-
витию методов цепочечного построения рисунка графа
для определения количества пересечений [15]. Однако
вопрос поиска оптимальной цепочки соединений для
получения рисунка графа с минимальным числом пе-
ресечения ребер остался открытым.

Дальнейшее развитие методов расчета количества
пересечений соединений представлено в работах Рап-
попорта Л. И., Мороговского Б. Н., Поливцева С. А. [16].
Они первые высказали мысль, что при построении ри-
сунка графа анализ отношения пересечения ребер мо-
жет производиться в топологическом пространстве, в
котором метрические свойства не определены. Они раз-
работали основы векторной алгебры пересечений, где
для полного и непротиворечивого описания рисунка
графа авторы вводят понятие координатно-базисной си-
стемы (КБС) и относительно ее устанавливают проек-
ции всех соединений с целью определения пересечения
ребер по их проекциям.

Как правило, такая координатно-базисная система
может быть построена относительно любого дерева гра-
фа. Несмотря на революционность подхода, ограниче-
ния, накладываемые на построение координатно-базис-
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Рис. 1. Пересечения соединений двух фрагментов
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ной системы запрещающие соединениям пересекать
базовые вектора КБС, несколько сократили примени-
мость метода. Так как различные деревья порождают
различные КБС с различным количеством пересечений
соединений возникает проблема оптимального, с точки
зрения минимального количества пересечения соедине-
ний, выбора дерева графа. Выбор такого дерева являет-
ся труднорешаемой задачей, требующей перебора всех
деревьев графа [17].

Одной из основных задач при топологическом подхо-
де к построению рисунка графа является задача плана-
ризации графа. Задача планаризации графа рассматри-
валась многими исследователями и, в частности, проек-
тировщиками систем  автоматизированного
проектирования плоских конструктивов [3, 6–8], так как
здесь она представлялась наиболее выпуклой.

Граф называется планарным если он изоморфен плос-
кому графу, т. е. существует возможность получения
плоской укладки такого графа. Область плоскости, огра-
ниченная ребрами плоского графа и не содержащая
внутри себя ни вершин, ни ребер, называется гранью.
Известная формула Эйлера связывает число вершин и
ребер плоского графа с числом его граней: r – m + n = 2,
где n – число вершин, m – число ребер графа, r – число
граней графа.

Имеется несколько критериев планарности графа, дан-
ные Л. С. Понтрягиным, К. Куратовским, К. Вайнером,
С. Мак-Лейном. Критерии планарности таковы, что если
даже удалось установить планарность графа, то нет ин-
формации о том как строить его укладку на плоскости.
В тоже время при решении практических задач недоста-
точно знать, что граф планарен, а необходимо постро-
ить его плоское изображение. Все это вызвало появле-
ние алгоритмов, которые не только проверяют граф на
планарность, но и одновременно должны строить его
плоскую укладку.

Практическое использование перечисленных крите-
риев затруднено из-за необходимости полного перебо-
ра всех простых циклов для содержательного рассмот-
рения графа. Поэтому были разработаны эвристичес-
кие методы определения планарности.

В работе [7] рассмотрен алгоритм В. Бадера для оп-
ределения планарности графа схемы, когда задан гамиль-
тонов цикл и когда неизвестно его существование. Там
же описан алгоритм О. Винга и Ж. Фишера, основанный
на аналогичной идее, но выгодно отличающийся от ал-
горитма Бадера тем, что проверка планарности ведется
по видоизмененной матрице инцидентности. В работах
Дана, Чена и др. приведены алгоритмы, которые исполь-
зуют матрицу линейно независимых циклов для опреде-
ления планарности графа. Основным ограничением это-
го класса алгоритмов является построение, а также из-
быточное хранение в памяти ЭВМ матрицы циклов
больших размеров.

Один из алгоритмов планарности разработан в 1970 г.
Хопкрофтом и Тарьяном [18]. Они нашли алгоритм, тре-
бующий О(ЅNЅlogЅNЅ) единиц времени, который они в

конечном счете улучшили до О(ЅNЅ). Данный алгоритм
проверяет граф на планарность и, если он планарен, про-
изводит его плоскую укладку. Однако, данный алгоритм
лишь косвенно содержит информацию о рисунке гра-
фа, а его применение проблематично для дальнейшего
решения задачи построения и выделения максимально
плоского суграфа из непланарного графа, а также для
решения задачи построения рисунка графа с минималь-
ным числом пересечений для непланарного графа.

Трудности, возникающие при применении цикличес-
ких, матричных и комбинированных алгоритмов, резко
сокращают применение этих методов для решения ос-
новной задачи планаризации графа. Поэтому, для про-
ведения таких вычислений в настоящее время развива-
ются эвристические подходы, связанные с реализацией
нечетких алгоритмов [15, 19]. В новом, развивающемся
научном направлении «имитационное моделирование»,
исследуются совместные действия многих интеллекту-
альных искусственных систем, в результате которого воз-
никают новые знания и новые структуры.

Поэтому, цель данной работы схематически, в общем
виде (не вдаваясь в подробности математических струк-
тур и вычислительных методов) рассмотреть способы
построения топологического рисунка графа с минималь-
ным числом пересечений и связать топологические ме-
тоды с последующими геометрическими построения-
ми рисунка графа.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ ОПИСАНИЯ
ТОПОЛОГИЧЕСКОГО РИСУНКА ГРАФА

Традиционно, граф G = (X, U; P), как правило, задается
множеством вершин Х, множеством ребер U и трехмест-
ным предикатом Р в виде матрицы смежностей или мат-
рицы инциденций [20–24]. Графически граф G на плоско-
сти может быть представлен множеством способов [24], в
зависимости от расположения вершин (точек) на плоско-
сти, а ребра представляются произвольными отрезками
линий соединяющих точки, соответствующие концевым
вершинам. Например, граф К5  можно представить в виде
множества следующих рисунков (рис. 2).

И тогда, на повестке дня становится вопрос создания
математических структур для топологического описания
рисунка графа на плоскости [15, 25]. Необходимым по-
нятием для топологического описания плоского рисун-
ка графа G является понятие о вращении вершин графа,
введенное Г. Рингелем [26].

Определение 1. Для данного графа G вращение вер-
шины А графа G – это ориентированный циклический
порядок (или циклическая перестановка) всех ребер,
инцидентных вершине А.

Определение 2. Вращение s графа G – это вращение
всех вершин графа G.

Запись (G,σ) будет обозначать граф G с некоторым
вращением вершин σ, которое характеризует топологи-
ческий рисунок графа.

Определение 3. Циклическое множество – это множе-
ство элементов с учетом их циклической перестановки.



74

МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

Циклическое множество можно записать в виде цик-
лического кортежа.

Вращение вершин принято записывать в виде диаг-
рамм. Например, следующая диаграмма описывает вра-
щение вершин s рисунка графа, представленного на рис. 3.

Пусть Х1 – вершина, инцидентная ребру u1 в графе G
с вращением (G, σ). Мы построим в графе G замкнутый
маршрут

X1,u1,X2,u2,X3,u3,..., (1)
где вершина Х2 – второй конец ребра u1, а ребро u2
следует за ребром u1  во вращении  вершины Х2, опре-
деляемом вращением σ. Затем определяется Х3, как вер-
шина, инцидентная ребру u2 и не равная Х2. После этого
в качестве u3 выбирается ребро, следующее за ребром
u2 во вращении вершины Х3 и т. д. Закончим процесс в
точности перед тем моментом, когда должна повторить-
ся пара Х1, u1. Она должна повториться, ибо граф G ко-
нечный, а наш процесс однозначно определен и в обрат-
ном направлении, а именно, если часть Хt–1,ut,Xt,... из-
вестна, то ребро ut–1 определяется вращением вокруг
вершины Xt–1. Мы назовем такой замкнутый маршрут
циклом, порожденным вершиной Х1 и ребром u1 и ин-
дуцированным вращением σ.

Заметим, что во вращении каждое ребро появляется
в точности дважды, второй раз – всегда в противополож-
ном направлении.

Если граф планарен и имеется вращение, описываю-
щее плоский рисунок, то циклы, индуцированные вра-
щением, суть простые циклы.

Например, для плоского графа G с вращением (пред-
ставленного на рис. 3) имеем следующую систему ин-
дуцированных циклов.

Индуцированные циклы: <x1,x3,x2>, <x1,x4,x3>, <x2,x3,x5>,
<x5,x3,x4>, <x2,x5,x6>, <x6,x5,x4>, <x2,x6,x4,x1> для вершин. Или
в  виде множества  ребер:  {u1,u2,u4},{u2,u3,u7},
{u7,u8,u9},{u4,u5,u8},{u5,u6,u11}, {u9,u10,u11},{u1,u3,u6,u10}.
Индуцированный цикл {u1,u3,u6,u10} является ободом
графа и равен кольцевой сумме циклов, описывающих
границы граней рисунка плоского графа [27].

В случае непланарных графов для топологического
описания рисунка графа понятия вращения вершин уже
не достаточно, так как вращение вершин не позволяет
описывать пересечение ребер. В качестве примера рас-
смотрим рисунки непланарного графа G (рис. 4), задан-
ные одним и тем же вращением.

Рис. 2. Различные рисунки графа К5

1:  2  3  4
2:  1  6  5  3
3:  2  5  4  1
4:  1  3  5  6
5:  3  2  6  4
6:  2  4  5

Рис. 3. Граф G и его вращение вершин
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Как видно из приведенного примера, в случае описа-
ния рисунка непланарного графа одно и тоже вращение
вершин может характеризовать различное пересечение
ребер.

На рис. 4 вращение производится по часовой стрел-
ке. Здесь вращение вершин σ можно записать в виде
множества циклических подмножеств:

σ 1 = <x8,x7,x2>,  s 2 = <x1,x9,x6,x3>,
σ 3 = <x2,x7,x10,x11,x4>, σ4 = <x3,x6,x5>,

σ5 = <x4,x11,x10,x6,x8>,  σ6 = <x7,x8,x5,x4,x2>,
σ7 = <x1,x6,x10,x3>,

σ8 = <x5,x6,x10,x9,x1>, σ 9 = <x8,x10,x2>,
σ 10 = <x9,x7,x8,x5,x11,x3>,  σ 11 = <x3x10,x5>.

Для описания рисунка графа с пересекающимися
ребрами можно ввести понятие мнимой вершины – т. е.
вершины, которая характеризует топологическое пере-
сечение ребер. Тогда удается описывать топологичес-
кий рисунок графа с помощью понятия вращения вер-
шин  σ  с его свойством индуцировать простые циклы.

В свою очередь, циклы графа принадлежат линейно-
му подпространству циклов графа [27]. Будем рассмат-
ривать трехсвязные и выше, несепарабельные неориен-
тированные графы без петель и кратных ребер, без мос-
тов и точек сочленения, без вершин с локальной
степенью два и единица.

Определение 4. Мнимая вершина – это топологичес-
кое местоположение пересечения двух ребер.

На рис. 5 представлен рисунок графа с мнимыми вер-
шинами. Для идентификации мнимых вершин применя-
ется обозначение, отличное от обозначения вершин гра-
фа. Таким образом, запись (G,  σ) будет обозначать граф
G с некоторым вращением σ и одновременно будет ха-
рактеризовать рисунок графа на плоскости.

Таким образом, рисунок графа c ne исходными и nf
мнимыми вершинами n = ne + nf можно описывать и
представлять следующим образом:

1. Трехместным предикатом, устанавливающим со-
ответствие между ребром и его концевой парой вершин
в виде матрицы смежностей, матрицы инциденций или
логической записью соответствия между ребром и вер-
шинами;

Рис. 4. Рисунки графа G c пересекающимися ребрами

2. Вращением вершин s, записанным в виде множе-
ства циклических подмножеств:

σ={σ1,σ2,   , σn},  где σi = <x1,x2,…,xi–1,xi+1,…,xk>,  xi∈X. (2)

Для описания заданного топологического рисунка гра-
фа на плоскости при заданном трехмерном предикате Р и
вращении вершин σ этого вполне достаточно [28, 29]. Од-
нако, существует и обратная задача, когда вращение вер-
шин исходного графа и вращение мнимых вершин нуж-
но определить при заданном трехместном предикате Р.

Определение 5. Будем называть максимально плос-
ким суграфом непланарного графа планарный суграф,
полученный путем удаления из непланарного графа
минимального количество ребер.

Для решения задачи построения топологического ри-
сунка непланарного графа, можно предложить следую-
щую схему выполнения этапов расчета:

1) этап выделения единичных циклов графа [28];
2) проверка графа на планарность [28];
3) если граф непланарен, то выполняется этап выде-

ления максимально плоского суграфа (здесь использу-
ются различные методы дискретной оптимизации [25–
26, 30–32] для получения нулевого значения функциона-
ла Мак-Лейна при соблюдении условия «удаление
единичного цикла производится с удалением одного и
только одного ребра» [28, 33]);

4) этап построения графа циклов;
5) этап проведения маршрутов минимальной длины,

характеризующих удаленные ребра при выделении мак-
симально плоского суграфа на графе циклов;

6) этап разбиения выделенного множества маршру-
тов минимальной длины на непересекающиеся подмно-
жества с применением методов векторной алгебры пе-
ресечений;

7) этап построения рисунка графа с минимальным
числом пересечений, используя выделенное множество
непересекающихся маршрутов минимальной длины
методом теории вращений вершин графа [29];

8) этап разбиения рисунка графа на минимальное ко-
личество непересекающихся по ребрам подмножеств,
планарных суграфов (расслоение рисунка графа);

9) этап построения геометрического рисунка графа
относительно топологического рисунка графа с мини-
мальным числом пересечений;

Рис. 5. Рисунок графа G c введенными мнимыми вершинами
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10)  этап корректировки геометрического рисунка графа.
Пример 1. На примере графа К7  рассмотрим про-

цесс построения рисунка графа для непланарного гра-
фа (рис. 6–9).

Рис. 6. Полный граф К7

Рис. 7. Макимально плоский суграф для К7

Рис. 8. Минимальное число пересечений ребер для К7

Рис. 9. Разбиение на плоские суграфы

Первый этап построения максимально плоского суг-
рафа представлен на рис. 7. Здесь множество выделен-
ных простых циклов индуцирует вращение вершин:

– вращение вершины   1:   7   2   3   5   7;
– вращение вершины   2:   7   5   4   3   1   7;
– вращение вершины   3:   2   4   6   5   1   2;
– вращение вершины   4:   2   5   6   3   2;
– вращение вершины   5:   2   7   1   3   6   4   2;
– вращение вершины   6:   4   5   3   4;
– вращение вершины   7:   5   2   1   5.

c1 = {u1,u2,u7} → <х1,х3,х2>;
c2 = {u1,u6,u11} → <х7,х1,х2>;
c3 = {u2,u4,u13} → <х3,х1,х5>;
c4 = {u4,u6,u20} → <х7,х5,х1>;
c5 = {u8,u9,u16} → <х4,х5,х2>;
c6 = {u9,u11,u20} → <х5,х7,х2>;
c7 = {u12,u14,u17} → <х3,х6,х4>;
c8 = {u13,u14,u19} → <х6,х3,х5>;
c9 = {u16,u17,u19} → <х6,х5,х4>;

c0 = {u7,u8,u12} → <х3,х4,х2> – это обод.

Второй этап построения рисунка графа с минималь-
ным числом пересечений относительно выделенного
максимально плоского суграфа представлен на рис. 7.
На рис. 10 представлен окончательный рисунок графа с
вращающимися вершинами.
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Рис. 10. Вращение вершин графа для рисунка с минималь-
ным числом пересечений ребер

Результат этапа разбиения на минимальное количе-
ство планарных суграфов представлен на рис. 9.

После выполнения процедуры построения макси-
мально плоского суграфа, строится граф циклов. При
построении графа циклов каждому циклу ставится в со-
ответствие вершина, а ребро определяется истинностью
высказывания, если два цикла имеют одно общее ребро.
На графе циклов строятся соответствующие маршруты
минимальной длины для исключенных ребер в процес-
се выделения максимально плоского суграфа.

На примере графа К7 рассмотрим процесс построе-
ния маршрутов минимальной длины для исключенных
ребер графа (рис. 11).

Методами векторной алгебры пересечений [16] фор-
мируем список непересекающихся минимальных марш-
рутов и определяем топологическое размещение мнимых
вершин для первого прохода алгоритма (рис. 12).

Вновь формируем список непересекающихся мини-
мальных маршрутов и определяем топологическое раз-
мещение мнимых вершин для второго прохода алгорит-
ма (рис. 13).

Выполняем топологическое размещение мнимых
вершин до полного исчерпания списка непроведенных
соединений графа.

Рис. 11. Построение маршрутов минимальной длины

Рис. 12. Введение мнимых вершин (1 проход)

Рис. 13. Введение мнимых вершин (2 проход)

РАЗБИЕНИЕ РИСУНКА ГРАФА НА
МИНИМАЛЬНОЕ ЧИСЛО НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ
МНОЖЕСТВ ПЛАНАРНЫХ СУГРАФОВ

После построения рисунка графа с минимальным
числом пересекающихся ребер, решается задача разби-
ения рисунка графа на минимальное число непересека-
ющихся планарных подмножеств. Задача разбиения ри-
сунка графа сводится к построению графа реберных
пересечений и решению задачи поиска хроматического
числа для данного графа. В качестве примера на рис. 14
представлен граф пересечений ребер для графа К7 на
рис. 6.

ПЕРЕХОД ОТ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО РИСУНКА
ГРАФА К ГЕОМЕТРИЧЕСКОМУ РИСУНКУ ГРАФА

На рис. 15 представлен геометрический рисунок графа.
Для перехода от топологического рисунка графа с

вращающимися вершинами к геометрическому рисун-
ку можно применить все богатство хорошо разработан-
ных методов построения рисунка графа [10–13].
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Рис. 14. Граф пересечений ребер

Рис. 15. Геометрический рисунок графа К7

Математической моделью перехода от топологичес-
кого рисунка графа к геометрическому рисунку может
служить силовая модель, представляющая ребра графа
как пружины с заданным модулем упругости, причем,
вершины, принадлежащие выделенному циклу (ободу),
жестко закреплены. И тогда каждое ребро графа пред-
ставляется вектором силы прямо пропорциональным его
длине:

lF g= , (3)

здесь F – вектор силы, g – модуль упругости, l – векторор
длины отрезка.

 Для силовой модели сумма векторов сил при равно-
весии в точке должна быть равна нулю:

0F
1

=∑
=

p

i
i , (4)

здесь, p – количество сил, действующих на точку (ло-
кальная степень вершины в графе).

К уравнению (3) добавляется условие равенства нулю
векторной суммы длин отрезков для любого замкнутого
контура (цикла в графе):

0
1

=∑
=

k

i
il ,  (5)

здесь, k – количество отрезков в контуре (длина цикла в
графе).

Уравнения (4–5) аналогичны первому и второму за-
конам Кирхгофа для электрической цепи, в предположе-
нии, что сила пружины F соответствует току ветви I, а
длина пружины l соответствует падению напряжения U
на ветви. Здесь g – проводимость ветви. Воспользовав-
шись данной аналогией, можем составить уравнения
равновесия для электрической цепи, а для решения при-
менить хорошо разработанные методы расчета элект-
рических схем. Так как построение осуществляется в
двумерном пространстве, то составляется и решается две
системы линейных алгебраических уравнений. Одна си-
стема уравнений характеризует расположение точек от-
носительно оси абсцисс, другая система уравнений ха-
рактеризует расположение точек относительно оси ор-
динат. В частности, можно использовать для нахождения
решения метод узловых потенциалов.

Недостатком данного подхода является то, что полу-
ченный рисунок как бы «стягивает» вершины к центру,
неравномерно распределяя их на плоскости. Однако, име-
ется возможность корректировки решения. Для этого
необходимо произвести разбиение вершин на непере-
секающиеся подмножества топологически равноудален-
ных от вершин обода.

Топологический рисунок графа с вращающимися
вершинами представлен на рис. 16.

На рис. 22 показано распределение вершин по уров-
ням.

Рис. 17 показывает расположение зон для располо-
жения вершин.

На рис. 17–22 показан процесс последовательного
расположения вершин по линиям уровня с учетом вра-
щения вершин.

Рис. 16. Рисунок графа
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Рис. 17. Уровни вершин

Рис. 18. Зоны уровней

Рис. 19. Вершины 1-го уровня

Рис. 20. Вершины 2-го уровня

Рис. 21. Вершины 3-го уровня

Рис. 22. Вершины 4-го уровня

ВЫВОДЫ

Рассмотрены основные этапы и методы построения
рисунка графа с минимальным числом пересечения ре-
бер. Приведен пример построения такого рисунка графа.
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ТОПОЛОГІЧНІ МЕТОДИ ПОБУДОВИ РИСУНКА ГРАФА
У даній роботі розглядається математична модель для побудови рисунка графа з мінімальним числом перетинів. Представ-

лена схема виконання етапів побудови топологічного малюнка непланарного графа. Розглянута математична модель переходу від
топологічного малюнка графа до геометричного малюнка використовуючи силову модель, що представляє ребра графа як
пружини з заданим модулем пружності.

Ключові слова: граф, рисунок графа, обертання вершин, закон Кірхгофа, множина циклів.
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TOPOLOGICAL METHODS OF CONSTRUCTION OF GRAPH DRAWING
In this work a mathematical model for the construction drawing of a graph with the minimum number of intersections is presented.

The construction of picture of graph is executed in a few stages, in the beginning is maximally planar sugraph for a nonplanar count, on
the second stage the construction of picture of graph is produced, with the minimum number of intersections in relation to selected
maximally planar sugraph. After the construction of picture of graph with the minimum number of intersecting ribs, the task of breaking
up of picture of graph decides on the minimum number of non-overlapping planar subsets.

Next the process of transition from the topological picture of the graph is further executed with the revolved tops to the geometrical
picture. For the geometrical image of picture of graph on a plane it is required to find the coordinates of every top of graph. For this
purpose as a power model, presenting the ribs of count as springs with the set module of resiliency, serves as a mathematical model of
transition from the topological picture of graph to the geometrical picture, thus, tops, belongings the selected cycle (to the rim), are hardly
fastened. And then every rib of graph appears the vector of force straight proportional his length.

Keywords: graph, graph drawing, spinning tops, Kirchhoff’s law, number of cycles.
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В статье предложена постановка контактной задачи в трехмерной постановке. Для
решения поставленной задачи был использован метод конечных элементов на основе
интерполяционного полинома Эрмита. Численные расчеты проведены в рамках системы
МIРЕЛА+. В работе приведены тестовые примеры расчета параметров контактного
взаимодействия эластомерных элементов конструкций. Полученные результаты сравнены
с имеющимися классическими решениями.

Ключевые слова: контактная задача, метод конечных элементов, классическая
постановка контактной  задачи, вариационная постановка контактной задачи ,
интерполяционный полином Эрмита, параметры контактных взаимодействий.

ВВЕДЕНИЕ

В общей постановке решение контактной задачи сво-
дится к отысканию контактных напряжений и области
контактной площадки, взаимодействующих тел. Необхо-
димость расчета напряженно-деформированного состо-
яния тел сложной геометрической формы приводит к
применению численных методов. Одним из наиболее
распространенных является вариационный метод – ме-
тод конечных элементов.

В вариационной постановке решение контактной за-
дачи сводится к минимизации функционала полной энер-
гии с линейными ограничениями в виде неравенств.
В частности, если вариационная задача есть задача ми-
нимизации полной энергии системы контактирующих
линейно упругих тел, то ограничение – неравенство, от-
ражающее физическое требование непроникания. Зна-
чительный вклад в развитие данного подхода был сделан
такими учеными, как А. С. Кравчук [1, 2], Г. И. Львов [3],
А. М. Хлуднев [4], Э. Калкер [5], В. И. Кузьменко [6, 7],
В. И. Моссаковский, В. С. Гудрамович [8], В. П. Малков
[9], Е. Бетц [10] и др.

Стремительное развитие подходов к решению кон-
тактных задач методом конечных элементов послужило
толчком к появлению различных программных комплек-
сов, реализующих предложенные подходы на ЭВМ. Наи-
большее распространение получили такие вычислитель-
ные системы: PLAXIS 3D Foundation [11], ЛИРА-
Windows [12], COSMOSWORKS [13], MSC.Nastran [14],
ИСПА [15], ANSYS [16], ASKA [17] и др.

МIРЕЛА+ [18], представленная в данной работе, яв-
ляется специализированной системой по расчету элас-
томерных конструкций на прочность, разрушение и дол-
говечность, предназначена для расчета напряженно-де-
формированного состояния эластомерных конструкций
модифицированным методом конечных элементов –
моментной схемой конечного элемента [19]. В рамках
данного комплекса разработана подсистема КОЭРМА,

которая позволяет проводить исследования контактных
взаимодействий элементов из слабосжимаемых матери-
алов на базе усовершенствованного метода конечных
элементов [20].

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КОНТАКТА

В работе рассматриваются эластомерные элементы,
взаимодействующие с другими деталями конструкций,
математически условия таких взаимодействия задаются
не только классическими краевыми условиями, но и ус-
ловиями в виде неравенств на границе области.

На рис. 1 изображено тело V , ограниченное функци-
ей ),(00 yxfz = , в недеформированном состоянии. Об-
ласть V  контактирует с абсолютно жестким телом, кото-
рое ограничено функцией ),(2 yxgz = . Первоначальный
зазор между телами в недеформированном состоянии
отсутствует, и тела имеют контакт в некоторой области
(рис. 1 – точка А).

Нагрузка, действующая со стороны поверхностных
сил ),,( zyxpi , вызывает перемещение точек тела

),,( zyxu  и после деформации функция, описывающая

Рис. 1.
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тело V  имеет вид )(1 y,xfz = . Если в некоторой точкее
Szyx ∈),,(  происходит контакт двух тел, то в этой точкее

0),(),( =− yxgyxf . Кроме того, нормальные напряже-
ния должны быть сжимающими 0),,( <σν zyx . Если же
в  точке Szyx ∈),,(  контакт отсутствует, тоо

0),(),( >− yxgyxf , 0),,( =σν zyx .

Таким образом, для всех точек поверхности должны
быть выполнены следующие условия:

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧
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⎩
⎨
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=−

ν

ν

.0),,(
;0),(),(

;0),,(
;0),()(

zyx
yxgyxf

zyx
yxgy,xf

(1)

Выражения (1) моделируют граничные условия кон-
тактного взаимодействия двух тел, здесь указаны усло-
вия непроникания без указания площадки контактной
области.

Таким образом, постановка краевой задачи заключа-
ется в определении напряжений и деформаций по пло-
щадке контакта и во всем объеме контактирующего тела
с учетом условий (1).

Вариационная постановка, соответствующая класси-
ческой краевой задаче, заключается в отыскании полей
перемещений, для которых вариация полной потенци-
альной энергии принимает минимальное значение. Ус-
ловия взаимодействия эластомерных элементов конст-
рукций задаются не только классическими краевыми
условиями, но и условиями в виде неравенств на грани-
це области. Следовательно, вместо вариационного урав-
нения получаем вариационное неравенство [21].

В работе [20] представлен аппроксимирующий по-
лином Эрмита, который был применен для построения
основных соотношений матрицы жесткости конечного
элемента. Введение интерполяционного полинома, учи-
тывающего непрерывность компонент перемещений и
их частных производных, позволило улучшить сходи-
мость результатов. В работе на основе приведенной схе-
мы метода конечного элемента был разработан итера-
ционный процесс решения контактных задач для взаи-
модействия эластомерных элементов конструкций и
абсолютно жесткого металлического элемента.

ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

Изложенный подход для расчета напряженно-дефор-
мированного состояния эластомерных конструкций в ус-
ловиях контактного взаимодействия [21] реализован в па-
кете прикладных программ «КОЭРМА», который напи-
сан на языке программирования Фортран и является
одной из составных частей вычислительного комплекса
«МІРЕЛА+» [18]. «МІРЕЛА+» предназначен для решения
задач строительной механики и механики деформирован-
ного твердого тела и состоит из нескольких подсистем.

«КОЭРМА» предназначен для расчета напряженно-
деформированного состояния эластомерных элементов

в условиях контактных взаимодействий. В подсистеме
реализована  моментая схема конечного элемента с при-
менением интерполирующего полинома Эрмита.

Эластомерный элемент разбивается на конечные эле-
менты, в узлах которых отыскиваются значения переме-
щений, нормальных и касательных напряжений по трем
направлениям. Контактные взаимодействия моделиру-
ются условиями непроникновения точек контактирую-
щих тел.

Процесс расчета, реализованный в данной системе,
состоит из трех взаимосвязанных этапов. На первом эта-
пе задается конечно–элементная дискретизация расчет-
ной схемы, топология и граничные условия исследуе-
мого объекта, физические характеристики материала. На
втором этапе рассчитываются локальные матрицы жес-
ткости конечных элементов, строится глобальная матри-
ца жесткости конструкции, составляется разрешающая
система уравнений. На завершающем этапе находятся
вектор узловых перемещений с учетом вектора допол-
нительной нагрузки, определяются поля деформаций,
напряжений, их производных.

Для проведения расчета напряженно-деформирован-
ного состояния конструкции в системе «КОЭРМА» не-
обходимо задать входную информацию: топологию дис-
кретной модели, граничные и начальные условия, физи-
ко-механические характеристики, геометрию и силовые
воздействия.

Расчетная схема конструкции строится путем зада-
ния геометрических координат конструкции в базисной

декартовой системе координат kz . В этой же системе
координат вводятся поля нагрузок и граничных условий.

В местной криволинейной системе координат ix  задает-
ся нумерация и сеточные координаты узлов. Значения
узловых координат хранится в массиве X (NUX,3).

Количество разбиений по каждому направлению
выбирается в соответствии с размерами конструкции и
определяется значениями М1, М2, М3, где М1 – количе-

ство узлов разбиений по оси 1x , М2 – по оси 2x , М3 – по
оси 3x .

Топология исследуемого объекта задается подпрограм-
мой TELOS(N1, N2, N3, K1, K2, K3, NF), где N1, N2, N3 –
начальные и K1, K2, K3 – конечные сеточные координа-
ты области. NF – признак, принимающий значения: 71,
если для узла в положительном направлении всех осей
есть конечный элемент, 7 – для узлов не имеющих конеч-
ного элемента в положительном направлении.

В подпрограмме ZAKREP(N1, N2, N3, K1, K2, K3, IZ,
NF) формируются граничные условия, рассчитываемой
задачи. Переменная IZ определяет тип граничного зак-
репления.

Поле узловых нагрузок Q(NUX, 3) определяется в под-
программе HAGPO3(N1, N2, N3, K1, K2, K3, IZ, NUX, NF,
X, Q), где IZ – номер грани к которой прикладывается
нагрузка. Данный вектор определяет интенсивность и
направление действия нагрузки на определенный узел.
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Упругие постоянные: коэффициент Пуассона, модуль
сдвига задаются в подпрограммах ETEM и ANUT.

В подпрограмме FOMAKR формируется глобальная
матрица жесткости путем сложения соответствующих
коэффициентов локальных матриц жесткости отдельных
конечных элементов.

Локальная матрица жесткости формируется на ос-
нове вариации упругого потенциала в подпрограмме
AKOFM. Коэффициенты матрицы преобразования ба-
зисных координат к местным находятся в подпрограмме
CKPRO и заносятся в массив CK(MNL), где MNL – коли-
чество узлов конечного элемента. Затем строится тен-
зор упругой деформации, его компоненты для традици-
онной схемы метода конечных элементов находятся в
DEFOR1, а для моментной схемы в DEFCUE.

Для построения тензора напряжений используется
линейный закон теории упругости – закон Гука. Компо-
ненты функции напряжения формируются в SIGMAT.

Применение кратных интегралов в методе конечных
элементов приводит к необходимости использования
численного интегрирования. В системе КОЭРМА такие
интегралы вычисляются с помощью квадратурной фор-
мулы Гаусса:

),,( 32132

1

1
1

1

1

1

1
∫∫∫ ≈
−−−

dxdxdxxxxf

,),,(∑∑∑≈
k

kjikji
ji

xxxfBBB  (2)

где Вi, Вj, Вk – весовые коэффициенты, xi, xj, xk – узлы
интегрирования.

На основе коэффициентов матрицы жесткости со-
ставляется система линейных алгебраических уравнений.
Количество уравнений данной системы находится по
формуле NEQ=4*M1*M2*M3.

 Полученная система решается методом Гаусса с
помощью подпрограмм GAUSSBL, TRING, DELING,
OBRHOD, в которых матрица приводится к треугольно-
му виду и обратным ходом находится ее решение.

Полученные результаты выводятся в файл функцией
PRINKS.

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СХОДИМОСТИ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Для исследования сходимости результатов расчетов,
проведенных в системе   «КОЭРМА», рассмотрим ряд
контактных задач, решенных ранее аналитическими ме-
тодами. Точные решения сравним с численными, кото-
рые получены с помощью моментной схемы конечного
элемента с учетом контактных взаимодействий.

Задача 1. В эластомерный параллелепипедный элемент
вдавливается металлический шар радиусом R = 0,03 м.
Расчетная схема элемента приведена на рис. 2. Размеры
эластомерного элемента следующие: l = 0,17 м, h =0,3 м,
L = 0, 275 м.

Рис. 2.

Аналитическое решение предложенной задачи было
получено А. Н. Динником [22]. При вдавливании метал-
лического шара в плоскость давлением p им была выве-
дена следующая формула для максимального нормаль-
ного напряжения:

3 2
21

2 ,
)(9

323
θ+θπ

=σ
R

p
Z (3)

где  ( )
).2,1(

14 2
=

ν−
=θ i

Ei

i
i

По данным формулам для металлического шара
( 3,01 =ν , Е1 = 2⋅105 МПа), вдавливаемого в резиновый
параллелепипедный элемент ( 499,02 =ν , Е2 = 10 МПа)
давлением p, получены значения напряжений, возника-
ющих в брусе. Аналогичные значения нормальных на-
пряжений были рассчитаны моментной схемой конеч-
ного элемента. Сравнение численных результатов с ана-
литическими показано на рис. 3.

Сходимость приведенного контактного алгоритма
исследована численно, в табл. 1 приведены значения

Рис. 3.
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Таблица 1. Значения максимальных сжимающих напряжений

максимальных напряжений, рассчитанных при различ-
ных значениях величины нагрузки и при различных сет-
ках разбиения на конечные элементы при расчете.

Результаты, приведенные в табл. 1, показывают устой-
чивую сходимость решений, полученных с применени-
ем моментной схемы конечного элемента на основе апп-
роксимации Эрмита при учете контактных взаимодей-
ствий. Причем улучшение получаемого решения дает
сгущение сетки по направлению действия нагрузки.

Задача 2. Рассмотрим задачу о контакте упругого полу-
шара с абсолютно жестким полупространством. Радиус
полушара R1=0,03 м, физико-механические характеристи-
ки материалов полушара и полупространства следующие:
модули упругости 6

1 102 ⋅=E  Па, ∞→2E , коэффициенты
Пуассона 46,01 =ν , 3,02 =ν  (рис. 4). Полупространство
представляется как сфера с радиусом ∞=2R .

Упругий шар вдавливается в абсолютно жесткое по-
лупространство под действием нагрузки Р. Радиус кон-
тактной области рассчитывается по формулам [22]:

,1 3
1

1
3
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= PR

K
Pa  (4)

где ⎟
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⎜
⎜
⎝

⎛ ν−
+
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=

2

2
2

1

2
1 11

4
31

EEK  – эффективный модуль

Юнга.
Для материала полупространства ∞=2E , тогда

01 2
2 =

∞
ν−  и 

1

2
11

4
31

EK
ν−

⋅= . Значения величины радиусаа

контакта были получены моментной схемой конечного
элемента с учетом контактных взаимодействий при раз-
личных сетках разбиения на конечные элементы при ве-
личине нагрузки Р=0,1 МПа. Данные результаты были
сравнены со значением, рассчитанным по формуле (4)
(табл. 2) а=0,0134181 м.

МСКЭ  
Сетка разбиения 

zzσ , МПа %,ε  Аналитическое  решение, zzσ , МПа 

Величина нагрузки 2,9 кН 
7x8x5 18,8 11,32 21,2 

7x13x5 19,9 6,13 21,2 
10х8х5 19,6 7,55 21,2 

10х13х5 21,66 2,17 21,2 
Величина нагрузки 3,5 кН 

7x8x5 19,89 11,71 22,53 
7x13x5 21,05 6,56 22,53 
10х8х5 20,73 7,99 22,53 

10х13х5 23,1 2,53 22,53 
Величина нагрузки 4,7 кН 

7x8x5 22,06 11,04 24,80 
7x13x5 23,45 5,43 24,80 
10х8х5 23,15 6,64 24,80 

10х13х5 25,3 2,03 24,80 

Рис. 4.

Сетка Радиус зоны 
контакта, м 

Погрешность, 
% 

6x7x8 0,019 41,6 
6x8x8 0,0188 40,1 

6x10x8 0,0175 30,4 
6x15x8 0,0155 15,5 
6x20x8 0,0148 10,3 
6x23x8 0,0146 8,8 

Таблица 2. Радиусы зоны контакта, рассчитанные
моментной схемой конечного элемента

Как видно из приведенных результатов при сгущении
сетки разбиения численное решение, полученное на
основе метода конечных элементов, стремится к реше-
нию, полученному аналитически.

Сравнение величин радиуса контактной области, рас-
считанных аналитическим и численным методом при
варьировании нагрузки (рис. 5), также подтверждает пра-
вильность приведенного подхода учета контактных взаи-
модействий.
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ВЫВОДЫ

В статье приведена математическая модель контакт-
ных взаимодействий элементов конструкций в трехмер-
ной постановке. Научной новизной исследования явля-
ется то, что предложенный итерационный процесс уточ-
нения контактной площадки, реализован в моментной
схеме конечного элемента, предназначенной для расче-
та слабосжимаемых материалов конструкций.

Данная схема контактных взаимодействий реализо-
вана в подсистеме «КОЭРМА» – в одной из составных
частей вычислительного комплекса «МІРЕЛА+». Осо-
бенностью такой системы является то, что она основана
на единой методике расчета эластомерных элементов
методом конечных элементов, позволяющей учитывать
жесткие смещения, эффект ложного сдвига и слабую
сжимаемость данного материала.

Подсистема «КОЭРМА» производит расчеты пара-
метров контактных взаимодействий эластомерных эле-
ментов с другими элементами конструкций методом
конечных элементов. Аппроксимация полей перемеще-
ний задается уточняющей аппроксимирующей функци-
ей Эрмита, позволяющей улучшить сходимость числен-
ного метода.

Рис. 5.
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THE SCHEME CONTACT INTERACTION IN THREE-DIMENSIONAL FORMULATION OF THE SYSTEM MIRELA +
The paper proposes a formulation of the contact problem in the three-dimensional formulation. To solve the problem the finite

element method based on the Hermite interpolation polynomial was used. Introduced Hermite polynomial approximation yielded faster
convergence than conventional Lagrange polynomials. For the solution of the contact problem by the finite element problem is presented
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ
РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЖАРООПАСНЫХ ОБЪЕКТОВ С УЧЕТОМ

РЕЛЬЕФА ОБЛАСТИ РАЗМЕЩЕНИЯ
Проведены построение и анализ оптимизационной математической модели размещения

пожароопасных объектов, являющихся в случае пожара источниками загрязняющих аэ-
розольных выбросов, с учетом рельефа области размещения. Рассматриваемая задача
сводится к оптимизационной задаче размещения многоугольных объектов с изменяемыми
метрическими характеристиками и пространственной формой.

Ключевые слова: оптимизация, размещение пожароопасных объектов, рельеф
области.

1. АКТУАЛЬНОСТЬ ПРОБЛЕМЫ

В настоящее время техногенные катастрофы, сопро-
вождающиеся пожарами, являются одним из важных
факторов, приводящих к усложнению экологической
обстановки. В этих условиях учет загрязнения окружаю-
щей среды продуктами горения возможного пожара и
снижение его уровня при проектировании и реконст-
рукции производственных систем является весьма акту-
альной задачей как в теоретическом, так и в практичес-
ком аспектах. Одним из действенных методов снижения
вредного экологического воздействия пожаров и повы-
шения общего уровня пожарной безопасности региона
есть оптимальное размещение в нем пожароопасных
объектов, которые являются источниками повышенной
взрыво- и пожароопасности.

2. АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ
И ПУБЛИКАЦИЙ

Анализ научной литературы показал, что абсолют-
ное большинство авторов развивают методологию ма-
тематического и компьютерного моделирования процес-
сов негативного экологического влияния пожаров с той
или иной степенью учета динамики атмосферных про-
цессов и конкретных метеорологических условий [1, 2].
Наряду с этим относительно небольшое число публика-
ций [3, 4] посвящено моделированию и решению более
общей задачи оптимизации размещения пожароопасных
объектов с учетом геоклиматических факторов. В рабо-
тах [3, 4] исследована математическая постановка задачи
размещения пожароопасных объектов с учетом нега-
тивного воздействия возможного пожара и предложен
метод их рационального размещения, позволяющий
минимизировать уровень загрязнения экологически зна-
чимых зон аэрозольными выбросами пожара. При этом
задача размещения пожароопасных объектов сведена к
задаче размещения соответствующих им зон загрязне-
ния. Рельеф области размещения не учитывался, направ-
ление и скорость ветра в пределах области считались

постоянными. В качестве источника загрязнения высту-
пал пожар в заданной области Ω, выбрасывающий на
высоту Н с интенсивностью М аэрозольные продукты
горения. Авторам удалось свести задачу оптимального
размещения пожароопасных объектов к задаче нерегу-
лярного размещения ориентированных геометрических
объектов (фиксированных восьмиугольных областей
загрязнения) в ограниченной многосвязной области с
учетом заданной системы ограничений.

В работе [5] была проведена параметризация концен-
трационного поля аэрозольных выбросов пожара резер-
вуара с нефтепродуктами в зависимости от его физи-
ческих и метрических характеристик, параметров раз-
мещения в области, направления и скорости ветра. Для
этого величины М и Н были выражены через физичес-
кие параметры пожара и климатические характеристи-
ки в области Ω.

Как показывает анализ литературных источников, в
большинстве случаев распространение загрязняющих
примесей моделируется краевыми задачами турбулент-
ной диффузии [6, 7] без учета рельефа местности и свя-
занного с ним изменения направления и скорости ветра
в области размещения. Другими словами, рассматрива-
ются задачи, в которых размещаемые объекты имеют
фиксированные метрические характеристики. Между
тем, при проектировании производственных систем, со-
держащих пожароопасные объекты, с учетом рельефа
местности и изменения параметров ветра возникают за-
дачи оптимизации размещения объектов с изменяемы-
ми метрическими характеристиками и пространствен-
ной формой.

3. ЦЕЛЬ СТАТЬИ

В соответствии с вышесказанным целью статьи явля-
ется разработка математической модели оптимального
размещения пожароопасных объектов в заданной облас-
ти с учетом ее рельефа для снижения уровня загрязнения
атмосферы аэрозольными продуктами горения.

© Чуб И. А., 2013
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4. ПОСТАНОВКА ОПТИМИЗАЦИОННОЙ
ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЖАРООПАСНЫХ
ОБЪЕКТОВ

Пусть имеется замкнутая ограниченная многоуголь-
ная, в общем случае многосвязная область 2

0 RS ⊂ , за-
данная координатами ее вершин ψν , Ψ=ψ ,1 .

В области S0, выделяется область размещения Ω

c
C

c
S Ω∪=Ω

=1
0 / ,

где ),( ccc baΩ  – множество выпуклых областей запрета,
),( cc ba  – фиксированные параметры размещения,
Сс ,1=  (рис.1).

Тогда оптимизационная задача размещения N пожа-
роопасных объектов в области Ω  с учетом ее рельефа
формулируется следующим образом: определить такое
расположение объектов Si, Ni ,1= , в области , чтобы
максимальная суммарная концентрация аэрозольных
выбросов возможных пожаров в конечном множестве
точек контроля  },{}{ pp yxpP ςςς ==  ,1=ς ,была мини-
мальной, т. е. найти

∑
=

ςς
∈∈ ςς

N

i
iii

pp

РyxDух
QGухухC

pp
ii 1),(),(

),,,,,(maxmin . (1)

Результатом решения задачи (1) является вектор
u=(х1, у1, х2, у2,..., хN, уN) параметров размещения пожаро-
опасных объектов.

В статье рассматривается пожар на заключительной
стадии его развития (интенсивность выбросов M =const),
следовательно, можно принять, что распределение на-
земной концентрации загрязняющих выбросов не зави-
сит от времени.

Рис. 1. Область S0 с размещаемыми объектами, зоной
запрета 1Ω  и изолиниями рельефа ),( yxℜ

xj xi 
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k (xi
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Если исключить из рассмотрения пожары, занимаю-
щие очень большие площади (лесные, степные и т. п.), то
размеры пожара малы по сравнению с расстояниями,
на которых исследуется создаваемое им концентраци-
онное поле. Поэтому пожароопасный объект Si можно
считать точечным источником выбросов.

Количественной характеристикой загрязнения обла-
сти Ω продуктами горения является их концентрация в
точках (х, у) области:

с = C(x, y, u, G, Q),

где G ={Gi} – множество параметров пожаров на объек-
тах Si; Gi={ k

ig }, Kk ,1= , Q={qh} – множество геоклима-
тических условий в области Ω, ,1=h .

Объектом размещения является зона загрязнения Ti,
создаваемая пожаром. Из-за неопределенности време-
ни возникновения пожара Ti представляется как восьми-
угольник, построенный на розе приземного ветра, ха-
рактерной для данной территории.

В наземном распределении концентрации
C(x, y, ui, Gi, Q), которая создается объектом Si, наблюда-
ется максимум [6, 7]. Поэтому в качестве границы Гi по-
лученного многоугольника Ti принята линия, в каждой
точке которой достигается максимальная концентрация
загрязняющей примеси в заданном направлении λ:

С(х, у, (xi, yi), Gi, Q)|(х,у)∈Г  =  mах С(х, у, (xi,yi), Gi, Q)| λ.

Такое построение области загрязнения Ti гарантиру-
ет, что вне ее концентрация примеси будет меньше, чем
на границе Гi.

5. МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗОНЫ ЗАГРЯЗНЕНИЯ
ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ АЭРОЗОЛЬНЫМИ
ВЫБРОСАМИ ПОЖАРА

Пусть в общей системе координат ОХYZ задана об-
ласть размещения *Ω  с функцией рельефа ),( yxz ℜ= .
В области *Ω  определено векторное поле скоростей при-
земного ветра ),,(1 zyxvg , , которое однозначно задается
рельефом ),( yxℜ .Проекцию области  на горизонталь-
ную плоскость ХОY обозначим Ω.

В области Ω  определена функция Ω∈ξ=ξ ),(),( ухух ,
значение которой в любой точке (х, у) ∈Ω  численно рав-
но длине проекции на плоскость ХОY вектора призем-
ной скорости ветра vg1(х, у, z) в точке (х, у, z) *Ω∈ :

),,(Pr),(),( 1 zyxvyxyx gXOY=ξ∃Ω∈∀ .

В области *Ω  размещается пожароопасный объект
S1 (источник выбросов). Возможный пожар на объекте
S1 порождает зону загрязнения *

1T  , проекция которой на
плоскость ХОY представляет собой выпуклую много-
угольную область Т1 (рис. 2).
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Рис. 2. Размещение объекта Т1 в области Ω

Задание в точках области 2R∈Ω  функции

Ω∈ξ=ξ ),(),( ухух  позволяет свести исходную задачу раз-

мещения объекта *
1T  в области Ω*∈R3 к задаче размеще-

ния его проекции Т1 в области Ω∈R2 [3]. Поэтому под
размещением объекта S1 в области Ω*∈R3 с рельефом
будем понимать размещение проекции зоны загрязне-
ния Т1 в области Ω∈R2.

Рассмотрим объект Т1. С ним связана подвижная си-
стема координат Х1О1Y1, начало которой (полюс О1
объекта Т1) совмещен с источником S1. Положение по-
люса О1 объекта T1 в общей системе координат ХОY ха-
рактеризуется параметрами размещения (х1, у1). Объект
T1 задается набором r1={ kr1 } расстояний от его полюса
до вершин v1

k (x1
k, y1

k), 8,1=k :

kr1 = 2
11

2
11 )()( kk yyxx −+− . (2)

Расстояния kr1  меняются в зависимости от значения фун-
кции ξ в точке (х1, у1) ∈Ω положения полюса объекта T1:

)).,(( 1111 yxrr kk ξ= (3)

Таким образом, зона загрязнения Т1 представляет
собой многоугольник с  изменяемыми метрическими
характеристиками и формой.

При определении r1 необходимо учесть следующие
требования:

– за пределами зоны Т1 концентрация загрязняющей
примеси должна быть меньше, чем на границе Г1:

11 \),(),( ),(),( ТуxГух ухCухC Ω∈∈ > ; (4)

– концентрация примеси на границе Г1 области Т1 не
должна превышать ее предельно допустимую концент-
рацию (ПДК)

ПДК),(
1),( ≤∈ГухухC . (5)

Условия (4)–(5) выполняются, если в качестве kr1  вы-
бираются расстояния k

MX  8,1=k  от источника а S1, на ко-
торых наблюдается максимум приземной концентрации
СМ примеси в данном направлении, а величина концен-
трации СМ не превышает ПДК (рис. 3).

Если CM ≥ ПДК, то в качестве kr1  в направлении kλ

выбирается расстояние k
M

k XX >* , для которого выпол-
няется условие

С* = С(Xk*) ≤ ПДК.
При наличии в области размещения Ω  рельефа

),( yxℜ  величина kr1  представляет длину проекции на

плоскость ХОY кривой ),( yxz ℜ=  в направлении kλ , при
условии, что длина кривой равна k

MX  (или Хk*).
При построении модели зоны загрязнения (объекта

Т1) приняты следующие допущения:
Д_1. Рельеф в пределах области Ω  является слабо пе-

ресеченным (холмистым).
Д_2. Движение воздушных масс над областью Ω   про-

исходит параллельно ее поверхности.
Д_3. Движение воздушных масс над областью Ω  но-

сит стационарный ламинарный характер.
Допущения 2, 3 справедливы для областей со слабо

развитым рельефом, что подтверждается наблюдатель-
ными данными [7].

Д_4. В пределах зоны загрязнения (объект Т1) при-
земная скорость ветра не меняется ни по величине, ни
по направлению.

В условиях слабо пересеченного рельефа при харак-
терном размере зоны загрязнения аэрозольными выб-
росами пожара 100≅r  метров [4] изменение вектора
скорости ветра в зоне Т1 не превышает (1…3) %. Харак-
теристики ветра соответствуют его характеристикам в
точке размещения объекта: ),( yxvλ | 1, Тух ∈ = ),( 11 yxvλ , гдеде

λv  – скорость ветра в направлении λ.
Учет указанных допущений позволяет использовать

для определения концентрационного поля загрязняющей
примеси (аэрозольные выбросы пожара) в области Ω
математический аппарат теории атмосферной диффу-
зии, моделирующей распространение примесей урав-
нением турбулентной диффузии с постоянными коэф-
фициентами [6, 7].

хXk*ХМ

С
С

С
ПДК

 
Рис. 4. Выбор метрических характеристик зоны загрязнения
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Для определения геометрических параметров зоны
загрязнения при наличии в области размещения релье-
фа, вызывающего изменение вектора скорости призем-
ного ветра, используется модель рельефа в виде функ-

ции Ω∈ℜ≅ ),(),(),( yxyxyxR  [8] и модель определения

скорости приземного ветра в любой точке области с уче-
том ее рельефа [9].

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МЕТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИ-
СТИК ЗОНЫ ЗАГРЯЗНЕНИЯ (ОБЪЕКТ Т1)

При наличии в области размещения Ω  рельефа
R(x, y) значение ri

k  есть величина проекции на плоскость
ХОY отрезка кривой z = R(x, y) длиной ХМ (или Х*)
в направлении λ.

Определим k
ir , 8,1=k . Для этого зафиксируем значе-

ние индекса k и рассмотрим величину kr1  (рис. 5).
Отрезок А1А2 = r1

k на рис. 5 есть проекция на плоскость

ХОY отрезка *
2

*
1 АА  кривой, полученной в результате пере-

сечения поверхности рельефа вертикальной плоскостью Р,
проходящей через точку А1(х1, у1) в направлении λ .

Длина L* кривой *
2

*
1 АА  равна ХМ (или Х*). Для опре-

деленности будем считать, что L* = ХМ. Уравнение пря-
мой, проходящей через точку А1(х1, у1) в направлении λ
имеет вид:

)(
),(
),(

y
),(
),(

  )(    11
11

11
1

11

11
11 xfx

yxv
yxv

x
yxv
yxv

xxkyy
x
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x

y =−+=−+= ,

где угловой коэффициент k = 
),(
),(

tg
11

11

yxv
yxv

x

y=α .

Функцию рельефа R(x, y) на прямой, проходящей
через точку А1(х1, у1) в направлении λ, можно предста-
вить как R(x, y)|λ= R[x, f1(x)] = R1(x).
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Рис. 5. Определение величины r1
k

В этом случае длина L* кривой *
2

*
1 АА  определяется по

формуле:

∫ +=
2

1

2'
1

* )]([1
х

х
dxxRL , (6)

где неизвестный верхний предел интегрирования х2 оп-
ределяется из условия

М

х

х
ХdxxRL =+= ∫

2

1

2'
1

* )]([1 . (7)

Интеграл (6) вычисляется любым численным мето-
дом.

Ордината у2 точки А2  определяется по формуле:

1
11

11
12

11

11
2 ),(

),(
),(
),(

x
yxv
yxv

yх
yxv
yxv

y
x

y

x

y −+= .

Длина отрезка А1А2 = ri
к находится как

2
12

2
12 )()( уухх r k

i −+−= .

Приведенные рассуждения справедливы для всех зна-
чений индекса k∈{1,2,…,8}, соответствующих 8-ми направ-
лениям возмущенного приземного ветра, согласованным
с розой ветров рассматриваемой области. Так как скорость
и направление возмущенного приземного ветра есть фун-
кция координат текущей точки области, в которую поме-
щается полюс Тi, следовательно, изменение положения
объекта Si (и связанной с ним зоны Тi) вызовет изменение
метрических характеристик и формы Тi.

Выше сказанное позволяет рассматривать задачу (1)
оптимального размещения пожароопасных объектов как
задачу нерегулярного размещения геометрических
объектов с изменяемыми метрическими характеристи-
ками и пространственной формой в ограниченной мно-
госвязной области при заданной системе ограничений.

7. ФОРМАЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ ОГРАНИЧЕ-
НИЙ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ (1)

Задача допускает различные трактовки относитель-
но вида функции цели, однако общим для этого класса
задач является то, что область допустимых решений D
формируется системой ограничений, которая включает
геометрические ограничения на параметры размеще-
ния объектов Ті и физические ограничения на характе-
ристики результирующего поля приземных концентра-
ций аэрозольных выбросов пожара в области Ω . Кроме
того, система ограничений может содержать дополни-
тельные (технологические) условия.

Геометрические ограничения на размещение пожа-
роопасных объектов в области Ω  включают в себя усло-
вия принадлежности объектов области (8) и условия их
попарного взаимного непересечения (9), а также усло-
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вия взаимного расположения объектов Ti и неподвиж-
ных областей запрета сΩ  (10) – экологически значимых
зон, размещение в которых объектов Si не допускается:

Фi0 (хi, уi, m0) ≥ 0, (8)

Фij (хi, уi, хj, уj) ≥ 0, (9)

Фiс (хi, уi, хc, уc) ≥0,  Сс ,1= , jiNji ≠= ,,1, , (10)

где Фi0 (хi, уi, m0) – Ф-функция [10, 11] объекта Ti с изме-
няемыми метрическими характеристиками и области
Ω  = cl (R2 \ Ω), m0 – метрические характеристики облас-
ти Ω ; Фij (хi, уi, хj, уj) – Ф-функция объектов Ti и Тj с
изменяемыми метрическими характеристиками; Фiс (хi,
уi, хc, уc) – Ф-функция объекта Тi и области запрета сΩ .

Для некоторых практических задач условие (8) заме-
няется условием принадлежности объектов Si области
размещения Ω: (хi, yi) ∈ Ω , Ni ,1= .

Физические ограничения в общем случае представ-
ляются в виде системы неравенств

,)(),,,,( δΩδ >< CQGuyxCD

где δD  – заданный оператор; δC  – заданная функция,

Δ=δ ,1 .
В задаче (5.11) физическим ограничением на харак-

тер поля приземных концентраций аэрозольных выбро-
сов пожаров является условие:

ПДК) , , , ,( ф),( ≤+∈ СQGuyxC Рух , (11)

где С – концентрации загрязняющих выбросов от N ис-
точников в системе точек контроля; Cф – фоновая кон-
центрация.

Технологические ограничения, накладываемые на
размещение пожароопасных объектов в области Ω, пред-
ставляются, как правило, набором максимальных (ми-

нимальных) допустимых расстояний *
μiL  между разме-

щаемыми объектами и транспортной сетью, инженер-
ными коммуникациями, другими объектами и пр.:

Liμ ≥(≥)  *
μiL ,  i = 1,2,…, N,   μ = 1,2,…, М. (12)

Отметим основные свойства оптимизационной зада-
чи (1):

– пространство параметров, в котором определяется
экстремум функции цели задачи, имеет размерность 2N,
где N – число размещаемых пожароопасных объектов:

NRD 2⊂ ;
– число ограничений ℵ, описывающих область D

допустимых решений задачи, квадратично зависит от
числа размещаемых пожароопасных объектов:

ℵ =О{ 1,5ΨN+8N(N – 1) + 8N⋅C⋅ + Δ},

где c
Cc

ϖ=
= ,1

max , cϖ  – число вершин зоны запретаа

),( ccс baΩ , D – количество ограничений на результиру-
ющее концентрационное поле.

Формализация геометрических ограничений (8)–(10)
задачи выполняется на основе аппарата Ф-функций с
учетом особенностей влияния физического поля [18, 58],
аналитическое описание физических ограничений (11)
базируется на результатах параметризации концентра-
ционного поля в области Ω  [5].

8. МЕТОД РЕШЕНИЯ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ
ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЖАРООПАСНЫХ
ОБЪЕКТОВ В ОБЛАСТИ С УЧЕТОМ ЕЕ РЕЛЬЕФА

Из-за сложности оптимизационной задачи (1), (8)–(12)
не приходится рассчитывать на возможность получения
точного решения. Поэтому предлагается метод поиска
рациональных решений и их перебор, в результате кото-
рого определяется приближенное значение локального
экстремума функции цели. Предлагаемый метод состо-
ит из следующих основных этапов:

– определение начального варианта размещения по-
жароопасных объектов Si, Ni 1,=  в области Ω . Данная
задача формулируется и решается как задача поиска до-
пустимого размещения многоугольных объектов Тi с
изменяемыми метрическими характеристиками;

– поиск вектора u*, соответствующего локальному
минимуму функции цели

  ∑
=

ςς
∈ςς

=
N

i
ii

pp

Рyx
QGухухCuF

pp
1),(

),,,,,(max )( .

 Локальный минимум определяется на основе ком-
бинации методов минимизации по группам перемен-
ных и градиентного метода.

– перебор локальных минимумов функции цели. При
этом выделяется рекордное значение функции цели и
определяется соответствующий ему вектор u** парамет-
ров размещения объектов.

ВЫВОДЫ

Таким образом, в работе проведены построение и
анализ оптимизационной математической модели раз-
мещения пожароопасных объектов, являющихся в слу-
чае пожара источниками загрязняющих аэрозольных
выбросов, с учетом рельефа области размещения. Ис-
следована система ограничений задачи. На основе ана-
лиза особенностей оптимизационной задачи разработан
метод поиска локального минимума функции цели, со-
стоящий из трех этапов. Разработанная математическая
модель, метод и созданное на их основе алгоритмичес-
кое и программное обеспечение может использоваться
в системах автоматизированного проектирования гене-
ральных планов и планов реконструкции промышлен-
ных предприятий с пожароопасными объектами.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ОПТИМІЗАЦІЙНОЇ ЗАДАЧІ РОЗМІЩЕННЯ ПОЖЕЖОНЕБЕЗПЕЧНИХ ОБ’ЄКТІВ З

УРАХУВАННЯМ РЕЛЬЄФУ ОБЛАСТІ РОЗМІЩЕННЯ
Проведено побудова та аналіз оптимізаційної математичної моделі розміщення пожежонебезпечних об’єктів, що є у випадку

пожежі джерелами забруднюючих аерозольних викидів, з урахуванням рельєфу області розміщення. Розглянута задача зво-
диться до оптимізаційної задачі розміщення багатокутних об’єктів із змінними метричними характеристиками і просторової
формою.

Ключові слова: оптимізація, розміщення пожежонебезпечних об’єктів, рельєф області.
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MODELING AND SOLVING THE OPTIMIZATION PROBLEM OF PLACING FLAMMABLE OBJECTS BASED ON THE

PLACEMENT REGION TOPOGRAPHY
Carried out the construction and analysis of the optimization mathematical model of placing flammable objects, which in case of fire

are the sources of pollution aerosol emissions, taking into account the topography of the placement region. The problem reduces to the
optimization problem of placing polygonal objects with variable metric characteristics and spatial form. A system of constraints of the
problem was studied. Based on the analysis of the features of the optimization problem a method of searching for a local minimum of the
objective function, which consists of three stages, was developed.

Keywords: optimization, placement of flammable objects, topography of the placing region.
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МОДЕЛЬ TLA-СПЕЦИФИКАЦИИ КОМПОЗИТНОГО ВЕБ-СЕРВИСА
С МНОЖЕСТВОМ ДИНАМИК

Разработана формальная модель специфицирования свойств композитных веб-
сервисов на основе формализма темпоральной логики TLA. На отдельном примере
выполнена верификация TLA-спецификации композитного веб-сервиса с множеством
свойств в автоматизированном режиме с использованием реализации метода Model Check-
ing в составе программного средства TLA Toolbox (TLC, TLA Checker). Проведена оценка
сопутствующих временных издержек.

Ключевые слова: модель, композитный веб-сервис, формальная спецификация, TLA,
верификация, Model Checking, TLC.

ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день использование формальных
методов можно рассматривать в качестве обоснованного
шага, направленного на уменьшение издержек, связан-
ных с валидацией разрабатываемой системы (тестирова-
нием в частности) [1, 2]. Этот шаг заключается в создании
формальной модели целевой системы и последующей
верификации модели. В качестве системы рассмотрим
композитный веб-сервис (CWS, Composite Web Service).
Обоснование формальной верификации спецификации
свойств CWS, вместе с результатами анализа существую-
щих решений, приведено в [3].

Свойства (функциональные характеристики) CWS
рассмотрим как результат координирования атомарных
веб-сервисов на основе модели оркестровки [4]. Отме-
тим, при этом, что CWS есть система, функционирую-
щая в режиме «ad-hoc», – данное ограничение учтем
при построении формальной модели. С этой целью в
качестве метода формальной верификации используем
метод проверки на модели (Model Checking), который
заключается в полном переборе пространства состоя-
ний модели исследуемой системы [5] (классификация
формальных методов приведена в [6]). Обоснование
выбора – процедура формальной верификации может
быть выполнена в автоматизированном режиме с ис-
пользованием специализированных программных сред-
ства. В качестве такого средства возьмем свободно рас-
пространяемую среду разработки «TLA Toolbox» [7].

Концепция «behavior» формализма TLA (Temporal
Logic of Actions) [8], предложенного Л. Лампортом
(Leslie Lamport), является приемлемой абстракцией для
специфицирования отдельно взятого свойства CWS: пос-
леднее может быть описано с помощью единственной
TLA-формулы. Подобное положение дел, как следствие,
упрощает решение задач, связанных с конфигурирова-
нием свойств CWS в соответствии с налагаемыми «ad-
hoc»-ограничениями.

Для реализации процедуры формальной верифика-
ции необходимы следующие три предпосылки [9]: мо-

© Шкарупило В. В., 2013

дель системы (множество состояний), метод формаль-
ной спецификации требований к системе (свойств сис-
темы), множество правил доказательства того, что сис-
тема удовлетворяет выдвинутым требованиям. Адапти-
руем эти предпосылки применительно к задаче
верификации формальной TLA-спецификации свойств
CWS: каждому свойству поставим в соответствие струк-
туру Крипке [10]; с целью верификации используем TLA-
реализацию метода проверки на модели в составе «TLA
Toolbox» – TLC (TLA Checker).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Предварительно выполним постановку задачи фор-
мальной TLC-верификации. С этой целью представим CWS
в виде трехкомпонентного кортежа: { } FPS,crd,AWS , где

{ } Nmi m,1iawsAWS ∈==  – множество атомарных веб-
сервисов, crd – компонент-координатор элементов AWS
(модель компонента «BPEL Engine» в составе программ-
ной системы синтеза композитных веб-сервисов – Apache
ODE, IBM WebSphere Process Server,…[11]), а FPS – мно-
жество свойств. Каждое свойство есть результат коорди-
нирования элементов AWS.

Пусть задана модель Крипке

{ } L,R,s,SM 0= ,

где S – конечное непустое множество состояний CWS;
Ss0 ∈  – начальное состояние; SSR ×⊆  – отношение пе-

реходов на S: ( ) ssR:SsSs ′=∈′∃∈∀ , где Ss,s ∈′  – теку-у-
щее и последующее состояния, соответственно;

AP2S:L →  – функция разметки состояний; AP – мно-
жество атомарных высказываний. С моделью M, при
этом, также ассоциируется понятия «путь» и «траекто-
рия» как бесконечные последовательности вида ...,s,s 19
и ( ) ( ) ...,sL,sL 10 , соответственно [12].

В контексте веб-сервисов «траектории» рассмотрим как
конечные последовательности разметок. Последние назо-
вем «динамиками», обуславливающими свойства CWS.
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Пусть имеем множество булевых  значений
{ }TRUE1,FALSE01,0D ≡≡= . Требуется проверить,

что ( ) TRUE|s,M:Ss ≡ϕ=∈∃ , где ‘ =| ’ – оператор выпол-л-
нимости, а ϕ – логическая формула на основе синтакси-
са TLA. Таким образом, в решаемой задаче формаль-
ной TLC-верификации, в отличие от задачи проверки
выполнимости логической формулы, модель M являет-
ся заданной.

Рассуждая о множестве функциональных характери-
стик CWS, целесообразно рассматривать M  с привяз-
кой к отдельно взятому свойству. С этой целью, согласу-
ясь с синтаксисом TLA, перейдем от высказывания
( )ϕ=|s,M  к высказыванию

( ) ,| ϕ=σ (1)

где σ – динамика:

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ,sL,...,sRRL,sRL,sL END000=σ  (2)

где ( ) 10 ssR = , ( )( ) ( ) 210 ssRsRR ==  и т. д. ENDs , при

этом, есть конечное состояние: ( ) ENDEND ssR = .

Переход от ( )ϕ=|s,M  к (1) обусловлен не только спе-
цификой формализма TLA, но и различием содержатель-
ных нагрузок: в первом случае проверке подлежит вы-
полнимость формулы ϕ в состоянии Ss ∈  модели M, а воо
втором – выполнимость ϕ в каждом из состояний σ .

Сформируем множество FPS:

( ){ } ,n,1j,FPS
Nnjj ∈

=ϕσ=

где jσ  – j-я динамика на основе соответствующей моде-

ли jM , причем  ( ) { } ( ) L,R,s,SM j
0

j
j = ,  гдеде

( ) ( ) ( ) ( )∪∪
j

j

j

jjj RR,SS:RR,SS ==⊆⊆ .

Основываясь на  (2) и на формализме CSP
(Communicating Sequential Processes) Ч. Хоара (C. A. R.
Hoare) [13], запишем jσ  с использованием оператора
конкатенации

 ‘̂ ’: ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )j
END0

jj
0

j
0j sL...,,sRRL,sRL^sL:j =σ∀ ,

где ( )j
ENDs  – конечное состояние j-й динамики.

Будем говорить, что j-е свойство (функциональная
характеристика) CWS реализуется согласно jσ , если ре-
зультат соответствующего отношения выполнимости
принимает истинное значение:

 ( ) ( ) TRUE|:FPS, jjjj ≡ϕ=σ∈ϕσ∃ .

Непосредственно целевой CWS как формализован-
ное TLA-описание его функциональных характеристик
представим следующим образом:

.... n21 ϕ∨∨ϕ∨ϕ (3)

Также приведем формализацию постановки задачи
TLC-верификации:

( ) ( ) .FALSE:TRUE?|:FPS, jjjj ϕ=σ∈ϕσ∀ (4)

Как следствие, в работе ставятся и решаются такие
задачи:

– разработать модель TLA-спецификации функцио-
нальных характеристик CWS;

– оценить временные издержки, связанные с проце-
дурой TLC-верификации спецификаций на основе пред-
ложенной модели.

2. КОНЦЕПТУАЛИЗАЦИЯ И ФОРМАЛИЗАЦИЯ

Для построения моделей jM  свойств CWS сформи-
руем множество переменных состояний. Для этого вос-
пользуемся спецификацией WS-BPEL 2.0 [14], в которой
теги разделены на две группы: «Basic Activities» (BA) и
«Structured Activities» (SA). В группах насчитывается 10 и
7 тегов, соответственно. Факт включения всех 17 тегов в
состав модели являлся бы первопричиной ряда нежела-
тельных факторов, наиболее очевидные из которых – «эф-
фект комбинаторного взрыва» (пространства состояний),
а также громоздкость модели. С учетом этих замечаний,
для формирования множества переменных состояний
рассмотрим теги выходных *.bpel-файлов тестовой ути-
литы «ChallengeGenerator.jar» (табл. 1) [15]. Целевое на-
значение последней – оценка средств автоматизации про-
цесса синтеза CWS с точки зрения различных критериев
(затраченное время, избыточность и т. п.).

Сформируем множество переменных состояний
{ }ivV = ,  где Vvi ∈  соответствует тегу <invoke

name=”aws_i”> для элемента AWSawsi ∈ . Следователь-
но, mAWSV == .

С целью синтеза на основе моделей jM  формальной
TLA-спецификации, подлежащей TLC-верификации в
автоматизированном режиме, формализуем понятие «со-
бытие» (в контексте дискретно-событийного моделиро-
вания). Данный шаг обусловлен следующей предпосыл-
кой: TLA-специфицирование свойств CWS осуществимо
путем формального описания переходов между разме-

№ Наименование Описание Группа 
1 <invoke> тег вызова 

AWSawsi ∈ ; BA 

2 <sequence> тег последовательных 
вызовов; SA 

3 <flow> тег параллельных 
вызовов; SA 

4 <switch> тег условных 
переходов; SA 

5 <case> тег-компонент в 
составе <switch> SA 

Таблица 1. Теги, учтенные в формальной TLA-модели
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ченными состояниями. Для этого введем множества V′ и
PA ′. Элементы Vvi ∈  и Vvi ′∈′  рассмотрим, соответствен-

но, как переменные текущего и последующего состояний
Ss,s ∈′ . Сформируем множества AP и PA ′:

{ }( ) ,PA0\DV:f
,APDV:f

′→×′′
→×

где ( ) ( ) AP0v0,vf ii ∈=≡ ,  ( ) ( ) AP1v1,vf ii ∈=≡ ,  а

( ) ( ) PA1v1,vf ii ′∈=′≡′′ . Следовательно, разметка началь-

ного состояния ( ) { }( ) ( )00 sL1\DV:f:APsL →×⊂ .

В TLA-спецификации ( )0sL  зададим высказывани-
ем «Init»:

( ) ( ) ( ) .0v...0v0vInit m21 =∧∧=∧=≡ (5)

Для задания разметок, отличных от ( )0sL , сформиру-
ем высказывания на основе элементов АР: «Label» –
высказывание для задания разметки ( ) { }0s\Ss:sL ∈ .

С целью формализации i-го события, сформируем
высказывание на основе элементов  множества

( ) PAsL 0 ′∪  (импликация):

( ) ( )( ) .1v0vEvent iii =′∨=¬≡ (6)

Шаблон TLA-формализации перехода ( ) Rs,s ∈′  отож-
дествим с высказыванием «Next» (табл. 2). Последнее
сформируем с использованием конструкции «IF-THEN-
ELSE» путем агрегирования события (6).

Высказывание Предусловие, «IF» 
(«ELSE IF») 

Спецификация 
перехода 

1Init ≡  iEventInit ∧  1Next ≡  

( ) 10vLabel i ≡=∧  iEventLabel∧  

Таблица 2. Переходы на основе событий

Таким образом, если высказывание «Next» на осно-
ве некоторого события « iEvent » истинно, получим раз-
метку ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1v,0vsLsL:sL ii ===Δ′′ .

Для ответа на вопрос (4) используем подход [16] (рис. 1).
Рис. 1. Диаграмма компонентов

Будем утверждать, что формальная TLA-модель адек-
ватна исследуемой системе, если матрица смежности
MX графа ( )R,S  равна таковой ( XM ′) для графа, полу-лу-
ченного из листинга TLC-верификации (рис. 1).

Введем следующие множества:
– множество символьных TLA-обозначений (СО)
{ }'in'\,]'[',~'',/''\,\'/'A = , где элементы A~'',/''\,\'/' ∈

обозначают булевы операторы «И», «ИЛИ», «НЕ», со-
ответственно, A]'[' ∈  есть СО темпорального оператора
«Box» (G, «Globally»), а элемент A'in'\ ∈  несет контекст-
ную нагрузку символа ''∈  теории множеств;

– множество { }4321 tg,tg,tg,tgTags = , элементы
которого рассмотрим как строки *.bpel-кода на основе
тегов групп BA и SA (табл. 3);

– множество условий { }21 cnd,cndCnd = :
( ) ( )( )43211 tgtgtgtgcnd ≺≺ ∨≡ , ( )422 tgtgcnd ≺≡ , гдеде

‘≺’ – оператор предшествования;
– множество правил трансляции (*.bpel-to-*.tla)

{ }321 r,r,rRules= , элементы которого сформируем на
основе элементов множеств Tags и Cnd. Элементы
Rules, при этом, рассмотрим как «вложенные» относи-
тельно тегов группы SA (табл. 4).

Под правилами будем подразумевать функции, значе-
ния которых представим с использованием конструкции
«IF-THEN-ELSE»: ( ) ( ) ( )321 rE,rE,rE  есть множества строк
TLA-кода. Строка подлежит записи в целевую TLA-спе-
цификацию в случае выполнимости условия ( 1cnd  или

2cnd ), переданного в функцию в качестве аргумента.

Таблица 3. Описание элементов множества Tags

Элементы  
группы SA 

Элементы множества Rules, причем 
( ) ( ){ } ( )0ki sL0v,0v ⊆==  

<switch> ( )
( )( )
( )( ) ;vELSEv~THENv~v~IFv

vELSEv~THENv~v~IFv
tg,tg,tg,tg,cndr

kkkik

iikii

432111

∧=′
∨∧=′

≡
 

<sequence> ( )
( )( ) ;vELSEv~THENv~vIFv

tg,tg,cndr

kkkik

4222
∧=′

≡  

<flow> ( ) ( )
( )( )iikii

42224223
vELSEv~THENvv~IFv

tg,tg,cndrtg,tg,cndr
∧=′

∧≡
 

Таблица 4. Правила трансляции

Таким образом, в результате трансляции WS-BPEL-
описания посредством предложенных правил (табл. 4)
получим формальную TLA-спецификацию, подлежа-
щую TLC-верификации (рис. 1).

Элементы <case>- и <invoke>-конструкции вызова 
AWSaws,aws ki ∈ , где ik,m,1k ≠=  

( ) ≡31 tgtg  "<bpel: case name="service: \ 
aws_i" ("aws_k")>" 

( ) ≡42 tgtg  "<bpel: invoke name="aws_i" \ 
("aws_k")...>" 
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Рассмотрим пример. Пусть мы располагаем тексто-
вым WS-BPEL-описанием целевого CWS, для которого

{ }21 aws,awsAWS = :

<bpel: process...>...<bpel: switch...>
  <bpel: case name=”1st_behavior”>
   <bpel: sequence...>
... <bpel: invoke name=”aws_1".../>
<bpel: invoke name=”aws_2".../>...
   </bpel: sequence...></bpel: case>
  <bpel: case name=”2nd_behavior”>
   <bpel: sequence...>
... <bpel: invoke name=”aws_2".../>
<bpel: invoke name=”aws_1".../>...
   </bpel: sequence...></bpel: case>
</bpel: switch>...</bpel: process>

Следовательно, { }21 v,vV = , а алгоритм функциони-
рования crd задается последовательностью событий

1Event  и 2Event : ( ) ( )( )1v0vEvent 111 =′∨=¬≡ ,  а
( ) ( )( )1v0vEvent 222 =′∨=¬≡ .

Пусть ( )0sL  является заданной (5):

( ) ( )0v0vInit 21 =∧=≡ .  Тогда , при условии

( ) ( )( )( )TRUEEventEventEventEventInit 1221 ≡∨∧ ≺≺ ,
допустимы динамики 1σ  и

2σ : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3231021 sL,sLsL,sL^sL ∨=σ∨σ , кото-о-
рым соответствуют модели 1M  и 2M  (табл. 5).

Наша задача – получить на основе модели M (табл. 5)
формальную TLA-модель, подлежащую TLC-верифика-
ции (табл. 6).

( ) { } ( ) :L,R,s,SM 1
0

1
1 =  ( ) { } ( ) :L,R,s,SM 2

0
2

2 =  

( ) { };s,s,sS 310
1 =

 
( ) { };s,s,sS 320
2 =

 ( ) ( ) ( ){ };s,s,s,sR 3110
1 =  

( ) ( ) ( ){ };s,s,s,sR 3220
2 =  

( ) ( ) ( ){ };0v,0vsL 210 ===
 ( ) ( ) ( ){ };0v,1vsL 211 ===  ( ) ( ) ( ){ };1v,0vsL 212 ===  

( ) ( ) ( ){ };1v,1vsL 213 ===  

( ) ( ) ( ) ( ) ;sLsLsLsLAP 3210 ∪∪∪=
 

( ) ( ) { } ( ) ( ) L,RR,s,SSM 21
0

21 ∪∪=  

Таблица 5. Модели Крипке для 1σ  и 2σ

№ 
п/п 

Высказывания 
 

Комментарии 

1: VARIABLES v1, v2 
2: Invariant == /\ (v1 \in 

BOOLEAN)\ 
/\ (v2 \in BOOLEAN) 

– объявление переменных состояний и задание 
инвариантов; 

3: Init == (v1=FALSE) /\ (v2=FALSE) – задание ( )0sL ; 
4: Next_01 == \ 

(v1'= IF Init THEN ~v1 \ 
ELSE UNCHANGED<<v1>>) 

– специфицирование перехода ( ) ( )1
10 Rs,s ∈ : { }0,1s1 = ; 

5: Next_02 == \ 
(v2'= IF Init THEN ~v2 \ 
ELSE UNCHANGED<<v2>>) 

–//– ( ) ( )2
20 Rs,s ∈ : { }1,0s2 = ; 

 

6: Next_13 == (v2'= IF (v1 \ 
/\ ~v2) THEN ~v2 ELSE \ 
UNCHANGED<<v2>>) 

–//– ( ) ( )1
31 Rs,s ∈ : { }1,1s3 = ; 

7: Next_23 == (v1'= IF (~v1 \ 
/\ v2) THEN ~v1 ELSE \ 
UNCHANGED<<v1>>) 

–//– ( ) ( )2
32 Rs,s ∈ ; 

8: Next == \ 
(Next_01 /\ Next_13) \ 
\/ (Next_02 /\ Next_23) 

– задание альтернативности динамик; 

9: Spec == \ 
Init /\ [][Next]_<<v1, v2>> 

– «TLA»-формула, подлежащая проверке. 

 

Таблица 6. «TLA»-спецификация

Таким образом, справедливо следующее:
–

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },1v,0vsLsL:13_Next01_NextGInit 11101 ===Δ∧∧≡ϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ };1v,0vsLsL 2231 ===Δ

–
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ,1v,0vsLsL:23_Next02_NextGInit 22202 ===Δ∧∧≡ϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ }.1v,0vsLsL 1132 ===Δ

Тогда, согласно (3), проверке подлежит формула
Spec1 ≡ϕ∨ϕ .

Рис. 2. Диаграмма состояний

Соответствующая граф-модель системы переходов
приведена на рис. 2.
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3. МЕТОДИКА И РЕЗУЛЬТАТЫ ПРОВЕРКИ
МОДЕЛИ

Предварительно оценим временные издержки, обус-
ловленные автоматизированной верификацией TLA-ли-
стинга рассмотренного примера (табл. 6). Выделим, при
этом, два подхода: первый – перебор состояний поис-
ком в ширину (BFS); второй – в глубину (DFS). Асимп-

тотики для BFS и DFS составляют ( )RS +Ο  и ( )SΘ  со-
ответственно [17].

Экспериментальные исследования проведены на ПК с
CPU AMD K10 @ 3.0 GHz. Полученные результаты справед-
ливы для однопоточного прогона модели. Усредненные

значения четырех ( VD ) замеров составляют:
0,859 (с) – для BFS и 0,364 (с) – для DFS. Можно предполо-
жить, что DFS-верификация представляет собой более пред-
почтительное решение. Тем не менее, для ее реализации
необходимо указать глубину поиска, что является суще-
ственным ограничением с точки зрения автоматизации.

Рис. 3. Результаты экспериментальных исследований

Проверку модели выполним по следующей методике:
– пусть пусть 42,...,12,2m =  [15];
– для каждого m выполним по 10 замеров: сгенериру-

ем с помощью утилиты «ChallengeGenerator.jar» WS-
BPEL-описания и выделим, при этом, два случая – когда
размеры пространств поиска равны 310  и 410  соответ-
ственно (измерим временные затраты на поиск упоря-
доченной последовательности длиной в m и генерацию
соответствующего WS-BPEL-описания);

– в результате выполнения предыдущего шага полу-
чим 210 *.bpel-файлов, которые транслируем в соответ-
ствующие TLA-спецификации (табл. 4). Результаты
трансляции BFS-верифицируем в автоматизированном
режиме посредством TLC, измерив, при этом, сопут-
ствующие временные издержки;

– соотнесем измеренные значения временных издер-
жек на синтез WS-BPEL-описаний с таковыми на BFS-
верификацию соответствующих TLA-спецификаций
(рис. 3, табл. 7).

Функции Параметры 2r  
( ) ( )( ) ;mlnba/1m1y ⋅+=  ;299,0b,172,1a −==  996,0  

( ) ( );mdmсmba/1m2y 32 ⋅+⋅+⋅+=  
;866,4d,0003,0c

,008,0b,111,0a
−==

−==
 

999,0  

( ) 2mbam3y ⋅+=  0002,0b,846,0a ==  984,0  

r  – коэффициент Пирсона.

Таблица 7. Интерполирующие функции
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На рис. 3. ( )m1y  и ( )m2y  – интерполирующие функ-
ции для случаев размеров пространств поиска 310  и 410 ,
соответственно (поиск реализован на основе генетичес-
ких алгоритмов). ( )m3y  – интерполянт функциональной
зависимости временных затрат на BFS-верификацию от
числа переменных состояний (табл. 7): каждая опорная
точка есть среднее 20 замеров. Приведенные доверитель-
ные интервалы справедливы для доверительной вероят-
ности 0,95. Графики получены с использованием про-
граммного инструментария «TableCurve 5.01».

При проведении экспериментов, в результате вери-
фикация трех TLA-спецификаций, были получены со-
общения о блокировках (для 42m = ). Это дает основа-
ния полагать, что TLC-верификацию можно считать обо-
снованной для 32m > .

ВЫВОДЫ

Таким образом, в работе предложена формальная
модель специфицирования функциональных характери-
стик композитных веб-сервисов на основе формализма
TLA. В качестве метода формальной верификации ис-
пользован метод проверки на модели – его TLA-реали-
зация TLC. Это позволило реализовать процедуру вери-
фикации в автоматизированном режиме. Отличительная
особенность предложенной модели – гибкость рекон-
фигурирования спецификации в зависимости от налага-
емых «ad-hoc»-ограничений (каждая из функциональ-
ных характеристик композитного веб-сервиса может быть
описана с помощью единственной TLA-формулы).

Результаты анализа временных издержек на реализа-
цию автоматизированной TLC-верификации специфика-
ций на основе предложенной модели свидетельствуют,
что для «ad-hoc»-сценариев введение автоматизирован-
ной формальной верификации в качестве этапа, предше-
ствующего валидации (тестирование в частности) являет-
ся обоснованным шагом (исходя из соотнесения с вре-
менными издержками на реализацию процедуры поиска).

В дальнейшем планируется исследовать предложен-
ную модель с позиции сравнения выразительных воз-
можностей TLA с альтернативными решениями – LTL и
Event-B.
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МОДЕЛЬ TLA-СПЕЦИФІКАЦІЇ КОМПОЗИТНОГО ВЕБ-СЕРВІСА З МНОЖИНОЮ ДИНАМІК
Розроблено формальну модель специфікування властивостей композитних веб-сервісів на основі формалізму

темпоральної логіки TLA. На окремому прикладі виконано верифікацію TLA-специфікації композитного веб-сервіса із
множиною властивостей в автоматизованому режимі з використанням реалізації методу Model Checking у складі про-
грамного засобу TLA Toolbox (TLC, TLA Checker). Проведено оцінювання супутніх витрат часу.

Ключові слова: модель, композитний веб-сервіс, формальна специфікація, TLA, верифікація, Model Checking, TLC.

Shkarupylo V. V.
PhD-student, Zaporizhzhya National Technical University, Ukrainе
A MODEL OF MULTI-BEHAVIORAL COMPOSITE WEB SERVICE TLA-SPECIFICATION
Despite the fact that today we have plenty of formal methods to be used during engineering process, the question of automation is

still open and there is still the need to reduce Validation costs.
In order to specify the behaviors of Composite Web Service the TLA-formalism has been chosen and, as a consequence, the TLA-

verification problem definition has been given. TLA-based Model for the Composite Web Services functional properties formal specification
has been proposed: Kripke structure has been chosen as the basis. As a Case Study the Verification of Multi-behavioral Composite Web
Service TLA-specification has been conducted. It has been done in an automated manner by TLA Toolbox Model Checking method
implementation (TLC, TLA Checker) usage. The associated time costs estimation has been conducted.

Keywords: Model, Composite Web Service, Formal Specification, TLA, Verification, Model Checking, TLC.
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ИНФОРМАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА ИСПЫТАНИЙ
ГАЗОТУРБИННЫХ УСТАНОВОК НАЗЕМНОГО ПРИМЕНЕНИЯ

Рассмотрена проблема повышения эффективности управления процессом испытаний
газотурбинных установок наземного применения посредством формализации процессов
испытаний газотурбинных установок наземного применения. В работе была выполнена
декомпозиция данного процесса. Построенные бизнес-модели процессов испытаний и
модель предметной области в комплексе образуют информационную модель процесса
испытаний ГТУ НП. Авторами предложена архитектура системы мониторинга процесса
испытаний и реализованы подсистемы обработки данных по результатам испытаний.
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ВВЕДЕНИЕ

Процесс испытаний газотурбинных установок назем-
ного применения (ГТУ НП), начиная от подготовки тех-
нической документации до обработки результатов ис-
пытаний, характеризуется большим объемом решаемых
задач, многоуровневостью этапов испытаний, неодно-
родностью информационных потоков, многообразием
оцениваемых характеристик, большими материальными
затратами и требует высокой точности обработки ре-
зультатов [1]. С позиции системной инженерии ГТУ НП
является сложной технической системой, а испытания –
процесс жизненного цикла этой системы [2]. Для обес-
печения управления процессом должным образом стан-
дартом ISO 9000:2005 рекомендовано использование про-
цессного подхода [3].

Значительно повысить качество контролируемой ин-
формации, оперативность ее получения, а также сни-
зить риски учета ошибочной информации, связанные с
человеческим фактором, возможно за счет автоматиза-
ции организационно-функциональной поддержки про-
цессов испытаний ГТУ НП при помощи системы мони-
торинга. Мониторинг является составной частью систе-
мы управления безопасностью и риском сложных
технических систем.

Таким образом, повышение эффективности управ-
ления процессом испытаний ГТУ НП за счет использо-
вания моделирования и информатизации является акту-
альной задачей.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для оценки качественных свойств и количественных
значений параметров изделий на стадиях разработки,
производства и эксплуатации широко используются раз-
личные виды испытаний.

Обязательные виды испытаний ГТУ НП регламенти-
рованы соответствующими ГОСТ или ТУ для конкретно-
го вида установки. В общем случае испытания опытных
образцов стационарных ГТУ можно подразделить на сле-
дующие виды: доводочные (научно-исследовательские);
предварительные и межведомственные приемочные (в
Украине согласно ДСТУ ГОСТ 15.001 [4], а для Российс-
кой Федерации ГОСТ Р 15.201 [5]); эксплуатационные.

При серийном производстве проводятся приемо-сда-
точные, эксплуатационные и периодические испытания.
Общие требования к испытаниям и приемке серийной
продукции регламентированы ГОСТ 15.309 [6].

Для повышения эффективности проведения испыта-
ний было принято решение рассмотреть данный процесс
жизненного цикла ГТУ НП с использованием методик
управления проектами, поскольку они представляют ряд
инструментов, позволяющих планировать работы в усло-
виях ограниченных ресурсов и времени [7].

Испытания реализуются на различных стадиях жиз-
ненного цикла системы и могут быть описаны строгой
структурой, основой которой служит информационная
модель, характеризующая существенные свойства и со-
стояния данного процесса, а также взаимосвязь с вне-
шним миром.

Цель работы – разработка моделей и информацион-
ных технологий повышения эффективности процесса
испытаний ГТУ НП.

Для достижения данной цели необходимо решить
следующие задачи: выполнить формализацию процесса
испытаний ГТУ НП, построить информационную мо-
дель и разработать систему мониторинга процесса ис-
пытаний .
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РАЗРАБОТКА ИНФОРМАЦИОННОЙ МОДЕЛИ
ПРОЦЕССА ИСПЫТАНИЙ ГТУ НП

Для разработки информационной модели процесса
испытаний ГТУ НП были проанализированы следую-
щие средства:

1) диаграммы связей, известные также как ассоциа-
тивные карты, которые реализуются в виде древовидной
схемы с изображением слов, идей, задач или других по-
нятий, связанных ветвями, отходящими от центрального
понятия или идеи;

2) документация для качественного инжиниринга тре-
бований;

3) диаграммы бизнес-процессов. Наиболее популяр-
ные их разновидности – IDEF, EPC (eEPC), диаграммы
BPD (Business Process Diagram), определённые специ-
фикацией BPMN, и диаграммы UML.

Для дальнейшей работы были выбраны ассоциатив-
ные карты, нормативная документация ГТУ НП, диаг-
раммы бизнес-процессов и диаграммы классов UML.

Ассоциативная карта, представленная на рис. 1, по-
зволила выделить основные понятия, виды используе-

мой документации, контролируемые элементы в про-
цессе испытаний.

Далее была определена базовая документация пере-
численных нормативных документов (ГОСТ, ТУ и т. д.) и
разработан словарь предметной области.

Во всех видах испытаний можно выделить следую-
щие этапы: инициация, планирование, исполнение, мо-
ниторинг и управление, завершение [7]. Исходя из этого,
была построена бизнес-модель основных этапов испы-
таний, которая представлена на рис. 2 с использованием
нотации BPMN 2.0.

Этап инициации для каждого из видов испытаний ГТУ
НП различный, но всегда является результатом измене-
ния внешний условий.

Результатом этапа «Планирование» выступают раз-
работанные программа и технология испытаний, а так-
же график проведения испытаний. Программа испыта-
ний включает в себя цель и задачи испытаний; описание
объекта испытаний; порядок проведения и материаль-
ного обеспечения; объем, последовательность и мето-
дики испытаний; процесс обработки полученных резуль-
татов; форму и порядок отчетности. Технология испы-

Рис. 2. Бизнес-модель основных этапов процесса испытаний ГТУ НП

Рис. 1. Ассоциативная карта ГТУ НП
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таний разрабатывается на основании программы и яв-
ляется последовательным комплексом организационных
мер, операций и приемов, направленных на выполне-
ние процесса испытаний.

Так как задача «Изготовление образца» не относится
к процессу испытаний, но является необходимым усло-
вием для начала следующего этапа, то на диаграмме она
отображается в виде получаемого сигнала о готовности.

Само проведение испытаний связано с реализацией
программы испытаний в строгом соответствии с техно-
логией испытаний и графиком проведения работ. Этап
«Мониторинг и управление испытаниями» неотрывно
связан с этапом «Проведение испытаний» и, предпола-
гает сбор и отслеживание результатов испытаний и, при
необходимости, внесение управляющих воздействий.

Завершающий этап – это «Обработка и анализ ре-
зультатов испытаний», который служит для преобразо-
вания и систематизации полученных во время испыта-
ний данных, проведения оценки технического состояния
установки, анализа затрат и анализа рисков, оформляет-
ся соответствующая отчетная документация.

Следует отметить, что этап планирования для каждо-
го из видов испытаний проводится единожды за весь
жизненный цикл конкретной модификации ГТУ НП, тог-
да как все последующие этапы могут повторяться в за-
висимости от изменения внешних условий.

Далее бизнес-модель основных этапов процесса ис-
пытаний ГТУ НП была детализирована, рис. 3.

При разработке детализированной информационной
модели событие «Изготовление образца» было условно
опущено. Этап «Проведение испытаний, мониторинг и
управление» разделен на два подэтапа: «Подготовитель-
ные работы перед испытаниями» и «Проведение испы-
таний». Во время подготовительных работ формирует-
ся комиссия, ответственная за проведение испытаний,
проводится подготовка документации самой установки
и всех стендовых или объектовых систем к испытаниям.

Последний этап также был логически разделен на
«Обработку результатов» и «Анализ результатов». Об-
работка результатов включает в себя преобразование и
систематизацию полученных во время испытаний дан-
ных, а при анализе результатов проводится оценка тех-
нического состояния установки, анализ затрат, анализ
рисков и подготовка итогового документа.

Модели взаимодействия позволяют детально отобра-
зить потоки данных между участниками процесса испы-
таний. Поэтому на основе детализированной бизнес-
модели были разработаны модели взаимодействия
(Collaboration models) между подразделениями, участву-
ющими в процессе проведения испытаний для всех эта-
пов. На рис. 4 представлена модель взаимодействия для
этапа «Планирование».

Как видно из рисунка, на данном этапе взаимодей-
ствуют трое участников процесса: «Руководство», «Кон-
структорское бюро» и «Испытательный цех».

Инициирующим событием всего этапа является раз-
работка нового ГТУ, после которого «Конструкторское

бюро» разрабатывает программу испытаний, направ-
ляемую в «Испытательный цех» для согласования и «Ру-
ководству» для утверждения. Завершающее событие все-
го этапа инициируется «Испытательным цехом» после
подготовки производства к испытаниям по указанию
«Руководства».

На основе полученных моделей процесса испытаний
ГТУ НП также была разработана модель предметной
области системы мониторинга, которая представлена на
рис. 5 при помощи диаграммы классов UML.

В комплексе бизнес-модели процесса испытаний ГТУ
НП и модель предметной области образуют информа-
ционную модель процесса испытаний ГТУ НП.

РАЗРАБОТКА СИСТЕМЫ МОНИТОРИНГА
ПРОЦЕССА ИСПЫТАНИЙ ГТУ НП

В результате модельно-ориентированного анализа
предметной области была выполнена декомпозиция про-
цесса испытаний ГТУ НП и получена информационная
модель данного процесса, на основе которой выполне-
на автоматизация системы документооборота испыта-
ний ГТУ НП.

Были выделены основные функции системы мони-
торинга, структура и формат электронных документов.

Так как рассматриваемая система должна поддержи-
вать многопользовательский режим, ее разработка вы-
полнена с использованием архитектуры «клиент-сервер»
со следующими функциональными требованиями:

– загрузка данных о работе ГТУ НП во время испыта-
ний производится по сети непосредственно из САУ;

– поддержка централизованного архива данных с
иерархической системой хранения;

– хранение результатов испытаний в течение всего
жизненного цикла ГТУ НП;

– разграничение доступа к данным для различных
групп пользователей (по ГТУ НП, испытанию, видам
работ);

– проведение анализа возможных нештатных ситуаций;
– визуализация информации о параметрах установки;
– картографическое представление всех установок,

находящихся в эксплуатации.
Была разработана архитектура системы, предусмот-

рен загрузчик данных.
На рис. 6 представлена диаграмма компонент систе-

мы мониторинга.
Разработана структура базы данных. Для обеспече-

ния взаимодействия с существующими на предприятии
системами в качестве СУБД была выбрана Oracle 119
Express.

Система хранения данных состоит:
1) со стороны сервера из базы данных для хранения

всей необходимой информации, разработанной на ос-
новании информационной модели процесса испытаний;

2) со стороны клиента из структуры на основе фай-
ловой системы, которая использует единый формат хра-
нения данных языка разметки XML. При загрузке дан-
ных с других форматов используются конвертеры в ука-
занный формат.
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Рис. 3. Детализированная бизнес-модель этапов процесса испытаний ГТУ НП
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Рис. 4. Модель взаимодействия для этапа «Планирование»

Рис. 5. Модель предметной области системы мониторинга
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Рис. 6. Диаграмма компонент системы мониторинга

Для обеспечения межплатформенного взаимодействия
с базой данных были разработаны соответствующие WCF
(Windows Communication Foundation) сервисы [8].

Опираясь на информационную модель процесса ис-
пытаний, также были спроектированы подсистемы ви-
зуализации информации, интерфейс одной из которых
представлен на рис. 7.

Рис. 7. Интерфейс подсистемы визуализации информации
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В результате применения такой системы мониторин-
га разработчик и производитель смогут получать объек-
тивную эксплуатационную информацию для своевре-
менного внедрения эффективных мероприятий по улуч-
шению потребительских свойств ГТУ НП и повышению
ее надежности и безопасности. В свою очередь потре-
битель получает более полную картину технического
состояния ГТУ НП, что позволит планировать выполне-
ние работ по техническому обслуживанию и текущим
ремонтным работам, не доводя оборудование до крити-
ческого технического состояния.

ВЫВОДЫ

В ходе проведенной работы был формализован про-
цесс испытаний ГТУ НП. Для этого был выбран ряд
средств, последовательное использование которых по-
зволило выполнить декомпозицию процесса испытаний,
построить бизнес-модели процесса испытаний ГТУ НП
и модель предметной области. В комплексе эти модели
образуют информационную модель процесса испыта-
ний ГТУ НП.

На основании информационной модели рассматри-
ваемого процесса разработана система мониторинга
процессов испытаний ГТУ НП.

Практическая ценность данной работы состоит в том,
что были разработаны способ и формат сохранения не-
обходимой информации об испытаниях ГТУ НП в виде
электронного документа.

Полученные результаты позволят эффективнее уп-
равлять процессом испытаний за счет оптимального
использования ресурсов и повышения качества контро-
лируемой информации и оперативности ее получения,
а также снижения рисков учета ошибочной информа-
ции, связанного с человеческим фактором.
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ІНФОРМАЦІЙНА МОДЕЛЬ ПРОЦЕСУ ВИПРОБУВАНЬ ГАЗОТУРБІННИХ УСТАНОВОК НАЗЕМНОГО

ВИКОРИСТАННЯ
Розглянуті проблеми підвищення ефективності керування процесом випробувань газотурбінних установок наземного вико-

ристання за допомогою формалізації процесів випробувань газотурбінних установок наземного використання. В роботі була
виконана декомпозиція зазначеного процесу. Збудовані бізнес-моделі процесів випробувань і модель предметної області разом
складають інформаційну модель процесу випробувань ГТУ НВ. Авторами запропонована архітектура системи моніторингу
процесу випробувань і реалізовані підсистеми обробки даних за результатами випробувань.

Ключові слова: газотурбінна установка наземного використання, випробування, інформаційна модель, діаграма зв’язків,
нотація BPMN, діаграма класів UML, система моніторингу.
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INFORMATION MODEL OF TEST PROCESS OF GAS TURBINE UNIT FOR TERRESTRIAL USE
The paper deals with the formalization of test process of the gas turbine units for terrestrial use. The test process decomposition was

made by the authors, based on consistent use of following means (methods).
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1. Hierarchical structures WBS and mind-map were used for structuring of the information about the tests process and interrelation
of elements.

2. Normative documents in the area of safety and reliability of technical systems were used for creation of the subject domain
dictionary.

3. Business models of BPMN 2.0 were used for the test processes description and interaction between departments and offices.
4. Models of UML classes were used for the description of subject domain.
The amount of work completed allowed:
1) to define formats of the electronic documents used in the test process;
2) to develop architecture of test results monitoring system.
Also authors developed subsystems of test results data processing of the gas turbine units for terrestrial use, a layer of data source

and services.
The results of the work allow to manage the test process more effectively. They allow to use resources in the optimal way, to improve

data organization efficiency and also to decrease the risks of accidental error connected with the human factor.
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NOISY DISTORTED IMAGES RECOVERY USING BLIND
DECONVOLUTION

The problem of noisy and linearly distorted images recovery is considered. For the solving
the blind deconvolution method is proposed. This method ensures contour preservation and
high quality of restoration.

Кeywords: color images, deconvolution, linear distortions, disturbance, contours.

INTRODUCTION

The practice of preparing printing of publications
involves the processing of a variety of images. These images
may be distorted due to the conditions of photographing
(motion effects, defocus, low light), or because of improperly
selected digitization modes. Traditional methods for
improving such defects use a variety of digital filters and
ways to correct the brightness, contrast and sharpness,
which are implemented in popular graphics packages. This
approach to the problem of image enhancement based on
heuristics, which result depends on the characteristics of
human visual perception.

In contrast to enhancement, image reconstruction is
based on the modeling of the distortion and the use of
inverse models to restore the original image – this approach
is also called deconvolution. Restoration can be done if
you know the operator of distortion, or if it is not known
(«blind deconvolution») [1, 2]. Spatial distortion operator is
often called the point spread function (PSF).

Deconvolution methods with a known distortion
operator are very sensitive to differences between the model
and the real distortion. Moreover, the effectiveness of such
methods is greatly reduced in the presence of noise, which
only increases the discrepancy.

© Bodyanskiy Ye, Kulishova N., 2013

However, in practice, the distortion operator is rarely
known, especially in the printing industry. In general, the
reconstruction problem is very ill-defined – in fact there are
an infinite number of solutions corresponding to the possible
combinations of «distortion + noise». The developed models
describe the distortion rather limited cases characterized by
a small number of parameters, and do not allow us to
formulate a more general description. For example, to model
the defocus function is typically used with a uniform
intensity distribution in a circle of a given radius, to model
the blurring – function with the intensity distribution along
a line segment of fixed length and location [3, 4], although
the actual distortions are more complex, they often described
by more complex dispersion functions, and are usually
accompanied by noisy.

To solve these problems methods using several
predefined point spread function [5, 6] were developed.
Some methods are based on the idea total variance (TV)
reducing – for the regularization of ill-posed problems [7].
This idea reflects the fact of the presence of several types
of areas on the images that can be distinguished by the
variance – is of textures, borders and smooth changes tone,
because the action of recovery methods to these areas is
different.
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STATEMENT OF THE PROBLEM
Task of the image restoring can be viewed as a special

case of the variational problem for changes in space
variables. When you move the operator along of the image
plane processed neighborhood differ in the brightness level
and the deviation between the calculated value and the
measured (or given) brightness in the image should be
minimum by the norm

( ) ( ) ( ) ( ), ,nL f x S x f x g x= = − (1)

here ( )f x  – the original image, ( )g x  – measured distorted
image, and for the deviation estimates is most often used
rule which leads to the least squares method. ( ),L f x  –
function, which depends on the original image, the spatial
coordinates x and their possible changes. In the 2L  case the
formulation (1) includes only the similarity term

( ) 2, , ,tS f x t f g g= ∇ −  where .t
gg
t

∂
=

∂
(2)

The motion of the operator on the image plane also occurs
in time, and changes in brightness are some indissoluble
process, also called optical flow. Properties of the flow are
described by the brightness continuity equation [2]

( ) ( ) ( ), , , 0.tf x t g x t g x t∇ + = (3)

Obviously, the first term – a member of the optical flow
similarity, can not be determined, when the spatial gradient
is equal to zero (in areas with constant brightness), so that
the function (1) is required to add another regularizing term
that depends on the spatial derivative:

( ) ( ) ( ), , , , , .L f f x S f x R f f x∇ = + ∇ (4)

One possible regularizer is a smoothness parameter. If
the brightness of pixels varies strongly in one direction, the
similarity will be the dominant term of the smoothness term,
and vice versa – when little change in intensity occures,
smoothness term becomes dominant. In areas of contours
derivatives became discontinuous, so the restriction of
smoothness (3) is not uniform. This heterogeneity may be
modeled by the modified smoothness term.

At the points of image heterogeneity the smoothness
constraint may be weak or disappear. Modified smoothness
term should include the control function, which disables
the restriction on the smoothness in the relevant conditions.
One approach to such modification is presented in [6], where
the construction of the regularizer used a set of contour
detectors dθ. The outputs of these detectors are formed in
accordance with the expression

( ) ,y x d xθ θ= ∗  (5)

the result of their joint action:

( ) ( )2 ,f x y xθ θ
θ∈Θ

= ∑ (6)

(here Θ – the set of detectors orientations). Then a
regularized term of equation (4) becomes:

( ) ( )( ),q
i

i
R x f xθ= λ + ε⎡ ⎤⎣ ⎦∑ (7)

where ε  – a small parameter for finding the filter’s result in
the zero neighborhood, λ – regularization parameter. As a
result of the iterative image reconstruction procedure a
regularizer takes the form shown in Fig. 1.

Such regularizer allows to modify the smoothness term
of constraints (3) depending on the type of the image, but
the function (7) has a fundamental defect – its derivative
has a discontinuity at 0ifθ = , and in the rest of the domain
the derivative can be calculated only by numerical methods
iteratively with the transform to the frequency domain and
back. All these factors seriously slow down the action even
considered regularizer estimated its authors.

The aim of this work is to develop a method for blind
deconvolution of color digital images in the presence of
linear distortion and noise, with maximum preservation of
contours, textures and smooth tone gradations for on-line
image processing.

BLIND DECONVOLUTION METHOD

In the restoration problem for modeling distortions use

( ) ( ) ( ) ( ) ,g x f x h x x= ∗ + ξ (8)

Fig. 1. Regulazer ( ) ( )( )q
i

i
R x f xθ= λ + ε⎡ ⎤⎣ ⎦∑

where ( )h x  – the point spread function modeling the
distortion, ( )xξ  – additive noise.

The proposed method finds a local minimum of

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1, ,
2 2

C x h g x f x h x R x= − ∗ + ρ (9)

where ( )R x  – regularizing function providing contour
strengthening in images without affecting the smooth tonal
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area. We propose to use a term based on the Cauchy
function:

( )
2

2 2 2

2

11 .
1

xR x
x x σ
σ

= − =
+

+
(10)

Here σ – the width function parameter. The graph of this
function is shown in Fig. 2.

In this case, the objective function becomes:

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

2

1 1, .
2 2

h
C x h g x f x h x

h
= − ∗ + ρ

+ σ
(11)

Minimization of this function is associated with the
solution of the equation

( ) 0,T
h

dRC g h f f
dh

∇ = − − + ρ = (12)

that allows to enter a recursive algorithm for distorting
operator estimating in the form:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

1 1 1 1

               0,

1 1 ,

T

T

h k h k k g k h k f k f k

h k
h k

g k h k f k

⎧
+ = + η + + − + +⎪

⎪
⎪ σ

+ ρ =⎨
⎪ + σ
⎪
⎪ + = +⎩

(13)

where ( )kη  – learning step parameter, ( )g k  – image
e s t i m a t i o n  a f t e r  d e c o n v o l u t i o n ,  k – number of iteration step.

Fig. 2. Graph of the function ( )
2

2 2
xR x

x
=

+ σ
. The solid line

shows the graph for σ = 0,01, long dashed lines – to σ  = 0,08;
short dotted line – to σ = 0,1, dot-dash – to σ = 0,15

EXPERIMENTAL RESULTS

The task of deblurring the image differs from the usual
task of improving that the quality of solutions to be evaluated
objectively. Using the quadratic error as a measure of quality
is not justified – the error is calculated in the color space
RGB, do not reflect the features of the non-linearity of human

visual perception. For this reason, there are cases when
filtering methods or recovery, providing the minimum mean
square error, do not allow to get an image that is acceptable
from a visual point of view.

In this problem, apply assessment increase the signal /
noise ratio (increase in signal to noise ratio – ISNR) [6]:

( )

( )

2
0

10 2
0

10log ,
i i

i

i i
i

y x
ISNR

x x

−

=
−

∑

∑
(14)

where 0x  – the original image, y  – distorted, x – restored, i –
pixel number.

Feature of such quality measure is the need for an
uncorrupted image. Under this conditions the experiment
includes the step for forming blur and noise with the
specified parameters. Model image includes extensive flat
areas and areas of sharp tone gradations (Fig. 3).

For the blur modeling used the point spread function as a
disk with radius of  16 pixels, a two-dimensional Gaussian
function blur with radius of 10 pixels, the scattering function
as a segment length of 20 pixels to simulate motion blur. Noise
component is modeled by Gaussian and Poisson noise:

– distortion 1 – Gaussian Blur, Gaussian noise with μ = 0,
σ = 0,005;

– distortion 2 – Gaussian Blur, Gaussian noise with
μ = 0,2, σ = 0,005;

– distortion 3 – blur with distorting operator as a disk
with a Gaussian noise μ = 0,2, σ = 0,01;

– distortion of 4 – motion blur, Poisson noise with
α = 0,1.

The method effectiveness was compared with the
standard methods: regularization by the least squares
method, Lucy-Richardson method, maximum likelihood blind
deconvolution, deconvolution with the Wiener filter.
Distortion parameters, models, and the results of the
deconvolution using the proposed and standard methods
are given in Table 1.

Fig. 3. Model picture



112

НЕЙРОІНФОРМАТИКА ТА ІНТЕЛЕКТУАЛЬНІ СИСТЕМИ

Deconvolution method error, ISNR Deconvolution method 
Distortion 1 Distortion 2 Distortion 3 Distortion 4 

Предложенный метод 4,5456 0,2065 0,2556 5,7870 
Regularization by the 
least squares method 

22,0797 3,1352 3,1872 22,8988 

Lucy-Richardson 
method  

5,9725 14,4450 13,7564 7,4408 

Maximum likelihood 
blind deconvolution 

5,9643 14,4152 13,5574 7,5277 

Deconvolution with the 
Wiener filter 

5,2415 1,8289 3,5633 19,4166 

Table 1. The parameters of distortion and noise, and the results of the deconvolution
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ФОРМИРОВАНИЕ И РЕДУКЦИЯ ВЫБОРОК ДЛЯ
ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ
Решена задача формирования и редукции выборок для интеллектуального анализа

данных. Предложен метод формирования и редукции выборок, который обеспечивает
сохранение в сформированной подвыборке важнейших топологических свойств исходной
выборки, не требуя при этом загрузки в память ЭВМ исходной выборки, а также
многочисленных проходов исходной выборки, что позволяет сократить объем выборки и
уменьшить требования к ресурсам ЭВМ.

Ключевые слова: выборка, отбор экземпляров, редукция данных, интеллектуальный
анализ данных, сокращение размерности данных.

ВВЕДЕНИЕ

При решении задач интеллектуального анализа дан-
ных [1], в частности, задач построения моделей приня-
тия решений на основе нейронных и нейро-нечетких се-
тей, а также деревьев решений [2–4] в различных при-
кладных областях нередко приходится оперировать
выборками данных большого объема. Это влечет за со-
бой существенные затраты времени на обработку дан-
ных, а также требует наличия значительных объемов
оперативной и дисковой памяти ЭВМ. Поэтому акту-
альной задачей является сокращение размерности вы-
борок данных [1–5].

Традиционным и наиболее широко применяемым
подходом при решении данной задачи является исполь-
зование методов отбора информативных признаков
[1–5] (удаляют из исходного набора наименее информа-
тивные признаки) и методов конструирования призна-
ков [5, 6] (заменяют исходный набор признаков рассчи-
танным на его основе набором искусственных призна-
ков меньшего размера). Однако, если изначально
заданный набор признаков не является избыточным,
либо объем выборки (число экземпляров в ней) чрезвы-
чайно велик для представления и обработки в памяти
ЭВМ, применение этих методов оказывается чрезвычай-
но затруднительным, а результаты их работы либо при-
водят к потере существенной для дальнейшего анализа
информации, либо не позволяют сохранить исходную
интерпретабельность данных.

Другим, существенно реже используемым на прак-
тике, подходом при решении данной задачи является со-
кращение объема выборки. Как правило, это реализует-
ся посредством извлечения случайных подвыборок из
исходной выборки [7–9], что может приводить к форми-
рованию нерепрезентативных в топологическом смыс-
ле выборок вследствие невключения в них редко встре-
чающихся экземпляров на границах классов, представ-
ленных в исходной выборке.

© Субботин С. А., 2013

В [10–13] автором предложены переборные и эволю-
ционные методы формирования выборок, а также мо-
дель (комплекс критериев) качества выборки, которые
позволяют обеспечить формирование из исходной вы-
борки подвыборок меньшего объема, обладающих в
системе используемых критериев наилучшими свойства-
ми. Однако для выборок очень большого объема при-
менение данных методов и модели оказывается весьма
затратным как с вычислительной точки зрения, так и с
точки зрения ресурсов оперативной и дисковой памяти.

Целью данной работы является создание метода фор-
мирования и редукции выборок, позволяющего обра-
батывать исходные выборки большого объема.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть мы имеем исходную выборку X = <x, y> – на-
бор S прецедентов о зависимости y(x), x = {xs}, y={ys},
s = 1, 2, ..., S, характеризующихся набором N входных
признаков {xj}, j = 1, 2, ..., N, где j – номер признака, и
выходным признаком y. Каждый s-й прецедент предста-
вим как <xs, ys>, xs={xs

j}, где xs
j – значение j-го входного, а

ys – значение выходного признака для s-го прецедента
(экземпляра) выборки, ys∈ {1, 2, ..., K}, где K – число
классов, K>1.

Тогда задача сокращения объема выборки может быть
представлена как задача формирования (выделения) из
исходной выборки X = <x, y> подвыборки X*, X*⊂X, мень-
шего объема S*<S, обладающей наиболее важными свой-
ствами исходной выборки.

Поскольку для задач интеллектуального анализа дан-
ных, связанных с автоматизацией поддержки принятия
решений, наиболее важным является сохранение топо-
логии классов, то формируемая подвыборка должна
обеспечивать сохранение экземпляров исходной выбор-
ки, находящихся на границах классов.
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2. МЕТОД ФОРМИРОВАНИЯ И РЕДУКЦИИ
ВЫБОРОК БОЛЬШОГО ОБЪЕМА

Для обнаружения экземпляров, находящихся на гра-
ницах классов, в общем случае необходимо решить за-
дачу кластер-анализа, что требует определения расстоя-
ний между всеми экземплярами выборки. Это, в свою
очередь, требует либо загрузки всей выборки в память
ЭВМ (что не всегда возможно из-за ограниченного объе-
ма оперативной памяти), либо многократных проходов
по исходной выборке (что вызывает значительные зат-
раты машинного времени), а также приводит к необхо-
димости хранить и обрабатывать матрицу расстояний
между экземплярами большой размерности.

Для устранения отмеченных недостатков предлагает-
ся заменить обработку экземпляров на обработку их
описаний в виде числовых скаляров, которые характери-
зуют положение экземпляров в пространстве признаков.
При этом, заменив экземпляры, характеризующиеся N
признаками, на представления в виде скаляров, мы ото-
бразим N-мерное пространство признаков в одномер-
ное пространство.

Исходная выборка, будучи отображенной в одномер-
ное пространство, позволит выделить на одномерной оси
интервалы ее значений, соответствующие кластерам раз-
ных классов в исходном N-мерном пространстве. Опре-
делив границы интервалов на одномерной оси, можно
найти ближайшие к ним экземпляры, которые и соста-
вят формируемую подвыборку.

Приведенные выше идеи лежат в основе предлагае-
мого метода.

Этап инициализации. Задать исходную выборку дан-
ных  X = <x, y>.

Этап анализа характеристик классов. Разбить выбор-
ку X на K подвыборок X(k), отдельных для экземпляров
каждого класса:

( ) ( ) .,...,2,1;,...,2,1},|,{ KkSskyyxkXkX sss ===><∪=

Для каждой подвыборки X(k) определить по каждо-
му признаку его минимальное )}(|min{ kXxx ss

j ∈ , мак-
симальное )}(|max{ kXxx ss
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Для каждой подвыборки  X(k), k = 1, 2, ..., K, опреде-
лить:

– частные поосевые нормированные расстояния от
экземпляров до центров классов:
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– нормированные расстояния экземпляров до цент-
ров классов:
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– нормированные расстояния между экземплярами:
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Этап устранения дублирующихся экземпляров. Целью
этапа является выделение подмножеств эквивалентных и
существенно похожих экземпляров и замена каждого та-
кого подмножества на один его экземпляр-представитель.

Четкий дубляж: из каждой группы одинаковых экзем-
пляров каждой подвыборки следует оставить только один
экземпляр:
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Нечеткий дубляж: из каждой группы неодинаковых
подобных экземпляров каждой подвыборки следует ос-
тавить только один экземпляр:
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Этап выделения граничных экземпляров. Целью дан-
ного этапа является выявление экземпляров, находящих-
ся вблизи границ классов, что позволит устранить осталь-
ные экземпляры, находящиеся внутри области класса.

Вначале необходимо определить индексы для всех
экземпляров выборки относительно центров всех под-
выборок:
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где round – функция округления до ближайшего целого
числа.
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Это позволит отобразить исходную выборку на од-
номерные оси I(k) (заметим, что при этом произойдет
потеря части информации вследствие неявного кванто-
вания пространства признаков при преобразовании).

Просматривая каждую одномерную ось I(k) можно
выделить скопления (области пространства) близко рас-
положенных экземпляров одного класса, выделив интер-
валы для каждого из них I(k)={il(k)}, где il(k) – l-й интер-
вал k-й оси, либо для простоты разбить эту ось на не-
сколько равных интервалов и определить доминирующий
класс в каждом из них.

До тех пор, пока ,)(:,...,2,1, ∅≠=∃ kXKkk  выпол-
нять в цикле:

– если для области пространства, где расположены
экземпляры k-го класса не существует попавших в нее
экземпляров  других классов ( :,...,2,1, Sss =¬∃

kypsSpkIkIky ppss =≠=∀≤= ,,,...,2,1),()(, ),  то
данный класс расположен компактно и отделен от дру-
гих классов. Следовательно, из экземпляров k-го класса
в новую выборку следует включить лишь те экземпля-
ры, которые находятся вблизи его внешней границы:
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где α – задаваемый пользователем коэффициент, регу-
лирующий долю помещаемых в новую выборку экзем-
пляров k-го класса (например, можно рекомендовать
задавать 1=α ).

После чего необходимо исключить экземпляры k-го
класса из дальнейшего рассмотрения:
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– если для области пространства, где расположены
экземпляры k-го класса, существуют попавшие в нее
экземпляры других классов ( ,,...,2,1:, Ssps =∃ ,,...,2,1 Sp =

)()(,,,,, ** kIkIkykyXxXxps pspsps ≤=≠∉∉≠ ) ,
но число экземпляров других классов S*(k), попавших в
область k-го класса невелико: S*(k) ≤βS(k), где S(k) – чис-
ло экземпляров k-го класса, β – заданный коэффициент
(0<β<1), то из экземпляров k-го класса в новую выборку
следует включить лишь те экземпляры, которые находят-
ся вблизи его внешней границы, а также экземпляры,
ближайшие к экземплярам других классов:
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– если для области пространства, где расположены
экземпляры k-го класса, существуют попавшие в нее
экземпляры других классов  ( ,,...,2,1:, Ssps =∃

,,...,2,1 Sp =  ,, *Xxps s ∉≠  ,*Xx p ∉  ,, kyky ps =≠
)()( kIkI ps ≤ ), но число экземпляров других классов,

попавших в область k-го класса велико (S*(k) > βS(k)),
то на оси I(k) следует выделить отдельные скопления эк-
земпляров каждого класса и включить в новую выборку
лишь те экземпляры, которые находятся вблизи его внеш-
ней границы, а также граничные экземпляры каждого
интервала и экземпляры, ближайшие к ним:

)(),(:,...,2,1|{** ≥∈=∪= ppp kIkXxSpxXX

,}|)({
1

∑
=

=
α

≥
S

s

ss
k kykI

S

,,...,2,1,{** SpqxxXX pq =∪∪=

,,,, ** kykyXxXx pqpq ≠=∉∉

)()(,1),(),( kIkIkxkx pqpq ≤−=τ−τ

,)()()),(),,(,( kIkIkxkxk gSpq −ττγ≤

},,...,2,1,),(),( ),(),( Sgskiykiy kx
g

kx
S

pq =∈∈ ττ

где 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ =∈=τ

случае; противном в ,0
);(,...,2,1),(,),( kLlkixlkx l

s
s

L(k) – число интервалов значений, на которые разбита
ось I(k), γ  – заданный коэффициент, регулирующий раз-
мер области вблизи межклассовых границ, экземпляры
из которой включаются в формируемую выборку,
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Все экземпляры других классов, попавшие в область
k-го класса, также следует включить в новую выборку:




